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Beitrige zur Theorie des Cauchy’schen Integrales.*) 
Von 


Axe. Harnack f. 


§ 1. 
Definition des Integrales. 


Besitzt die Function «-+ iv einer complexen Variabelen ¢ am 
Rande eines einfach oder mehrfach zusammenhingenden, ebenen Ge- 
bietes, in dessen Innern die Function regular ist, die Werthe U+-iV, 
so stellt das Integral 


1 U+iv 
(1) Die f ae 


erstreckt in positivem Umlauf (d. h. die eingeschlossene Fliiche bleibt 
zur Linken) tiber alle Randpunkte ¢, den Werth der Function u + iv 
fiir alle inneren Punkte dar. Dieselbe muss dabei ,,im allgemeinen 
gleichmiissig stetig‘‘ in die Randwerthe tibergehen. Das ebene Gebiet 
nehmen wir als ein einblittriges an. 

Durch Zerlegen des Integrales in seinen reellen und imaginiren 
Bestandtheil erhilt mau die Gleichungen: 


1 cos & 1 al 
-— gees dota [VF 


t Lev 6I 1 cos & 
at wm fOT + anf “yas. 


Hier bedeutet do das Bogenelement der Randcurve, 7 die positiv ge- 
nommene Entfernung des Elementes do von dem betrachteten Punkte 





*) A, d. Berichten der k, siichs. Ges, d, W. v. Jahre 1885. Wir glauben, 
dass es unseren Lesern willkommen ist, wenn wir nachstehend die drei in den 
Berichten der k, siichsischen Gesellschaft der Wissenschaften verdffentlichten 
Arbeiten Axel Harnack’s zum Abdruck bringen. Sie enthalten die letzten Unter- 
suchungen unseres so friihe der Wissenschaft entrissenen Mitarbeiters, 


Die Redaction. 
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a + iy = ee'*, fiir welchen die Werthe « und wv ermittelt werden 
sollen, und ¢ den Winkel, welchen die nach innen gerichtete Normale 
des Elementes do mit der Geraden 7 (in der Richtung von do nach 


dem Punkte (~, y)) bildet. Die Grésse do ist die scheinbare 


Grésse des Elementes do vom Punkte (x, y) aus, und wird von 
Herrn C. Neumann mit (do), bezeichnet. Dieser Werth ist iiberall 
positiv, wenn die Fliche nur von einer Randcurve begrenzt ist, die 
iiberdies stets ihre convexe Seite nach aussen richtet, und weder nach 
innen gerichtete Spitzen noch Ecken besitzt, oder allgemeiner, wenn 
keine Tangente der Randcurve in das Innere der Fliche eintritt. In 
allen anderen Fiillen wird (do), wenigstens fiir gewisse Gebiete von x 
auch negativ. Es tritt dies ein, sobald die Fliiche des vom Punkte x 
und dem Bogenelemente do gebildeten Dreiecks beim Durchlaufen des 
Elementes do zur Rechten bleibt; (do), soll daher der algebraische 
scheinbare Winkel heissen. 


Auch das Differential s kann durch do ausgedriickt werden. 


Bezeichnet man nimlich mit « den Winkel zwischen der positiven 
Richtung des Bogenelementes und der Richtung 7, so ist in allen 
Fallen, auch dem Zeichen nach: dl = — cos «do. 

Der Kiirze wegen werde ich indessen im Folgenden stets die Form 


benutzen : 
1 ' 1 Al 
u= a | U(de), +f. de ? 
1 “zy al 1 “ 
= — anf U 1 -{- a (d6),. 


g 2, 


Die Relationen zwischen den Functionen U und V. 


(2) 


Die Functionen « und v sind nicht unabhiingig von einander, 
denn sie gentigen fiir jeden Pankt (7, y) im Innern des Gebietes den 
partiellen Differentialgleichungen 


du _ dvs ou dv 


Oa oy’ dy ou 


Functionen, welche in dieser Beziehung zu einander stehen, werde 
ich zwei conjugirte Functionen nennen; man hat dabei noch zu unter- 
scheiden, welche Function den reellen, und welche den imaginiiren 
Bestandtheil der complexen Function bildet. 

Auch die Functionen U und V kénnen daher an den Randcurven 
eines Gebietes nicht willkiirlich gewihlt werden; vielmehr miissen 
zwischen den Randwerthen U und denen der conjugirten Function J, 
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und folglich auch zwischen den vier Integralen der Gleichungen (2) 
Relationen bestehen. Dieselben sollen zuerst ermittelt werden. Setzt 


man 
1 dl 
“= af Ue, — wef? #. 
(3) 
1 dl 1 
n= f04) ae f Ve» 
so ist 








: a ¥ dz : 1 dz 
uy + iy = az fU s—ee' ty tin af s—ee* 


Demnach sind u, + %v, und uw, -+ iv, Functionen einer complexen 
Variabelen, und daraus folgt, dass sich diese Functionen aus ihren 
Randwerthen ebenso darstellen lassen miissen, wie « und v. Bezeichnet 
man also mit U,, V,;, U,, V, die Werthe, welche u,, v,, %, v, am 
Rande annehmen, so ist 


U=U,+ U,, Va V,+ PV, 
und es bestehen die Gleichungen: 


we ot [Uae = =~ f U, (de)e + [ 4, 
h— a5 J v> % f U,(d0)e + 3g a at 
(o~ asf Ut --s% fu t +35 V(ae)e, 
a [VG =_— 1 J 0,4 +3 [Vlao)e. 
Hieraus folgt, indem man fiir U und V die obigen Werthe einfiihrt, 
2. J U,(d6)y = a= f es: 
- a f'U a ws anf Ms (do),. 


Die beiden Gleichungen lassen sich in den einen Ausdruck vereinigen: 
Ser dz=0. 


‘Qin z— ee 


(4) 


Derselbe lehrt, dass ein complexes Integral dieser Art im Inneren 
eines beliebigen Gebietes allenthalben Null sein kann, ohne dass die 
im Ziahler stehende Function verschwindet. Diese Function ist aber 
nicht als Randwerth einer ,,Function einer complexen Variabelen“ zu 
betrachten, und deshalb ist das Integral nicht als ein ,,Integral von 
Cauchy“ zu bezeichnen. 


1* 


————————————— 
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Bei der Ableitung der Gleichungen (4) ist vorausgesetzt, dass die 
Functionen u,, #,... im allgemeinen gleichmiissig in bestimmte Rand- 
werthe tibergehen, was noch zu beweisen ist. Zu dem Zwecke muss 


die Function 


ny = U(do)s 


1 “77 al 
aa f/95 


niher untersucht werden. Ich beschriinke mich dabei auf den Fall, 
dass U lings des Randes eine eindeutige und stetige Function ist. 
Auch soll der Rand von Curven gebildet sein, die bis auf einzelne 
Eckpunkte iiberall eine bestimmte, sich stetig indernde Tangente be- 
sitzen, und die weder unendlich viele Wendungen machen, noch sich 
selbst oder unter einander durchschneiden. Alsdann sind die Func- 
tionen «, und v, im Inneren des Gebietes allenthalben stetig, und 
dasselbe gilt fir die ersten partiellen Ableitungen, zwischen denen die 
bekannten Relationen bestehen, wie direct aus den Gleichungen: 


- a @ (al 
Ou [(d6).] — om 5 ‘), x [(do)x | ws oy £) 


hervorgeht. Es werde nun am Rande ein bestimmter Punkt s_be- 
trachtet. Um diesen Punkt s als Mittelpunkt beschreibe man einen 
Kreis mit beliebig kleinem Radius, der durch seine iiussersten Schnitt- 
punkte auf dem Rande den Bogen o’ bestimmt. Ein Element dieses 
Bogens werde mit do’ bezeichnet, wiihrend alle iibrigen Randelemente 
do” heissen mégen. Dann ist 


aa UG). ~ ax f U(ao'. + ga U(do")e. 


Der Werth der Function U im Punkte s heisse U,. Im ersten Integral 
der rechten Seite unterscheiden sich simmtliche Werthe von U von 
dem Werthe U, um eine Grésse, deren Betrag durch Verkleinerung 
von 6’ kleiner gemacht werden kann, als eine beliebig gewahlte Grosse 0. 
Zufolge der Stetigkeit von U kann diese obere Grenze 0 gleichzeitig 
fiir alle Punkte s fixirt werden. Also ist 


nebst der conjugirten 


1 


2 (Uae. = -[o(as"). +5t U, f(ds’)e+(< é aa feos (do').). 


Das Integral f(a 6’), giebt, mit Unterscheidung positiver und negativer 


Elemente, den Winkel an, unter welchem der Bogen o’ von dem 
inneren Punkte x aus gesehen wird, Riickt der Punkt 2 in den Rand- 
punkt s, so geht dieser Winkel in denjenigen iiber, unter welchem 
der Bogen o’ vom Punkte s aus gesehen wird. Drehrichtung und 





ee es 
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Grésse dieses Winkels, der durch w bezeichnet werden soll, ergiebt 
sich unzweideutig aus dem Grenzprocess. Kehrt die Randcurve an der 
Stelle s ihre concave Seite nach innen, so ist er ein itberstumpfer 
Winkel, an einer convexen Stelle dagegen ein stumpfer oder spitzer. 

Der Uebergang in den Werth o ist fiir alle Randpunkte s ein 
gleichmiissig stetiger, d. h. man kann nicht nur um jeden Punkt s 
einen Kreis angeben, so dass der scheinbare Winkel des Bogens o’ 
fiir alle Punkte x im Innern dieses Kreises von dem Werthe @ beliebig 
wenig abweicht, sondern es lisst sich auch fiir den Radius dieses 
Kreises die niimliche obere Grenze bei allen Werthen s bestimmen. 

Der Nachweis dieser Behauptung folgt aus elementaren Betrach- 
tungen, wenn man beachtet, dass die vom Punkte s ausgehenden 
Schenkel des Winkels ein gleichschenkliges Dreieck mit der Sehne 
des Bogens o’ bestimmen. 


Das Integral 
7 [u(as"). == 5A f U 28 de” 
= <a 


aindert sich stetig, und zwar gleichmiissig. Denn es erstreckt sich nur 
iiber solche Bogenelemente, fiir welche 7 niemals Null wird, auch 
wenn der Punkt x in den Punkt s hineinriickt. Demnach wird der 
Werth dieses Integrales schliesslich gleich 


va | U(@0") 


und so erhiilt man vorliiufig das Resultat: Riickt der innere Punkt x 
in den Randpunkt s, so wird 


lim J U(ds), = 
= 99 Us + yy f Udo" (<agy f abs (ao’)e). 


In dieser Formel ist { abs (do’), jedenfalls eine endliche Grosse; denn 


entweder ist der Grenzwerth dieses Integrales gleich w, falls der 
Bogen 6’ seine concave Seite nach innen kehrt, oder er ist grésser 
als @, aber endlich, weil der Bogen nicht unendlich viele Wendungen 
macht. Es ist ferner 


fucas”, = { U(a0), -f U(do'), 
und das zweite Integral der rechten Seite wird gleich U, [ (do’), bis 


auf eine Grésse, die wiederum kleiner ist als 


3 f abs (do’),. 
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Da nun die Grésse 0 durch Verkleinerung von o’ beliebig klein gemacht 
werden kann, so folgt, dass 


lim —! J U(ds), = 
= 
= U, limo — + U, lim [ao +z J U(do), 


ist. In einem gewohnlichen Curvenpunkte, in welchem die Tangenten, 
vor- und riickwirts genommen, den Winkel z bilden, ist 


lim @ =z, lim { (do’), = 0, 
also : ; ‘ 
lim gf Udo). = 5 Ut ay f U(do),. 
In einem Eckpunkte der Curve, in welchem die Tangenten den Winkel 
« bilden, ist : 
lim @=2a—a«a, lim (do’),= 0, 


also 
1 


22 





lim | U(ds), = (2% — a)U, 4+ { U(de),. 


Auch diese Grenziiberginge erfolgen nach Ausschluss der Eckpunkte 
durch beliebig kleine Umgebungen mit gleichmiissiger Stetigkeit, wie 
aus dem Mittelwerthsatz der Differentialrechnung hervorgeht. Damit 
ist die urspriingliche Behauptung vollstaindig bewiesen. 

Zu einer Randfunction U gehért also eine bestimmte Function 


der Randpunkte, niimlich = | U (do),. Ich werde diese Function mit 


” o 3 . ; 
= P, oder auch kiirzer mit = P bezeichnen, und P die zugeordnete 


Function von U nennen*), 
Es ist fiir einen reguliren Randpunkt 


(5) lim Jf U(de): = limu, =U, =1 U, 44 BP, 


Dagegen fiir Eckpunkte mit der Winkeléffnung «, die aber im Folgen- 
den nicht weiter beriicksichtigt werden sollen: 


(5a) lim [U(do), = limu, = U, = 1(2—“) U,+ 1 B,. 
22 2 2 


a 
4 


*) Von dieser zugeordneten Function handelt Herr C. Neumann bei der 
Theorie der Doppelbelegungen im 4. Capitel seines Buches: ,, Untersuchungen 
iiber das Logarithmische und Newton’sche Potential (Leipzig, 1877). Der 
Beweis des Satzes von der gleichmiissigen Convergenz ist jedoch daselbst nicht 
mitgetheilt (vergl. die Bemerk. pag. 152 daselbst), 
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Die zugeordnete Function ist eine stetige Function von s, solange keine 
Eckpunkte auf dem Rande vorhanden sind (Neumann, a. a. p. 139 
und 150). 

Dieselben Betrachtungen ~ auch fiir die Function 


oe ss V(do).z, 


wobei wiederum V als eine stetige Function vorausgesetzt wird. Es 
ist fir einen reguliren Randpunkt s 


(6) 


Q bedeutet die der Function V zugeordnete Function, d. h, es ist 


-1 | V(do),. 


Fiir die zu «, und v, conjugirten Functionen 


1 {7 dl 1 “s7 al 
.=— aa U- und uw, = om | r+ 


lisst sich der Nachweis, dass sie stetig nach bestimmten Randwerthen 
V, und U, convergiren, nicht in derselben directen Weise fiihren. 
Da aber 





‘V (do), = lim», = V,=+ V.+4@. 


u =U, + Uh, v=,+ 
ist, so folgt, weil « und v der Voraussetzung nach in die bestimmten 
Werthe U, und JV, tibergehen, wiihrend x nach s iii 


(7) lim wu, = U, = U— U, == > U.— 
(8) limo, = V, = V—V, ae V.— +. 


Triigt man diese Werthe von U, und JV, in die Gleichungen (4) ein, 
so erhilt man den folgenden Satz: 

Besitzt die Function u + iv einer complexen Variabelen 2 an dem 
Rande eines einfach oder mehrfach zusammenhdngenden Gebietes die 
sletig sich dindernden Werthe U +- iV, so bestehen zwischen den Func- 
tionen U und V die Relationen: 


asf U(do), — =f 'P(de), = J {v4 boi fe a. 
—~f0F + Lea af V (a), — sa f Uae. 


Dabei bedeuten P und Q die den Functionen U und V zugeordneten 
Functionen, und stimmtliche Integrale sind auf den Randcurven zu 
bilden, wihrend der Punkt x, y im Innern des Gebietes beliebig ge- 
wahlt wird. 
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Man kann die Voraussetzungen, unter denen dieses Resultat be- 
wiesen wurde, noch erweitern. Ist z. B. nur U im Cauchy’schen 
Integrale eine stetige oder eine tiberall endliche, integrirbare Function, 
so dass die Function u im allgemeinen gleichmiissig stetig in die Rand- 
werthe U iibergeht, so gilt das Cauchy’sche Integral fiir diesen Rand, 
sobald man unter den iibrigen Integralen der Gleichung (2) die Grenz- 
werthe versteht, welche dieselben annehmen, wenn man von einer inner- 
halb der Fliche gelegenen Integrationscurve zum Rande selbst iibergeht. 
In diesem Sinne gelten dann auch die vorstehenden Gleichungen, ohne 
dass V eine stetige Function zu sein braucht. 

Der vorstehende, ganz allgemeine Satz erhilt eine sehr einfache 
und bekannte Form, sobald der Rand nur aus einem einzigen Kreise 
besteht. Denn fiir einen Kreis werden die zugeordneten Functionen 
P und Q constant. Es ist, wenn R den Radius des Kreises angiebt, 
und dé = Rdg gesetzt wird 


P= + fU(ao,— = fa doé=- 7K | Udo = 3, [Uae, 
Q, = rf Vae.= he do = aR) Vdo= az "ao, 


so dass hier der Satz lautet: 

Besitzt die im Inneren des Kreises R regulire Function « + iv 
am Rande der Kreisperipherie die Werthe U + i V, so bestehen, zwischen 
den Functionen U und V die Relationen: 


1 1 a 1 at 
aa | U(a0)< — i. Udg = vf V+ 
al 
= wef 74 U aa f "a9. — anf Vae- 


Auf Grund dieser Gleichungen ist die Randwerthaufgabe, d. h. die 
Bestimmung der complexen Function aus dem reellen Randwerthe U 
fiir den Kreis ohne Weiteres lésbar; denn es bekommen die Glei- 
chungen (2) hierbei die Form 


xf UG). — [Uae, 
= 5 fot tan fVae, 


(10) 


wodureh « vollstiindig, und v bis auf eine additive Constante be- 
stimmt ist. 

Die speciellen Gleichungen (10) liefern fiir den Kreis die bekannten 
Relationen 
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[Ueoskg dg = J[Vsinkg ag, 
usin kg do =— JV cos ko dg, 


(k= 1,2,8,...00), 


welche hier die Anwendbarkeit der Fourier’ schen Reihe fiir die Dar- 
stellung der Functionen w und v begriinden. Analoge Relationen 
gelten fiir einen beliebig zusammengesetzten Rand. 

Wird nimlich die Randcurve auf ein Polarcoordinatensystem mit 
beliebigem Anfangspunkt bezogen, so dass r=/(g) die Gleichung 
der Randcurve wird, so bestehen die Gleichungen: 


fU-P)d— = f(V—© diog +, 
— [(T—P)dlogr— ((V—Qas, 
sin ‘cos k 
fu- P)a ( SS) a Q)a( ae)? 


fe-ra()~ fr-ws() 


Lah gh 


(11) 








§ 3. 
Die Eindeutigkeit der Darstellung einer complexen Function mittelst 
des Cauchy’schen Integrales. 


Der oben gefundene allgemeine Satz gestattet folgende Umkehrung: 

Ist fiir den Rand eines ebenen Gebietes eine stetige Function U 
gegeben, und kann man eine Function V ermitteln, fiir welche die 
Gleichungen (4) oder (9) erfiillt sind, so stellt die Gleichung 


1 ‘ 1 "7 al 
oe A | U(de), + af v> 


eine Function dar, welche im Inneren des Gebietes die Bedingung 

Gaz + Gir = 0 efit und an dem Rande den Werth U besitet. 
Der Beweis ergiebt sich durch eine Umkehrung der vorigen Be- 

trachtung. Indem man nimlich die Functionen u,, u., v,, v, einfiihrt 


(Gleichungen 3), und die Function U’ durch die Gleichung definirt: 
U'= U; + U. 2) 


erhalt man aus den Gleichungen (2) zusammen mit den Gleichungen 
(4) die Relationen: 
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“a wf U(de)2 =< f U, (do). + f r+ 


on sf U, (d0)2 + f U,(de)z, 


1 dl {in @, 1 
os for sag Bix | w+ af" (d6)x 
1 dl 1 dl 
asa af T+ anf T° 
Hieraus folgt: 


[U@ue= fod, fut=fuF 


und aus diesen Gleichungen ist zu schliessen, dass die stetigen Func- 
tionen U und U’ identisch sind. 

Dazu bedarf man des folgenden Satzes: 

Wenn eine stetige, nur fiir den Rand eines Gebietes definirte Func- 
tion W die Eigenschaft hat, dass fiir jeden Punkt im Inneren des 
einfach oder mehrfach zusammenhingenden Gebietes 


. 1 dl 
aa Wao). und =f"7 


constant gleich Null sind, so ist W fiir alle Punkte des Randes eben- 
falls gleich Null. 

Der Beweis fiir diesen Satz ist meines Wissens noch nicht aus- 
gefiihrt worden, und in der That nicht ganz einfach, wenn man in 
Bezug auf die Function W keine weiteren, beschriinkenden Voraus- 
setzungen einfiihren will. Aber der Inhalt des Satzes ist von Bedeutung, 
weil aus ihm unmittelbar hervorgeht, dass die Integralrelationen (4) 
oder (9) die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir den 
Zusammenhang der Functionen U und V bilden, und dass eine com- 
plexe Function nur auf eine einzige Weise in der Form des Cauchy’- 
schen Integrales und der in demselben enthaltenen Reihenentwickelung 
darstellbar ist. Ich halte es daher fir gerechtfertigt, auf den Beweis 
ausfiihrlich einzugehen. 

Lisst man den inneren Punkt # an einen Randpunkt s heran- 
riicken, so wird 


(12) Tim J W(de), =+ We+ 5 J W (de), = 0, 


daher : 
_ ~f Mao. 


Hat man es mit einem ebenen Gebiete zu thun, das nur von einer 
einzigen Randcurve begrenzt ist, die ohne nach innen gerichtete Spitzen 











Theorie des Cauchy’schen Integrales. 1l 


oder Ecken nach aussen tiberall convex ist, oder allgemeiner aus- 
gedriickt, deren Tangenten nicht in das Innere der Fliche eintreten, 
so kann man schon aus dieser letzten Gleichung unmittelbar schliessen, 
dass W = 0 ist. Denn in diesem Falle ist (d6), eine durchweg positive 
Grésse und 


x | 4). 


im allgemeinen (d. h. abgesehen von etwaigen Eckpunkten) gleich 
Kins. Bezeichnet nun M denjenigen Werth von W, dessen Betrag 
am gréssten ist, so ist auch 


= fut W) (do), = 0. 


Da in diesem Integral alle Elemente von gleichem Zeichen sind, so 
muss im allgemeinen 

M+ W=0 
gleich sein; und da W stetig sein sollte, so ist tiberall W constant 
gleich — M. Diese Constante kann aber nur Null sein, zufolge der 
Gleichung 


- zz f (dos a Man, 


Im allgemeinen Falle aber sind zunichst die Functionen 


1 e 1 dl’ 
a f W(do)y wd = f w= 


gebildet fiir einen ausserhalb der Fliche gelegenen Punkt (a', y’) wu 
untersuchen. Die Richtung der Normale ist bei diesen Integralen die- 
selbe wie friher. 

Liisst man nun den dusseren Punkt an den Randpunkt s heran- 
riicken, so gelten immer, d. h. bei jeder stetigen Function W die Glei- 
chungen: 


(13) lim f W(dz)s = — 1 W,+ <4 [Wao 
: 1 “sar Gt’ . 1 ‘ dl 
(14) lim va W ->- = lim ef W--- 


Die erste Gleichung ergiebt sich ebenso wie im vorigen Paragraph die 
Gleichung (5), wenn man nur beachtet, dass beim Heranriicken eines 
iiusseren Punktes an das Element do der Winkel (do), negativ wird 
und den Grenzwerth — a erhilt*). Aus den Gleichungen (12) und 
(13) folgt dann 


*) Aus dieser Gleichung folgt, dass die Existenz einer Lisung der Rand- 
werthaufgabe gezeigt ist, sobald die Méglichkeit nachgewiesen ist, das innere 
Gebiet einer Fliiche derart eindeutig auf das iussere conform abzubilden, dass 
die Punkte der Randcurve sich selbst entsprechen. 
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(15) — lim + [ W (do). = W,, 
Es muss also W, constant sein, wenn der Nachweis gefiihrt werden 
kann, dass auch fiir alle iusseren Punkte das Integral 


ss f W (dx)e = const. 


ist. Diese Constante kann dann nur Null sein, weil das Integral fiir 
den unendlich fernen Punkt diesen Werth hat. 

Die Eigenschaft der Constanz folgt aber unmittelbar aus der noch 
zu beweisenden Gleichung (14). Denn da in dieser Gleichung unserer 
Voraussetzung zu Folge die rechte Seite constant gleich Null ist, so 
ist auch die linke Seite constant gleich Null, und die Function 


n. fv 
22 l 


ist dann iiberhaupt gleich Null, weil sie auch im Unendlichen diesen 
Werth hat. Folglich muss auch die conjugirte Function 


1 , 
Null sein. 


Der Beweis fiir die Gleichung (14) lisst sich folgendermassen 
fiihren: 

Auf der Normale im Randpunkte s seien zu verschiedenen Seiten 
von s die Punkte x und 2’ in der beliebig kleinen Entfernung a von s 
gewahlt. indem wir annehmen, dass die Randcurve an keiner Stelle 
unendlich viele Wendungen besitzt, und nun den Punkt s nicht etwa 
in einen Wendepunkt verlegen, lisst sich eine convexe und eine 
concave Seite in der Umgebung von s unterscheiden. Mit x midge der 
Punkt bezeichnet sein, welcher auf der concaven Seite von s liegt, 
mit x der andere. Es kann jetzt also x auch den fusseren Punkt 
bezeichnen, wenn die Curve bei s ihre concave Seite nach aussen 
kehrt, x ist dann ein innerer Punkt. Der Punkt s sei zum Anfangs- 
punkte eines Polarcoordinatensystemes gewiahlt, die Tangente in s sei 
die Coordinatenaxe; r —/(p) die Gleichung der Curve. Indem man 
zu beiden Seiten von s einen beliebig kleinen Bogen von der Gesammt- 
lange o’ abschneidet, von g =O bis zu my =—q@ auf der einen Seite 
der Normalen, und von » = 0 bis zu m = g” auf der anderen Seite, 
sind nur die Integrale zu betrachten, welche sich auf diesen Bogen o’ 
beziehen. Denn fiir den iibrigen Theil des Randes, o”, ist die Gleichung : 


lim (WF - im fw = 








fir «=a =s selbstverstindlich. 
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Der Winkel von 0 bis g’ (und ebenso von 0 bis g”) sei so klein 
gewihlt, dass zu jedem Werthe von g zwischen 0 und gq’ nur ein 
Werth von r gehért; ferner sei nicht nur r fiir dieses Bogenstiick eine 
durchaus wachsende Function, sondern es sei auch a so klein gewahlt, 
dass fiir diesen Werth von a, sowie fiir alle kleineren die Grésse 1 
immer groésser als a ist. Da 


? =r? + a? — 2ar cos (= ~- 9) =r + a? — 2ar sing, 


so verlangt diese Bedingung, dass r?—2ar sin p>0, d. h. a << ——— Coy 


ist. Diese Forderung ist immer erfiillbar, wenn sich die Randcurve 
in der Umgebung des Punktes s verhiilt, wie eine analytische Curve 
in einem reguliren Punkte, wenn also daselbst z. B. r durch eine 
nach ganzen Potenzen von @ fortschreitende Reihe darstellbar ist, die 
mit der ersten Potenz von gp beginnt. Es ist nun 


? == x? + a? — 2ar eos (* -- g) = r+ a® — 2ar sin g, 
(16) 
V2 == v? + a? — 2ar cos (= + 9)=r + a + 2ar sin » 


ferner 


fw r+ feet a Walg( CH= Wa aig(Z.) 


Pe =rt+a?— 2arsing 


T? ~ + a@ + 2arsin g ’ 


Pr 4r dr ar sin gm — 2(r? + a®) ad (r sin g) 
74(;7)= rt 


no] 








(r? — a®)2a[sin m dr — r cos g dg] — 4ra’ cos p dg 
= — mz) . 


Das Differential sin » dr — r cos py dg wird, wenn man es wie oben 
mit einem reguliren Punkte zu thun hat, nicht unendlich oft sein 
Vorzeichen wechseln, sondern wihrend g das Intervall von 0 bis g’ 
durchliuft, stets positiv oder negativ, oder auch gleich Null bleiben. 
Ist lings eines ganzen Bogenstiickes 
sin p dr —rcospdg =O, 

so ist dieser Bogen ein Kreisbogen oder eine Gerade. Unsere Voraus- 
setzung lisst sich geometrisch durch die etwas engere ersetzen, dass 
ein Kreis, welcher die Curve im Punkte s tangirt, nicht in beliebiger 
Nahe des Punktes s, und also auch nicht auf dem beliebig kleinen 
zu gy’ gehérigen Bogen einen weiteren Beriihrungspunkt mit der Curve 
besitzt. 





| 
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Die Grosse (r? — a?) wechselt ihr Zeichen, indem y durch den 
Werth a hindurchgeht. Setzt man zur Abkiirzung das obige Differential 
14aGe aA r? — a®) 2adu — 4a°rdv 


iit a a 


so behiilt jedes der Differentiale du und dv, wihrend » von 0 bis g’ 
variirt, ein unveraindertes Zeichen und es ist 


9=¢' . 
(17) 


Sag 2 g2)2 _Fe 4a°r 
("ae * du+ “afesg aye du — fir ade 
r=0 r=a 
In Bezug auf das Differential du ist also eine Theilung des Integrations- 
intervalles vollzogen worden, weil x? — a? sein Vorzeichen wechselt. 
Auf jedes der Integrale rechts liisst sich nun der erste Mittelwerthsatz 
anwenden. Man bezeichne drei mittlere Werthe von W im Intervall 
von p= 0 bis p = gy mit 
Wow ? We Gy? Wor ? 
so ist die rechte Seite gleich: 


r=a oe 
—a®)2adu 2_a?)2ad 1 4 
3 Wor f= He tg Wo fe aaa Wors | pre a 


r=0 r=a g=0 
Die Grésse gy’ kann von vornherein so gewahlt werden, dass die Werthe 
der stetigen Function W in diesem Intervall um weniger als eine 
Grésse @ sich unterscheiden. Also ist, wenn man 

Woy = Woy + (<8), 

Worg = Wow + (< 9) 
setzt, die obige Summe gleich 





_ 
(18) Woy [1s r |; 
bis auf eine Grésse, deren Betrag kleiner ist als 
tra 
(19) > bs ‘@ att du + abs { are dv| . 
r=a0 g=0 


In dem Ausdruck (18) verschwindet lg ; fir mg =O und stellt fir 


gy =~’ eine endliche Grésse dar, die mit @ nach Null convergirt. 
Es ist also nur noch zu zeigen, dass die beiden in (19) enthaltenen 
Integrale jedenfalls endlich bleiben, wenn a nach Null convergirt. 
Das erste dieser Integrale ist gleich 
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f fair — ef (sin p dr — r cos dq). 


r=0 


Da nun F und 7? gleich oder grésser sind wie a?, und da der Betrag 
von +? — qa* gleich oder kleiner ist wie a*, so ist der Betrag dieses 
Integrales kleiner wie 


fort 2 foorgay —2+ 25 91 ‘, 


also jedenfalls endlich. Desgleichen ist in dem anderen Integrale 


Rate cos @ 


g=0 
P > a’, U? > ar, also wird der Betrag des Integrales kleiner als 
ta 
4cospdgp = 4sing’. 
g=0 


Damit ist bewiesen, dass 


‘ g=9 rt 
lim af Walg (+z) 
g=0 


beliebig klein wird fiir a= 0. Dasselbe gilt auch fiir den anderen 
Theil des Bogens o’. Sonach ist der Satz vollistiindig bewiesen, und 
zwar fiir jede Randcurve, die im allgemeinen, d. h. bis auf einzelne 
singulire Punkte, in Bezug auf ihre Tangente und deren Aenderung 
dieselben Eigenschaften besitzt, wie eine seen Curve in einem 
reguliiren Punkt, 

Man kann den obigen Satz auch noch in Stains Weise erweitern: 

Wenn eine integrirbare, tiberall endliche Randfunction W die 
Kigenschaft hat, dass fiir jeden Punkt (7, y) im Innern eines einfach 
oder mehrfach zusammenhiingenden Gebietes 


a «x 1 dl 
a f W(do), und = f wat 


constant gleich Null sind, so ist W fiir die Punkte des Randes im 
allgemeinen gleich Null, d. h. die Stellen, an denen W um mebr als 
irgend eine bestimmte Grésse von Null verschieden ist, bilden eine 
ndiscrete Menge“. 

Der Beweis ergiebt sich, indem man an Stelle der Function W 
aus der Gleichung (12) die ihr ,im allgemeinen“ gleiche Function 
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—= W(do), einfthrt; denn diese Function ist ausser in etwaigen 


Eckpunkten der Randcurve stetig. 
Schliesslich ist noch zu bemerken, dass der Satz 


oa fi dl : 1 av 
tim ef Whim af VT 


aussagt: Bezeichnen W; und W, die inneren und dusseren logarith- 
mischen Potentiale einer Doppelbelegung, so besteht zwischen den 
Differentialquotienten nach der inneren und jfiusseren Normale des 
Randes in jedem Randpunkte die Gleichung 
dW, . dW, 
dn + an, —% 


vorausgesetzt, dass diese Ableitungen iiberhaupt bestimmte stetige 
Werthe haben. 


§ 4. 
Die Neumann’sche Lisung der Randwerthaufgabe fiir eine Flaiche 
ohne einspringende Randtangenten. 


Die weitere Anwendung der Gleichung (9) liefert unter gewissen 
Bedingungen eine Lésung der Aufgabe, die Function uw (und v) zu 
bestimmen, wenn die Werthe der Function U lings des Randes gegeben 
sind. Es ist das die Lésung, welche Herr Neumann in seiner oben 
genannten Schrift gegeben hat. Sie fiihrt auf dem directesten Wege 
zum Ziele, daher ich sie im Zusammenhange mit meinen Untersuchungen 
noch kurz angeben michte. 

Es ist 


re Uae t+ ae fT 


Ist also U gegeben, so ist nur das zweite Integral noch unbekannt. 
Fiir dieses ergiebt die erste der Gleichungen (9): 


1 dl hows 1 ae. 
anf? Tan | Ue). — a5 J Pdo)e + va @ rT: 


Hier ist die Function Q = = / V (do), unbekannt, Beachtet man 


nun, dass — @ die conjugirte Function zu P ist, so kann man die- 
selbe Relation zwischen P und — Q entwickeln, wie zwischen U und 
V. Sind also P, und Q, die zugeordneten Functionen zu P und — Q, 
so wird 


— a5 [0 Tae [PO — ae f Pde tae ft: 
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Setzt man dieses Verfahren fort, indem man zu P,, — Q, die 
zugeordneten Functionen P,, Q, bestimmt, so erhilt man schliesslich 
die Gleichung: 


anf ya a U(ds), ~ = J P(do), ++ [P,(ds)e+--- 
(20) +(-1 Sf Paalda)e + (1 -e [Pa(ao)e 


1 dl 
az ®% se 


Diese Gleichung bestimmt das gesuchte Integral, und zwar in Form 
einer unendlichen Reihe, wenn die Function P,, und also atch Qn, 
mit wachsenden Werthen von m immer mehr einer Constante sich 
nahert. Es wird dann 


tim {Q. 40, lim an. Pa(do)e = 


und man erhilt die Function in der Form: 


ean O +- =f (O—P) (a0). +2 {2-P Ge, 4+ + 








+(-1)". 


(21) 
FE f PnP) (do). + wit 
oder auch 
u=——c++ [U(@0). a 7 f(P- P,) (d6)y 
(22) — 7 f[P-P) do). —--- 


ian xf Pex Pants) (do), — +++ 


Fiir eine Fliche, deren Randeurve so gestaltet ist, dass die Tan- 
genten derselben nicht in das Innere eintreten, bei welcher also (d¢), 
und (do), stets positiv ist, lisst sich die Convergenz dieser Reihe nach- 
weisen; und zwar ergiebt sich dieselbe aus dem Satze, dass bei diesen 
Flichen die Schwankungen der Functionen U, P, P,, P,,... stirker 
wie eine geometrische Progression abnehmen. Der Fall der Dreiecks- 
und Vierecksfliiche ist dabei noch besonders zu berticksichtigen. 

Die vorstehende Entwickelung bleibt auch dann noch giltig, wenn 
fiir U bloss die Voraussetzung der Endlichkeit und Integrirbarkeit 
gemacht wird. Auch ist die ganze Betrachtung (wie tiberhaupt ohne 
jede Einschriinkung die Siitze in § 2 und § 3) auf die von der Curve 
begrenzte dussere Fliche mit geringer Modification iibertragbar. Fir 
eine beliebig gestaltete Randcurve aber lisst sich die Convergenz 
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dieser Reihen, die man mit Hinfiihrung eines festen Punktes a, b in 
der Form 
u(x, y) nas u(a, b) 


=; | [ua — fU(aoy|—F[ [P@%- ~ [Pao] + vou 
+(—1*2 [ JS "Py (d6)x . f Py (do). | ; 


zusammenfassen kann, allgemein noch nicht nachweisen. Auch ist es 
bisher nicht gelungen, verwandte Reihen dieser Art fiir den allgemeinen 
Fall zu bilden. Derselbe erfordert, zumal bei den riiumlichen Problemen 
in der Potentialreihe, eine andere Methode des Beweises, 
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Existenzbeweise zur Theorie des Potentiales in der Ebene 
und im Raume*). 


Von 


Axe, Harnackf. 


I 
Die Probleme in der Ebene. 


§ 1. 
Allgemeine Sitze. 


1. Fir jedes geradlinig begrenzte Polygon, auch wenn dasselbe 
einspringende Ecken besitzt, ist die Aufgabe als gelést anzusehen: 
Eine Function u(x, y) zu construiren, welche nebst ihren Ableitungen 
im Innern des Polygons allenthalben eindeutig und stetig ist, daselbst 
der Bedingung ! 

u ou 
ox? ¥ oy? 0 
geniigt, und am Rande des Polygons vorgeschriebene Werthe besitzt. 
Eine Function dieser Art, die also innerhalb eines gegebenen Gebietes 
eine Lisung der partiellen Differentialgleichung und zwar ohne singu- 
lire Punkte bildet, soll kurz eine ,,harmonische“ in diesem Gebiete 
genannt werden. 

Die Lésung dieser Aufgabe ist auf zweierlei Weisen erreicht 
worden. Erstlich durch die gewissermassen expliciten Formeln, mittels 
deren die Herren Cristoffel und Schwarz die conforme Abbildung 
jedes Polygones auf die Halbebene ausgefiihrt haben (Annali di Matem. 
S. I. t. I. und Journal f. Math. Bd. 70), zweitens durch die von Herrn 
Neumann angegebene ,,Methode des arithmetischen Mittels‘, welche 
zuniichst fiir Polygone ohne einspringende Ecken das Problem lésen 
lisst. Der Uebergang von diesen Polygonen zu den anderen ist durch 
die Combinationsmethoden erméglicht, welche von den Herren Schwarz 








*) A. d. Berichten der k. siichs. Ges. d, W. v. Jahre 1886. 


Q* 





20 


Axe. Harnack, 





und Neumann gleichzeitig gefunden wurden. (Vgl. auch Klein: 
Neue Beitrige zur Riemann’ schen Functionentheorie. Math. Annalen 
Bd. 21, 8. 155 ff.) 

Wird im Innern des Polygones ein Punkt O angenommen, und 
werden die Entfernungen der Randpunkte vom Punkte O mit @ be- 
zeichnet, so ist also auch die harmonische Function construirbar, 


welche am Rande die Werthe i(=) besitzt. Diese Function soll die 


zum Punkte O gehérige Green’sche Function heissen. Ist m der 
kleinste Werth unter den positiven Gréssen 9, und M der grésste, so 


sind (+7) und (+) beziiglich die algebraisch kleinsten und gréssten 


Werthe, welche die Green’sche Function des Punktes O iiberhaupt 
im Innern und am Rande des Polygones annimmt. Umgiebt man 
den Punkt O mit einem beliebig kleinen Kreise, so ist die Differenz 


zwischen der Green’schen Function g und der Function (=) ausser- 


halb des Kreises und im Innern des Polygones iiberall harmonisch. 
Da diese Differenz auf dem Rande des Polygones gleich Null, und auf 
der Peripherie des beliebig kleinen Kreises negativ beliebig gross wird, 


so ist g —l (~) im Innern des Polygones iiberall negativ, also 
I< u(—)- 

2. Jede im Innern einer Fliche F harmonische Function w liisst 
sich in eine Fourier’sche Reihe entwickeln. (Math. Annal. Bd. 21, 
S. 305.) Wahlt man den Punkt O zum Mittelpunkt von Kreisen, so 
gilt auf jedem Kreis um O, dessen Radius kleiner ist als m, der also 
im Innern der Fliiche F liegt, solch eine Entwickelung, und es wird, 
wenn @ den Radius, # den Centriwinkel bedeutet: 


u(o, #) = Jf tao Xe )[ sin k® 0 f Tinto as 


+ cos to fv cos kode]. 


U bedeutet die Werthe, welche die Function « auf dem Kreise mit 
dem Radius m besitzt. Ueber diesen Kreis hinaus liisst sich die 
Function « und zwar fiir das ganze Innere der Fliiche ¥’ durch analoge 
Reihenentwickelungen fortsetzen. 

Desgleichen besteht fiir jede harmonische Function eine Integral- 
darstellung von folgender Art. Sind die Werthe der Function w auf 
der Peripherie eines im Innern der Fliiche gelegenen Kreises mit U 
bezeichnet, so ist 
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Hier bedeutet do = gd@ das Bogenelement des Kreises, 7 die positiv 
genommene Entfernung des Elementes do von dem betrachteten, im 
Innern des Kreises gelegenen Punkt (x, y), fiir welchen der Werth wu 
ermittelt werden soll, und ¢ den Winkel, welchen der nach innen 
gerichtete Radius des Elementes do mit der Geraden / bildet (diese 
genommen in der Richtung von do nach dem Punkt (x, y)). Fiir den 
Mittelpunkt des Kreises ist 


th = aa_f Uae. 


3. Besitzt eine harmonische Function am Rande einer beliebigen 
Fliche F' nur positive (oder nur negative) Werthe U, und ist der 
Werth der Function w in irgend einem innern Punkt gleich dem 
Product einer bestimmten endlichen Grésse 0d mit einer endlichen 
Grésse EZ, so ist auch fiir jeden anderen Punkt im Innern der Fliche 
der Werth der Function w darstellbar durch das Product von d mit 
einer endlichen Grésse E’. Diese Grésse EZ’ hiingt ausser von EF im 
Wesentlichen (d. h. hinsichtlich der Grenzen, welche man ein fiir 
allemal fiir ihren Betrag angeben kann), nur von der Lage des be- 
treffenden Punktes ab. 

Macht man niamlich den Punkt, in welchem die Function den 
Werth Ed hat, zum Mittelpunkt eines Kreises, so ist fiir den Mittel- 
punkt desselben: 


Uy = aa f Uae = E68, 
und fiir jeden anderen Punkt im Innern des Kreises: 
1 
waz [U“j* edo — Bs. 


Da die Grésse U ihr Zeichen nicht wechseln soll, so wird nach dem 
ersten Mittelwerthsatz der Integralrechnung: 
um tle! | f aa0 — Ed = E29 [°F] —118, 


£4 


"I einen mittleren Werth von a bei allen 


moéglichen Werthen von @ bezeichnet. Dieser Werth ist immer positiv 
und endlich, so lange der Punkt im Innern des Kreises liegt. Also ist 


u==E'd, wobei EL’ = E {29 ["* | I} . 


wenn man mit 


Da nun auf Grund dieser Gleichung jeder Punkt im Innern des Kreises 
zum Mittelpunkt einer neuen Integraldarstellung gemacht werden kann, 
so gilt der Satz fiir alle Punkte im Innern der Fliche F. 





92 Axet Harwnacx. 


Dieser einfache Satz ist fiir das Folgende deshalb von Bedeutung, 
weil er lehrt, dass die Function u, falls sie tiberall dasselbe Zeichen 
hat, gleichmiissig fiir alle Punkte im Innern der Fliiche nach Null 
convergirt, sobald sie in einem einzigen Punkte mit dé beliebig klein 
wird. Denn die Grenzen, innerhalb welcher E variiren kann, bleiben, 
unabhiingig von @, stets nur endlich, 

Dasselbe gilt auch fiir alle Ableitungen der Function wu. Denn 
im Innern des Kreises mit dem Radius r bestehen fiir jeden Punkt 
mit den Coordinaten 9, # die Gleichungen: 


—a” 


k=@ +2 +2 
dulo, #) 1 fornt-1f . 2 rot 7, ae >; 
a6) [sink UsinkOdd+ cosk? Ucoskode], 
< ‘2 


k=@ 


en ‘ +4 sta 
a) [costo f Usinkode — sink | Ueosk9 do) 
k=1 a a 


Da nun die Integrale 
+n s+ 
xf Us k#d@ and =f U cos kt dé 
=~ —2 
ihrem Betrage nach nicht grésser sind als der Betrag von 


ate 
+ J Udd = 2E8, 
—n 
weil U iiberall nur positiv oder nur negativ sein sollte, so sind auch die Be- 
ow 
oe 
von 0 mit endlichen Gréssen. Sie convergiren folglich iiberall im 
Innern von fF’ gleichmissig nach Null, wenn @ beliebig klein wird. 
Ebenso verhalten sich alle héheren Ableitungen. 


triige von “ und an jeder Stelle im Kreise gleich dem Producte 


4. Ist fiir eine beliebige, endliche Fliche F eine unbegrenzte 
Reihe von harmonischen Functionen 


Ui, Uy, °° * Una oe 
gegeben, deren Randwerthe mit 
U,, U,, +++ Un, «=> 


bezeichnet werden sollen, und convergirt die Summe der Randwerthe 
U,+U0,+ U,+---+0U,+.--+-+ gleichmiissig nach einer be- 


stimmten Function U, so stellt die unendliche Reihe 


UU + Uf Ugt::-+mt::- 


eine Function dar, welche im Innern der Fliche F’ harmonisch ist. 
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Denn die Function wu ist erstlich in der Flaiche stetig, weil die 
unendliche Reihe gleichmiassig convergirt. Da nimlich die Summe 


Raw = U, + Ont + Date + ss -b Un+m 
zufolge der Voraussetzung fiir alle Randpunkte zugleich, lediglich 
durch Wahl von » und unabhiingig von m, ihrem Betrage nach 
kleiner als eine beliebige Grésse ¢ gemacht werden kann, so wird 
auch die Summe 


Trym = Un + Un+1 + Un+e2 + ope lhe + Untm 
dem Betrage nach fiir alle Punkte im Innern von F kleiner als @. 
Setzt man ferner 


U= Satin, Sa = Uy ty + ty fees + Mat, 


so ist fiir jeden Punkt im Innern eines innerhalb F gelegenen Kreises 


mit dem Radius r: 
-7f* cnt nde — az f 40, 


wenn man mit S, den Werth der Summe s, in den Punkten der 
Peripherie des Kreises bezeichnet. Nennt man ferner U und R, die 
Werthe von w und r, auf der Peripherie des Kreises, so kann man 
diese Gleichung auch in der Form schreiben: 


==ft% = rao — 3, [Uae 
[=f ® = frd tf; |: 


Da nun r, und R, durch Wahl von » gleichmiissig beliebig klein 


werden, so ist 
= fo% a o— sf! ude, 


d. h. w ist eine harmonische Function fiir das ganze Innere von F, 
Aus diesem und dem friiheren Satz (Nr. 3) folgt: 


Ist fiir eine beliebige endliche Fliiche F eine wnbegrenzte Reihe von 
harmonischen Functionen u,, ta, .++ Un, +.» gegeben, die alle inner- 
halb F einerlei Zeichen haben, und convergirt die Summe 

Uy + ty + Uy fess fat: 
an irgend einer Stelle im Innern der Fiche, so convergirt sie auch 
fiir alle inneren Punkte der Fliiche, wnd ist in derselben eine harmo- 
nische Function.*) 

Denn wenn die Reihe an einer Stelle convergirt, so lasst sich fiir 
diese Stelle. ein Werth » angeben, sodass 








*) Auch bei der Methode des arithmetischen Mittels, sowie bei den eingangs 
erwiihnten Combinationsmethoden ist dieser Satz dienlich, 
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Un + Un+1 + Pat ++ Un+tm 
bei jedem Werth von m kleiner bleibt als eine vorgeschriebene be- 
liebig kleine Grésse 0. Dann aber ist diese Summe im Innern von 
allenthalben gleich dem Product von d mit einer endlich bleibenden 
Grosse. 


§ 2. 
Die Construction der Green’schen Function. 


1. In der wy-Ebene sei eine einfach zusammenhingende, ganz 
im Endlichen liegende Fliiche /’ ohne Windungspunkte gegeben. Ueber 
den Rand C derselben machen wir keine andere Voraussetzung, als 
dass er aus einer stetigen, sich selbst nicht durchschneidenden Curve 
bestehen soll. (Die Curve kann unendlich viele Ecken besitzen, ja 
iiberhaupt keine bestimmten Tangenten oder Bogenelemente haben.) 
Im Innern der Fliche werde ein Punkt O beliebig angenommen. Es 
soll die Existenz der Green’schen Function bewiesen werden, welche 
zum Punkt O gehdrt. 

Man construire innerhalb der Curve C eine unendliche Reihe von 
Polygonen: P,, P,, P;, +++ Pa -++ mit folgenden EKigenschaften. 
Erstens: Jedes Polygon liegt ganz innerhalb der Curve C, das heisst: 
sein Umfang hat keinen Punkt mit derselben gemein. Zweitens: Jedes 
Polygon liegt ganz ausserhalb des vorhergehenden. Drittens: Das 
Polygon P, soll sich bei wachsenden Werthen von » der Curve C 
beliebig niihern. Dies wird der Fall sein, wenn jeder Punkt auf dem 
Polygon P, so liegt, dass die untere Grenze seiner Entfernungen von 
den Punkten der Curve C unterhalb einer Grosse @ sich befindet, die 
mit wachsenden Werthen von » nach Null convergirt. 

Zu jedem Polygon lisst sich die Green’sche Function, welche 
zum Punkt O gehért, construiren. Bezeichnet man die fiir P, geltende 
Function mit g,, so erhailt man eine unendliche Folge von Functionen: 

91> Grr Jar °° * Jno * 
Von diesen Functionen soll bewiesen werden, dass sie nach einer ganz 
bestimmten harmonischen Function g convergiren, und dass diese 
Function g, welche durch die unendliche Summe 
9 =I + (G2 — H) + (9s — 92) +++ + Gu — Gn-1) °° 
darstellbar ist, fiir die von der Curve C umschlossene Fliche F’ die- 
jenige Green’sche Function ist, welche zum Punkt O gehirt.*) 


*) Mittels des Verfahrens der Einschliessung einer Fliche durch Polygone 
hat Herr Schwarz die Méglichkeit der conformen Abbildung einer ebenen 
Flache , deren Begrenzung iiberall convex nach Aussen ist, auf einen Kreis be- 
wiesen (Prgr. der eidgen. polytechn, Schule 1869/70) und dem Studium dieser 
Abhandlung verdanke ich die Avregung zu der vorliegenden Untersuchung. Im 
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2. Man vergleiche zuniichst zwei aufeinander folgende Functionen, 
z. B. g, und g, deren Randwerthe mit u() und (=) bezeichnet 
seien. Weil die Green’sche Function im Innern eines Polygones 
allenthalben kleiner ist als / (~); und weil das Polygon P, ganz im 
Innern des Polygones P, liegt, so sind die Werthe, welche g, auf 


dem Polygon P, besitzt, kleiner als u(—), also kleiner als g,. Mit- 
hin ist tiberall im Innern von P, ; 
$2 SM) 
d. h. die Reihe der Functionen g,, g., g3, -+- bildet eine Reihe von 
abnehmenden Grossen; es ist 
I$ > I2> Ir PO In > Gui > sss * 

Diese Ungleichungen gelten fiir jeden Punkt im Innern der Fliiche 
F von einer bestimmten Stelle ab, weil jeder innere Punkt schliesslich 
innerhalb eines Polygones und aller darauf folgenden zu liegen kommt. 

Da nun jede der Functionen g, in jedem Punkt innerhalb F 


grésser bleibt als der Werth U(r), wenn M das Maximum der Ent- 


fernung der Punkte des Randes C vom Punkte O bedeutet, so folgt, 
dass die Functionen g, in jedem Punkt innerhalb F’ nach einer be- 
stimmten Grenze convergiren. 
Beachtet man nun weiter, dass die Differenzen 
(J2— 91)» (Js — G2)» *** (Ju — Int), -** 
alle einerlei Zeichen haben, niimlich negativ sind, so folgt nach dem 
am Schluss des § 1 erhaltenen Satz, dass die Function: 


9 = 9: + (92 — H) 1 (9s — 92) +++ + (Gu — Gn-1) +s 
eine im Innern von F’ barmonische Function ist. 

3. Es muss nun gezeigt werden, dass diese Function g bei 
Anniherung an den Rand gleichmiissig stetig in die Werthe (=) 
tibergeht. 

Zur Vereinfachung der Discussion fiihre ich an Stelle der Func- 
tionen g, und g die Functionen s, und s ein, welche durch die 
Gleichungen 

$= 00%, Sp= QC, +--+ 5S = ee",--- und s— ger 
definirt sind. Jede der Functionen s, besitzt am Rande des zu- 
gehérigen Polygones P, den constanten Werth 1, und im Punkt O 


Uebrigen unterscheiden sich die Formulirungen, welche Herr Schwarz an- 
giebt, von den hier angewandten. Jene lassen sich nicht auf eine beliebig be- 
randete ebene Figur und nicht fiir die Lésung des analogen Problemes im Raume 
tibertragen, 
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den Werth Null. Ferner sind die Functionen /(s,) harmonische Func- 
tionen nach Ausschluss des Punktes 0, in welchem sie negativ un- 
endlich werden. Da die Reihe der Functionen g, eine abnehmende 
ist, so ist auch die Reihe der Functionen s, eine abnehmende, d. h. 
es ist fiir jeden Punkt innerhalb der Fliiche 


8, > 8 > 8+: > Hm >-s >. 


Bezeichnet « einen bestimmten positiven Werth kleiner als 1, so bilden 
die Punkte, in denen s, den constanten Werth «@ hat, eine einfach 
geschlossene Curve, welche den Punkt O umgiebt. Sucht man also 
die Curven auf, fiir welche 


S$, = &, Sy =H, +++ Spay ee- 


ist, so folgt aus den obigen Ungleichungen, dass jede dieser Curven 
ausserhalb der vorhergehenden liegt. Es wird also auch der Ort aller 
der Punkte, in denen s = a ist, ausserhalb aller vorhergehenden Curven 
sich befinden. 

Man muss daher zuvérderst nachweisen, dass solche Punkte iiber- 
haupt im Innern von F' vorhanden sind. Zu dem Zwecke denke man 
sich ein Polygon @Q construirt, dessen Fliiche die Fliche F ganz ein- 
schliesst, dessen Umfang aber einen oder mehrere Punkte mit der 
Curve C gemein hat. Construirt man fiir dieses Polygon Q die zum 
Punkte O gehérige Green’sche Function y, so ist der Werth von y 
im Innern der Fliche F kleiner als jede der Functionen g,, also auch 
nicht grésser als die Function g. Bezeichnet man mit 6 den Werth 
6 = ge’, so ist in den Punkten der Fliiche F 


s> 6. 


Da nun die Curve 6 = a@ jedenfalls in das Innere der Fliche F' ein- 
treten muss, weil sie die Punkte ausschliesst, welche das Polygon Q 
mit dem Rande C gemein hat, und in denen 6 = 1 ist, so sind auch 
im Innern von F Punkte vorhanden, in denen s gleich oder grésser 
als @ ist. 

Der Ort aller der Punkte, in denen sa ist, kann nicht eine 
geschlossene Curve sein, falls sie nicht den Punkt O einschliesst; denn 
sonst wiire s allenthalben in J’ constant, was zufolge der Gleichung 
l(s)=g +1(@) unméglich ist. 

Ebensowenig kénnen die Punkte, in denen s = a ist, im Innern 
von F’ gelegene, nicht geschlossene Curven bilden; denn bei einer 
harmonischen Function ist dieses tiberhaupt unméglich. 

Sonach ist nur zu zeigen, dass der Ort der Punkte s == a be- 
liebig nahe an den Rand C heranriickt, wenn « beliebig nahe an den 
Werth 1 riickt, dass aber die Punkte s =a den Rand C niemals er- 
reichen, so lange « kleiner als 1 ist. 
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Construirt man das Polygon P, im Innern der Curve C, welches 
derselben beliebig nahe gebracht wird dadurch, dass man m beliebig 
gross annimmt, so hat auf demselben die Function s, den Werth 1, 
und jede der folgenden Functionen einen Werth, der kleiner ist als 1. 
Bestimmt man den gréssten Werth, welchen die Function s auf diesem 
Polygon annimmt, und nennt man denselben a, so ist fiir alle Werthe 
im Innern dieses Polygones der Werth von s kleiner als «; alle Punkte, 
in denen s > @ ist, liegen also zwischen dem Polygon P, und der 
Curve C, d. h. sie kommen der letzteren beliebig nahe. 

Die Curve s = @ kann dabei den Rand niemals erreichen. Denn 
wird wie vorhin das Polygon Q construirt, welches mindestens einen 
Punkt mit der Curve C gemein hat, im Uebrigen aber ganz ausser- 
halb derselben liegt, so ist s jedenfalls nicht kleiner als 6. Demnach 
liegt die Curve s = «a nicht ausserhalb der Curve 6 =a. Die Curve 
6 = a kann nun zwar den Rand C an mehreren Stellen durchschneiden, 
sie muss aber alle die Punkte des Randes, welche zugleich auf dem 
Polygon Q liegen, in bestimmter endlicher Entfernung ausschliessen ; 
denn in diesen Punkten ist 6 = 1. Mithin muss auch die Curve 6 = « 
von diesen Randpunkten eine endliche Entfernung haben. Da nun 
jeder Punkt des Randes willkiirlich zu einem Eckpunkt von Q gemacht 
werden kann, so hat die Curve s==«@ von allen Randpunkten eine 
endliche Entfernung, solange « < 1 ist. 

4, Mit der Existenz der zum Punkt O gehérigen Green’ schen 
Function ist bekanntlich nun auch der folgende Satz bewiesen: 

Jede endliche, einfach zusammenhiingende, von einer beliebigen 
stetigen Randcurve begrenzte, ebene Fliche F kann derart conform 
auf das Innere eines Kreises abgebildet werden, dass einem beliebig 
zu wihlenden Punkte O der Mittelpunkt des Kreises, und jedem anderen 
Punkt im Innern von F' umkebrbar eindeutig ein Punkt im Innern 
des Kreises entspricht. Den Punkten, welche in beliebiger Nihe des 
Randes liegen ; entsprechen Punkte, die an die Kreisperipherie riicken. 
Diese Abbildung ist bis auf eine Drehung des Kreises um seinen Mittel- 
punkt fixirt. 

Ob nun auch den Punkten des Randes eindeutig bestimmte Punkte 
der Kreisperipherie entsprechen, hiingt von den Werthen ab, welche 
die Ableitung der Green’schen Function, gebildet nach den inneren 
Normalen, in den Punkten des Randes besitzt. Diese Frage wird bei 
einer beliebigen Randcurve, die keine Tangenten und keine Normalen 
zu besitzen braucht, wohl kaum zu entscheiden sein. Nur bei einem 
Rand, der aus einer analytischen Curve, oder aus Stiicken solcher 
Curven besteht, ist sie bisher und zwar in bejahendem Sinne beant- 
wortet worden. 
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§ 3. 
Die Haupteigenschaften der Green’schen Function. 


Die Function g besitzt zwei wesentliche Kigenschaften, deren Be- 
weis ich hier anfiihren méchte, um keinerlei Zweifel iiber die Allgemein- 
giiltigkeit derselben bestehen zu lassen; denn dieselben werden im 
folgenden Paragraphen benutzt. 

1. Ist gy in Bezug auf eine beliebige ebene Fliche die zu einem 
Punkt o gehérige Green’sche Function, und ist g,, die zu einem 
andern Punkt o gehérige Green’sche Function, so ist der Werth, 
welchen die erste Function im Punkte o' besitzt, gleich dem Werth, 
welchen die zweite Function im Punkt o hat; also in Formeln 


9o(0') = go (0). 
Der Beweis ist am einfachsten nach dem Verfahren, welches in den 
Vorlesungen von Riemann (Schwere, Electricitét und Magnetismus, 
bearbeitet von Hattendorff) fiir dasselbe Problem im Raum mit- 
getheilt ist. Nur eine kleine Modification scheint mir dabei nothwendig 
zu sein, 

Man umschliesse die innerhalb / gelegenen Punkte o und o’ mit 
beliebig kleinen Kreisen, deren Mittelpunkte 0 und o’ sind, und deren 
Radien g und g’ heissen mégen. Nach Ausschluss dieser Kreise soll 
die Fliche F mit F” bezeichnet werden. Fiihrt man die Functionen 


u = Jo — (<), w= go — i( v) 


ein, wobei r und r’ die Entfernungen der Punkte von F” beziiglich 
von 0 und o’ angeben, so sind « und w im Innern von F” harmonische 
Functionen. Nach bekannten Sitzen bestehen die Gleichungen: 


7,7 ow aw i “Ou wil Ow oe 
fe & _y4)do=0, Jin do =0, J M do =0, 


wenn diese Integrale iiber siimmtliche Randcurven von F” erstreckt 
werden. Dabei sind die Ableitungen nach den inneren Normalen zu 
bilden. Um aber keine Voraussetzungen einzufiihren iiber die Existenz 


. . : ou ow’ 
und Integrirbarkeit der Ableitungen ~~ und an 


dessen Bogenelemente iiberdies nicht integrirbar zu sein brauchen, er- 
setze ich die Randcurve von F durch eine andere innere Curve mit 
integrirbarem Bogenelement, welche in beliebiger Nihe der eigent- 
lichen Randcurve verliuft, und welche ebenfalls die um o und 0’ con- 
struirten Kreise einschliesst. Als solch eine Curve wiihle ich diejenige, 
auf welcher uw den constanten Werth @ hat. Es ist dies eine analytische 
Curve, so dass eine Integration liings dieser Curve immer ausgefiihrt 





am Rande von F, 
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werden kann.*) Wird das Bogenelement derselben mit do’ bezeichnet, 
so zerlegt sich das obige erste Integral in Integrale mit dem Element 
do’, und in zwei Integrale, welche sich auf die Kreise um o und 0’ 
beziehen. Es wird also 


u he do’ — [ug ae 
+f 5 o_o mw) edo + fw Fe — 4 Gr) edo 0. 


Das erste Integral ist, weil oe auf der neuen Randcurve iiberall ne- 


gativ ist (héchstens gleich Null wird), nach dem ersten Mittelwerth- 
satz gleich 


[eu] a do, 
e 


wenn [a] einen mittleren Werth von «’ bezeichnet; und zufolge der 
Gleichung " 
“Ou 
J _ d6é—(), 


welche sich auf siimmtliche Randcurven bezieht, wird das vorhergehende 


Integral gleich 
— [u'] IE — odd. 


— [in a0 —+0 (5 - odd. 


Da nun auf der Peripherie der Kreise @ und g’ die one y gelten: 


ou OG 1 aw’ 6% 

oe eto on” 6a se +3 
so sind diese beiden Integrale beziiglich ain ail und 22a, 
sie convergiren also nach Null, wenn « und folglich auch der Mittel- 
werth von w beliebig klein gemacht werden, dadurch dass man die 
Curve o’ in beliebiger Nihe der Randcurve 6 annimmt. Dass in der 
That bei diesem Processe auch der Mittelwerth von w’ beliebig klein 
wird, folgt daraus, dass die Green’sche Function gleichmiissig in 
ihre Randwerthe iibergeht, wie im vorigen Paragraphen, wenigstens 
fiir einfach zusammenhiingende Flichen, auf die es im Folgenden allein 
ankommt, bewiesen wurde. Ferner wird 


Ebenso ist 


*) Auf den Niveaulinien im Innern einer auch mehrfach zusammenhiingenden 
Fliche kiénnen niemals Spitzen vorkommen, sondern nur vielfache Punkte (Gleich- 


gewichtspunkte), in denen sich » Zweige unter Winkeln von der Grisse = 
schneiden, Fiir eine einfach zusammenhiingende Fliiche besitzen die Curven 


g—-l (+) =a auch keine vielfachen Punkte. 
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: » Ou aw — +09 1 
lim f(w <7 - ) odt = lim fou ‘ers +- a odd 
: ow 1 n\ ¢ 

sine lim fF ( ~— (2) odt = (g0:(0) a I(00’)) 2a 

. 1 Ow our, , -—. Ou 1 ’ 

ber (w = ~* =) edt = lim {Fy (9. — (+) odd 

© 0 0 1 ‘4 " ¢ € 
i tim fu (Sf + 7) od? = — (90(0') + 1(00’)) Qn. 
Demnach ist, da die Summe dieser Integrale beliebig klein wird, 
Go'(0) = 9o(0'). 

2. Fiir das Problem in der Ebene kann man den Beweis auch 
mittels der conformen Abbildung durch den sehr einfachen Nachweis 
des Satzes erledigen: Wird ein Kreis conform auf sich selbst ab- 
gebildet, so dass irgend ein Punkt desselben, der den Abstand d vom 
Mittelpunkt hat, nunmehr Mittelpunkt wird, so entspricht bei dieser 
Abbildung dem Mittelpunkt ein Punkt, der wiederum im Abstande d 
von der Mitte sich befindet. 

3. Auf Grund der angewandten einfachen Principien und des 
vorigen Satzes erhiilt man auch den Beweis fiir die zweite Kigenschaft 


der Green’schen Function: Riickt der Punkt o auf den Rand der 
Fliche F in einen Punkt p, so geht die zum Punkte o' gehirige 
Green’sche Function in die Function (=) iiber, wobei x’ die Ent- 
fernungen der Punkte in der Fliiche / vom Punkte p bedeutet, Dieser 
Uebergang erfolgt, nach Ausschluss des Punktes p durch ein beliebig 
kleines Gebiet, gleichmiissig stetig. 

Man betrachte gleichzeitig einen festen Punkt o und den variabeln 
Punkt o’. Um den Punkt o construire man die Curven, auf welchen 


die Green’sche Function g, gleich u(+) + a oder g, —/ (-) constant 


gleich @ ist, wobei @ einen negativen Werth mit beliebig kleinem 
Betrag bedeutet. Riickt der Punkt o° auf diese Curve, so hat die 
zu 0 gehérige Green’sche Function g, im Punkte 0 den Werth 


i(<o) +a. Umgiebt man den Randpunkt p, in welchen o' hinein- 


riicken soll, mit einem beliebig kleinen in’s Innere von F' eindringenden 
(iebiet, welches den Punkt o’ einschliesst, und nennt man Ff’ nach 


Ausschluss dieses Gebietes I”, so ist g, — u(=) eine in F” iiberall 


|armonische Function; rv’ bezeichnet die variable Entfernung jedes 
Vunktes im Innern oder am Rande der Fliche F’ vom Punkte o’. 
lviese harmonische Function ist im Punkte 0 gleich «, am Rande von 


I’ tiberall negativ oder Null, und folglich ist g, — u(-) tiberall im 
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Innern von fF’ gleich dem Product von a mit endlichen Gréssen. 
(§ 1. Nr. 3.) Convergirt « nach Null, so geht g,’ innerhalb F’ gleich- 


miissig in den Werth 1(+-) itber. 
Man kann diesen Satz auch folgendermassen aussprechen: Wird 
irgend eine Curve betrachtet, die ganz im Innern der Fliche F liegt, 


so convergiren die Werthe, welche die Function g, auf der Peripherie 
und im Innern dieser Curve besitzt, gleichmiissig nach den Werthen 


(+), wenn o’ auf den Rand der Fliche F riickt. Ebenso convergiren 
auch die Ableitungen der Function g gleichmiissig nach den Werthen 
der entsprechenden Ableitungen von i(--)- (§ 1. Nr. 3.) 


§ 4. 
Nachweis der Existenz einer harmonischen Function mit beliebigen 
stetigen Randwerthen. 


1. Von der Randcurve C, welche eine einfach zusammenhiingende 
Fliche F begrenzt, wird im Folgenden vorausgesetzt, dass ihr Bogen- 
element do integrirbar ist, und dass sie nicht unendlich viele Wendungen 
besitzt, Ueberdies werde der Einfachheit wegen angenommen, dass 
keine Eckpunkte oder Spitzen auf dem Rande vorhanden sind, sodass 
es also in jedem Randpunkte eine bestimmte, sich stetig aindernde 
Tangente giebt. Sind alsdann lings des Randes die Werthe einer 
eindeutigen und stetigen Function U gegeben, so soll fiir das Innere 
der Flaiche F' die harmonische Function « bestimmt werden, welche 
gleichmissig stetig in die Randwerthe U iibergeht. Unter dem gleich- 
missig stetigen Uebergang in die Randwerthe verstehe ich folgende 
Kigenschaft: Bei jeder vorgeschriebenen, beliebig kleinen Grésse 0 
muss sich zu jedem Randpunkt s ein Gebiet von endlicher Ausdehnung 
angeben lassen, welches in das Innere von F eintritt, und zum Theil 
von einem Bogenstiick der Randcurve, in welchem s liegt, begrenzt 
ist, sodass die Werthe der Function «, welche zu den Punkten dieses 
Gebietes und seiner Grenzlinien gehéren, unter einander um weniger 
als 0 differiren. : 

Es ist bekannt, dass diese Function u, wenn iiberhaupt, so jeden- 
falls eindeutig bestimmt ist. 

Die von Green (Journ. f. Math. Bd, 44) angegebene Formel 
lautet: 


@ log (+) 
1 1 a 
we, y) = ufo gat a6 — ay [0 5G ae. 


Dabei bedeutet @ die Entfernung des Punktes x, y von den Punkten 
des Randes, g die zum Punkt z, y gehérige Green’sche Function, 
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und * die Ableitung der betreffenden Function, gebildet in den 


1 
@ log { — 
Punkten des Randes nach der inneren Normalen. Die Grosse ave() 


ist gleich = , wobei ¢ den Winkel bezeichnet, den die nach innen " 


gerichtete Normale mit der Richtung @ (von do nach dem Punkte 


x,y) einschliesst. Die Grésse — do giebt den Winkel an, unter 


welchem das Bogenelement do vom Punkte x, y aus gesehen wird, 
wobei jedoch dieser Winkel positiv oder negativ ist, je nach dem 
Vorzeichen von cos¢. Derselbe wird von Herrn C. Neumann mit 
(do), bezeichnet, sodass die vorstehende Integralformel geschrieben 
werden kann: 
u(x, y) = = [ U(de), — = [U oo do, 

Heine nennt in seiner Theorie der Kugelfunctionen (2. Aufl. Bd. 2, 
S. 93) diese Forme] mit Recht nur eine heuristische: ,,indem manche 
Punkte in der Ableitung einen genauen Beweis vermissen lassen. Es 
ist z. B. noch nicht bewiesen, dass g sich continuirlich iindert, wenn 
der Pol bis in die Begrenzung fortriickt.“ 

Der Beweis dieser letzteren Higenschaft ist in dem vorigen Para- 


graphen in voller Strenge erbracht, dagegen ist iiber die Ableitung~ 


der Function g nach der inneren Normalen nichts bekannt, also weder 
iiber ibre Stetigkeit bei Anniherung der Function (nicht ihres Poles) 
an den Rand, noch iiber ihre Integrirbarkeit lings des Randes. Ohne 
auf diese letzteren Fragen niiher einzugehen, kann man indessen die 
Giiltigkeit der obigen Formel, sobald man den eigentlichen Inhalt der- 
selben genauer pricisirt, vollkommen beweisen. 


2. Behandelt man die beiden Integrale gesondert, so ergeben 
sich zunichst fiir das erste die folgenden Eigenschaften, fiir deren 
Beweis ich mich auf friihere Arbeiten berufen kann*). Das Integral 


“= [Uae 


stellt eine im Innern von F' harmonische Function dar, welche bei 
Anniherung an den Rand, d. h. wenn der Punkt ~, y in einen Rand- 
punkt s riickt, gleichmiissig nach dem Werth 


1 i 
*) Neumann, Untersuchungen iiber das Logarithmische und Newion’sche 
Potential (Leipzig 1877), sowie meine Mittheilung: ,,Zur Theorie des Cauchy’- 
schen Integrales“ in diesen [d, i. den siichsischen] Berichten, Jahrgang 1885, 
[Die vorstehend, pag. 1 ff. abgedruckte Abhandlung]. 
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convergirt, wobei U, den Werth der Function U im Punkte s be- 
deutet, und die ,,zugeordnete’ Function P, in jedem Punkte s des 
Randes durch das Integral 
1c 
P,=— | U(de), 
definirt ist. 

3. Das zweite Integral bedarf einer neuen Definition. An Stelle 
der Randcurve C betrachte man eine andere innere Curve C’, die in 
beliebiger Nahe des Randes verliuft. Auf dieser neuen Curve C’ ver- 
theile man in bestimmter Weise die Werthe der stetigen Function U. 

Um eine bequeme Vorstellung und eine einfache analytische For- 
mulirung vor Augen zu haben, nehme man C’ als Parallelcurve zu C 
an. Die Parallelcurve C’ besitzt, wenn sie in beliebiger Nihe von C 
verliuft, keine Doppelpunkte, Ecken oder Spitzen, wenn C keine der- 
artigen singuliiren Punkte hat. Die Punkte von C’ sind den Punkten 
von C eindeutig zugeordnet. Riickt die Parallelcurve durch Ver- 
kleinerung ihres Abstandes beliebig nahe an die Curve C, so riicken 
auch die zugeordneten Punkte einander beliebig nahe. Auf der Curve 
C’ vertheile man die Function U derart, dass in den zugeordneten 
Punkten von C und C’ die Werthe von U iibereinstimmen. Das 
Bogenelement der Curve C’ heisse do’. 

Man bilde die harmonische Function w,', welche in jedem Punkte 
O der Fliche durch das Integral 


’ 1 7] , 
definirt ist. Dabei soll g die zum Punkte O gehérige Green’sche 
Function fiir die von der Curve C umschlossene Fliiche F' sein; $e 
aber die Ableitung dieser Function, gebildet ldngs der Curve C’ nach 
der inneren Normalen. Ebenso erstreckt sich die Integration nicht 
tiber die Randcurve CG, sondern tiber die Curve C’. Es ist oe lings 
dieser inneren Curve eine durchaus reguliire Function. 

Nun ist zu untersuchen, welche Grenzwerthe U,’ diese Function 
in den Punkten des Randes C besitzt. Lisst man den Punkt O in 
einen Randpunkt — er heisse s — riicken, so geht die Green’ sche 
Function, sowie ihre Ableitung in den Punkten der inneren Curve (’ 
gleichmissig stetig in den Werth u(=) und ~ u(=) tiber, wobei 9 
die Entfernung des Punktes s von den Punkten der Curve C’ bedeutet. 
(§ 3. Nr, 3.) Es ist also 


: , 5 1 P 7] 1 P 
lim uy = U, “3. / U=y u(r) do 
fiir die Punkte des Randes C. 


Mathematische Annalen. XXXV. 
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4. Wenn die Parallelcurve C’ immer naher an den Rand C con- 
struirt wird, so fndern sich die Werthe der harmonischen Function 
u,, sowie ihre Randwerthe U,'’. Es soll der Grenzwerth bestimmt 
werden, den U,' bei diesem Processe erbiilt. 

Zu dem Zwecke fixire man auf der Randcurve C einen beliebig 
kleinen Bogen o,, in dessen Innern der Randpunkt s liegt. Auf diesem 
Bogen 6, sollen die Werthe der stetigen Function U um weniger als 
eine beliebig kleine Grésse 0 von einander differiren. Errichtet man 
in den Endpunkten dieses Bogens die Normalen, so schneiden diese 
auf der Parallelcurve C’ einen Bogen 6,’ aus, dessen Punkte den 
Punkten von 6, entsprechen. Die iibrigen Theile von C und C’ seien 
mit 6, und 6,’ bezeichnet. 

Das Integral U,’ zerlegt sich in zwei Theile, von denen sich der 
eine auf o,’, der andere auf 6,’ bezieht; es ist 


Us =e | Oger UG) doy + ay [Ue 1 (4) ay. 


Wenn nun die Curve C’ immer mehr an die Curve C heranriickt, so 
gehen im zweiten Integral die Werthe von @ gleichmiissig stetig in 
die Werthe iiber, welche die Entfernungen des Punktes s von den 
Punkten des Bogens 6, ausdriicken; also ist 


lim - anf oon 1(4) ) doy = 35 [0 % i(*) ao, 


oder mit Benutzung der oben definirten Bezeichnung 


=1 J U (do,)y 


Dieser Uebergang ist auch ein gleichmiissiger in Bezug auf alle 
Randpunkte s. 
Das andere Integral hat den Werth 


U(do,')s. 


Bezeichnet man mit U, den Werth von U im Punkte s, und beachtet, 
dass die Werthe von U lings des Bogens 6,, also auch 6,’, um weniger 
als d von einander differiren, so ist dieses Integral gleich 


= U, + faa). + (< d+ [abs (d0;.): 


Es ist aber f (do,’), gleich dem negativen Winkel, unter welchem das 


Bogenelement 6,, vom Punkte s aus erscheint. Dieser Winkel werde 
mit « bezeichnet; also ist der vorstehende Werth gleich 


—£ + (< . f abs (do,’)): 
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Lisst man die Curve C’ an die Curve C beliebig heranriicken, so geht 
« in den Winkel iiber, welchen die vom Punkte s an die Endpunkte 
des Bogens 6, gezogenen Linien mit einander bilden, und zwar in 
denjenigen Scheitelwinke!, der dem Innern der Fliche F' zugekehrt 
ist. Bezeichnet man diesen Winkel mit «, so ist 


lim Uy = — 3 Wik (<a g, fabs (d6,))) + 3, f U(do,),. 


Indem man nun den Bogen 6, beliebig klein werden lisst, geht @ in 


den Werth z iiber; ferner convergirt 6 nach null, wihrend ‘abs (do,), 


ebenfalls null wird, weil unendlich viele Wendungen auf jedem Bogen- 
stiick ausgeschlossen waren; endlich wird 


1 1 
+ [U(as,),= f U(de),. 
Sonach erkennt man, dass 
U, = lim U; = — + Us +35 f Uae) = — 20,417, 


ist. Der Uebergang von U,' in diesen Grenzwerth U, ist fir alle 
Randpunkte s ein gleichmissig stetiger; d. h. zu jeder vorgeschriebenen 
beliebig kleinen Zahl ¢ lisst sich eine Lage der Curve C’ angeben, 
sodass die Werthe der Function U,', welche von dieser Curve geliefert 
werden, sich allenthalben auf C um weniger als ¢ von U, unter- 
scheiden. Man erkennt dieses, indem man den gleichmiissig stetigen 
Uebergang der Winkel « in @, und der Secantenwinkel « in den 
Tangentenwinkel 2 beachtet. 


Hieraus folgt, dass die Function 

uw, = lim a. fu 09 de’ 

2 =e 2% on 
eine harmonische Function ist, die gleichmiissig stetig in die Rand- 
werthe U, iibergeht. Denn dass «, eine harmonische Function ist, 
folgt aus dem ersten Satz im § 1, Nr. 4; und dass der Uebergang 
von #, in seine Randwerthe ein gleichmiissiger ist, erkennt man 
folgendermassen. Man construire eine Parallelcurve C'), wobei n 
bereits so fixirt ist, dass die Randwerthe U,™ auf C, welche von 
dieser Curve geliefert werden, von jeder der folgenden Functionen 
U,*+™ und also auch von den Werthen U, weniger differiren, als 


die Grosse s betriigt. Bestimmt man alsdann zu allen Randpunkten s 
die Bereiche, innerhalb deren die Werthe von wu, um weniger differiren, 
als die Grésse £ betrigt, so differiren in diesen Bereichen auch die 
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Werthe einer jeden Function u,+™, also auch die Werthe von u,, 
um weniger als 0. 
Fiir die Fliche F ist also erstlich eine harmonische Function wu, 


: F 1 1 ’ 
construirt worden, mit den Randwerthen ¥ U,+ 7 P,, sodann eine 


: A ; 1 1 
harmonische Function u, mit den Randwerthen — — U, + = Ps; 


also ist ‘ 
1 : 1 ’ 


eine harmonische Function fiir das ganze Innere von F’, welche gleich- 
miissig stetig in die vorgeschriebenen Randwerthe U iibergeht. 

5. Besteht die Begrenzung aus einer analytischen Curve, so lasst 
sich die Green’sche Function in der Umgebung jedes reguliren Rand- 
punktes iiber den Rand hinaus fortsetzen. Dann ist auch das zweite 
Integral unmittelbar auf der Randcurve definirbar. Auch fiir einen 
aus Stiicken analytischer Curven zusammengesetzten Rand ist dieses 
noch leicht nachweisbar. 

Man kann nun auch ohne Schwierigkeit erkennen, dass durch das 
Auftreten von Ecken oder Spitzen in beliebiger endlicher Anzahl die 
Betrachtungen nur wenig modificirt werden, sodass das Resultat be- 
stehen bleibt. Auch lisst sich die Untersuchung fiir den Fall aus- 
dehnen, dass in der Randfunction einzelne Spriinge vorkommen, oder 
dass dieselbe iiberhaupt nur eine endliche integrirbare Function ist. 

Im Vorstehenden ist, wie ich glaube, zum erstenmal ein voll- 
stindiger Beweis fiir beliebig berandete, einfach zusammenhiingende 
Flichen gegeben; die Beschaffenheit der Randcurve ist nur insofern 
eingeschrinkt, als nicht unendlich viele Wendungen oder Spitzen zu- 
gelassen worden sind. 

Durch die bisherigen Beweise wurden ausser den itiberall convexen 
Flichen, und den durch Combinirungen aus denselben entstandenen, 
nur diejenigen erledigt, welche von analytischen Curvenstiicken be- 
grenzt sind, und zwar mit Hiilfe der Combinationsmethoden. Die- 
selben erfordern aber eine Zerstiickelung der Fliche und die conforme 
Abbildung eines jeden Stiickes auf Kreissegmente. 

Diese Combinationsmethoden bleiben noch nothwendig, wenn man 
den Beweis fiir mehrfach zusammenhingende Flichen oder bei vor- 
geschriebenen Unstetigkeitsbedingungen fiihren will. Man erhilt dann 
einen Existenzbeweis fiir diese Flichen, wobei nun ebenfalls die Rand- 
eurven nicht mehr analytisch zu sein brauchen und aus den obigen 
Entwickelungen folgt, dass die modificirte Green’sche Formel, 
welche die Function vermittelst ihrer Randwerthe darstellt, auch hier 
noch gilt. 
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Il. 
Die Probleme im Raume. 


Die fiir die Ebene angewandten Methoden und Lehrsiitze sind 
absichtlich so formulirt worden, dass sie sich insgesammt — selbst- 
verstindlich mit Ausnahme der auf die conforme Abbildung beziig- 
lichen Bemerkungen — auf die analogen Probleme des Newton’ schen 
Potentiales im Raume ausdehnen lassen, Ich darf daher eine explicite 
Ausfiihrung, die nur einzelne Erliuterungen erfordern, im Uebrigen 
aber keinerlei Schwierigkeiten mehr bieten wiirde, hier unterlassen, 
und mich auf folgende Bemerkungen beschrinken. 

1. Fiir jedes von Ebenen begrenzte Polyeder kann man die 
Existenz einer harmonischen Function, welche also im Innern des 
Polyeders nebst ihren Ableitungen eindeutig und stetig ist, daselbst 
der Bedingung - as 2 

vw, uw , au 
oa + oy? + ro =0 
geniigt, und an der Begrenzung vorgeschriebene Werthe U besitzt, 
als bewiesen voraussetzen. Die Neumann’sche Methode des arith- 
metischen Mittels liefert einen Beweis fiir Polyeder, die iiberall lings 
ihren Kanten convex nach aussen sind, und durch die Combinations- 
methoden liisst sich alsdann auch der Nachweis fiir Polyeder mit ein- 
springenden Flichenwinkeln erbringen. 

Demnach wird auch die Existenz der zu einem beliebigen Punkt O 
im Innern des Polyeders gehérigen Green’schen Function voraus- 
gesetzt, d. h, derjenigen harmonischen Function, welche an der Be- 


grenzungsfliche den Werth = hat, wobei g die Entfernung der Be- 


grenzungspunkte vom Punkte O bedeutet. 

2. Kine im Innern des Raumes 7 harmonische Function kann 
nach Reihen entwickelt werden, deren Coefficienten Kugelfunctionen 
sind. Beschreibt man um irgend einen Punkt im Innern von 7' als 
Mittelpunkt ein System von concentrischen Kugeln mit den Radien g, 
wobei @ alle Werthe von null bis zu dem Werthe R annehmen kann, 
den die kleinste Entfernung des gewiihlten Mittelpunktes von den 
Punkten der begrenzenden Fiche liefert, so gilt fiir jeden Punkt auf 
diesen Kugelfliichen eine Gleichung von der Form: 


n=O 


4 = p Cie", C= sett gee f UP (cos y) do. 


U bedeutet die Werthe der Function auf der Kugel mit dem Radius R, 
do das Flichenelement dieser Kugel, P™ (cos y) in tiblicher Bezeich- 
nung die Kugelfunction n'* Ordnung. 
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Desgleichen gilt auch eine Integraldarstellung der Function wu fiir 
jeden Punkt im Innern der Kugel RB; es ist 


_ R— g ‘ Ude 
Oe eae Se 
(2? — 2 Re cos y + 9°)” 


oder in analoger Bezeichnung wie friiher, so dass (do), den Raum- 
winkel angiebt, unter welchem das Flichenelement do vom Punkt 


%,Yy,2 aus erscheint: 
= ag f Uo. a iz f Ont 


1 ist die Entfernung des betrachteten inneren Punktes von dem Ele- 
ment do. Da der Werth der Function « im Mittelpunkte der Kugel 


1 Oo 
ne is f OR 


wird, so gelangt man auch hier zu Siitzen, die mit den friiheren (§ 1, 
Nr. 3 und 4) wiortlich tibereinstimmen. 

3. Auch gelten unverindert die fiir die Green’sche Function 
und ihre Ableitungen im § 3 angegebenen Eigenschaften. Der Beweis 
der ersteren erfordert, wenn man ihn in der Weise formuliren will, 
wie es dort (§ 3, Nr. 1) geschehen ist, den Nachweis, dass man tiber 
jede Niveaufliiche ein Flicheninutegral erstrecken kann. Da die Niveau- 
fliche im Innern des Gebietes eine analytische Fliche ist, d.h. in der 
Umgebung jedes ihrer Punkte durch eine nach Potenzen der drei 
Variabelen geordnete Reihe definirbar ist, so lisst sich dieser Nachweis 
in der That fiihren. Man kann indessen den Beweis auch ganz un- 
abhiingig davon machen, wenn man auf die Entstehung der betreffenden 
Green’schen Integralformel zuriickgeht; denn diese basirt auf der 
Integration tber ein riiumliches Gebiet, und es liasst sich ohne Be- 
nutzung eines tiber eine Fliiche ausgedehnten Integrales die Gleichung 
beweisen: 


eu ow 5. Gu dw du dw , 1 
{Geist eu ' Oy ey + oz 72) =< 4m (90 (0') ri oe) 


= — 4x (g.:(0) — oo)’ 

Das auf der linken Seite stehende dreifache Integral ist dabei als der 
Grenzwerth eines dreifachen Integrales zu definiren, das zunichst tiber 
einen innerhalb 7 gelegenen Raum erstreckt ist, und dessen Integrations- 
gebiet sodann in den ganzen Raum T iibergeht. 

4, Sonach sind, wie friiher, die Beweise fiir die folgenden Theoreme 
zu fiihren. 

Erstens: Ist ein einfach zusammenhingender, von einer beliebigen 
Fliche F umschlossener, endlicher Raum 7’ gegeben, und construirt 
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man im Innern dieses Raumes eine unbegrenzt fortsetzbare Reihe von 
Polyedern, von denen jedes ausserhalb des vorhergehenden sich be- 
findet, und die sich der Flaiche F' beliebig nihern, so convergirt die 
Reihe der auf diese Polyeder beziiglichen Green’schen Functionen: 


i> Jos Jar ***> Yny + * 
welche zu einem Punkte O im Innern des Raumes 7' gehéren, nach 
einer bestimmten harmonischen Function g. Diese Function ist die 
zum Punkte O gehérige Green’sche Function in Bezug auf den von 
der Fliche F' eingeschlossenen Raum 7. 
Zweitens: Das Integral 


“= iz f Uae, 


gebildet iiber alle Elemente der Fliiche F, die nun als Fliche mit 
integrirbaren Elementen ohne Kanten und Ecken angenommen wird 
(oder mit einzelnen Kanten und Ecken), stellt eine im Innern von 7 
harmonische Function dar, die an der Begrenzungsfliiche gleichmiissig 
(bis auf die Kanten- und Eckpunkte) in den Werth 


U4 f U (de), 


iibergeht. Construirt man im Innern von 7 eine Parallelfliche F’ zu 
F, deren Elemente mit do’ bezeichnet sind, und wird die zu jedem 
innern Punkt gehérige Green’sche Function g des Raumes 7 in den 
Punkten dieser Parallelfliche nach der inneren Normalen n’ differentiirt, 


so stellt das Integral 
, 1 f(r 9g 3 
y= taf Upp 4 


eine harmonische Function dar. Dieselbe convergirt, wenn F” mit F 
zusammenriickt, nach einer harmonischen Function u,, deren Werthe 
bei Anniaherung an die Fliiche F gleichmiissig in den Werth 


1 1 /° 
=~ — OU + xf Uo) 
iibergehen. Sonach ist 
i £ - 1 [778 , 
iz f U(do), — lim in J UGm eo 
die harmonische Function fiir den Raum 7’, welche an der Begrenzung 
F die vorgeschriebenen Werthe U besitzt. 

5. Wenn es beim ersten Anblick unbefriedigend erscheint, dass 
die Potentialfunction nicht direct durch ein bestimmtes Integral, sondern 
als Grenzwerth eines solchen definirt ist, und erst bei weiteren Be- 
dingungen, aus denen die Stetigkeit der Ableitung von g auch beim 


Uebergang in die Begrenzung hervorgeht, durch ein bestimmtes, auf 
die Grenzfliiche beziigliches Integral darstellbar wird, so ist daran zu 
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erinnern, dass die Fundamentalsiitze der Potentialtheorie fast ins- 
gesammt einen ihnlichen Charakter tragen. 

So ist z. B. der Satz, dass die Dichtigkeit x der Flichenbelegung 
in jedem Punkt der Fliche durch Differentiation der Potentialfunction 
nach der inneren und der fiusseren Normalen m, und », erhalten wird, 


und der Gleichung — 
7] 


—41x = an, 4. im 
geniigt, unter der Annahme, dass x bloss eine integrirbare Function 
ist, selbst wenn sie stetig ist, nicht erwiesen, sondern durch die 
Integralgleichung zu ersetzen: 
lim fao, OU 4 him fee OU: 42M 
o,=6 on O=0, * OM, . 

wobei 6, und 6, zwei Fliichenstiicke bezeichnen, die zusammen einen 
beliebigen Theil o der belegten Fliche umschliessen. M bedeutet als- 
dann die zu diesem Theil gehérige Masse der Belegung, und die ein- 
schliessenden Fliichen kénnen der eingeschlossenen beliebig nahe 
gebracht werden. 

Ebenso ist fiir eine Massenvertheilung in einem Raume die Gleichung 

Aeu = — 4ax 

nicht bewiesen, wenn iiber x nicht besondere Annahmen, sei es iiber 
die Differentiirbarkeit oder, wie Herr Hélder neuerdings bewiesen, 
allgemeiner tiber die Art der Stetigkeitsconvergenz gemacht werden. 
Auch hier tritt mit ganz allgemeiner Geltung die Integralgleichung 
ein, die den mittleren Werth der Dichtigkeit innerhalb jedes beliebig 
kleinen, aber endlichen Raumelementes zu bestimmen gestattet, und 
die man als eine Grenzrelation fiir zweite Differenzquotienten aus- 
sprechen kann; niimlich die Gauss’sche Gleichung: 


=) in = M. 
4n on 


Letzteres hat schon Herr Kronecker in seiner Abhandlung: ,,Ueber 
Systeme von Functionen mehrer Variabeln“ (Monatsberichte der Berl. 
Acad. Mirz 1869) hervorgehoben. 

Im Anschluss an diese Abhandlung bemerke ich noch, dass man 
die vorstehenden Untersuchungen auf beliebig viele Variabele ausdehnen 
kénnte. 
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Die Aufgabe, eine willkiirliche reelle Function innerhalb eines 
endlichen Intervalles durch solche unendliche Reihen darzustellen, wie 
sie die Probleme der Potentialtheorie, der Wirmeleitung, der elastischen 
Schwingungen u. a. erfordern, ist von Heine auf Grund der Arbeiten 
von Cauchy, Sturm und Liouville in folgender Weise zusammen- 
gefasst worden :**) 

Eine Function f(x) ist darstellbar durch eine Reihe von der Form 


x 
Sie) O(2, «) gle) de 


(1) oa, 4) *-y~—------—, 
. fea, a))* g(a) dx 


wobei die Werthe 4 die unendlich vielen Wurzeln einer transcendenten 
Gleichung @(4) = 0 durchlaufen, die nur reelle und keine vielfachen 
Wurzeln enthilt, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind: 
Erstens: Es soll bei jedem reellen Werth von « das complexe 
Integral 
O(z, x) 


G =a) Ble) dz 





nach g auf einem Kreise mit unendlichem Radius integrirt, null 
werden. In diesem Falle besteht die Entwickelung 


O(a, x) O(4, x) 
~ @(@) “2 (@—da'(a) 


*) A. d. Berichten der k. siichs. Ges, d. W. v. Jahre 1887, 
**) ,,Einige Anwendungen der Residuenrechnung von Cauchy“, Journ, 
f. Math, Bd. 89, sowie Handbuch der Kugelfunctionen 2. Aufl. Bd, 2, pag. 216. 
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d. h. die Function O(@, x) ist durch eine unendliche Reihe darstellbar, 
welche nach den (A, x) fortschreitet. 
Zweitens: Diese Reihe soll in gleichem Grade convergiren. 
Drittens: Es soll eine Function g(x) angebbar sein, so dass 


[ee 2) 0%, 2) 9(2) de 


null ist, wenn 4 und mw verschiedene Wurzeln der Gleichung @(4) = 0 
sind; fiir 4 = soll das Integral nicht null sein. 
Viertens: Das Integral 


x 
Jo x) g(x) w(x) dx 
soll nicht fiir alle beliebigen reellen Werthe, welche man a@ ertheilen 
kann, null sein kénnen, ohne dass die Function w(x) Null ist, 
wenigstens im Allgemeinen, d. h, so dass ihr Mittelwerth in jedem 
beliebig kleinen Intervall null ist. Ist also ~(#) durchaus stetig, so 
muss der Werth constant null sein. 

Fiinftens: Die oben angegebene Reihe (1) soll in gleichem Grade 
convergiren. Statt dessen geniigt es aber zu sagen: Diese Reihe soll 
im Allgemeinen in gleichem Grade convergiren, so dass ihr Integral 
durch gliedweise Integration gebildet werden kann, selbst wenn man 
die Reihe zuvor mit einer Function multiplicirt hat, die nicht unend- 
lich wird, und nicht unendlich viele Maxima und Minima besitzt. 

Sind nimlich diese Bedingungen erfiillt, so stellt die obige Reihe 
(1) eine Function g(x) dar, mit der Higenschaft, dass (zufolge der 
fiinften und dritten Bedingung) 


x x 
[o@) 00, 2) g(a) de = fra) O(a, 2) 9(@) de 
0 uv 
ist. Mithin ist auch (zufolge der zweiten und ersten Bedingung) 
x x 
foe) O(a, 2) g(x) de = J f(x) O(a, 2) g(z) da 
0 


und hieraus folgt (aus der vierten Bedingung), dass 


f(x) = 9(2), 


vorausgesetzt, dass beide Functionen stetig sind. 
Diesen Satz benutzt Heine fiir die Entwickelung einer Function 
nach den trigonometrischen Functionen, sowie nach den Cylinder- 
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functionen erster Art, und zwar der zweiten und dritten Ordnung, die 
bei ihm durch die sapey aie 


a +i “da +(#—2)I=0, 
Py 4249 4 (y_ 2041) yo 


dx* x dz 
definirt sind. Indessen ist er auf die Frage nicht naher eingegangen, 
ob die fiinfte Bedingung erfiillt ist, eine Liicke, welche ich durch die 
folgenden Untersuchungen ergiinzen michte. 
Die Function 0(4, x) bezeichne ich durch U™(A, x) oder auch 
weiterhin kurz mit U(Az); sie soll ein particuliires Integral der Dif- 
ferentialgleichung 


1 
" n? — — 


sein, und zwar pei welches fir «=O verschwindet. Ein 
solches particuliires Integral ist vorhanden, wenn m eine beliebige 





positive Zahl bezeichnet, und nur eines, wenn n>> ist. Dasselbe 


-ist immer nur bis auf einen constanten Factor bestimmt, der fiir die 


Reihenentwickelung nicht in Betracht kommt, weil die Glieder der- 
selben von der Oten Dimension in Bezug auf U sind. Dies Integral 
werde (fiir » >0, worauf wir uns fiir die folgenden Betrachtungen 
beschrianken) durch die ngs definirt: 


n n 7 Aa __(-1F* Aa as 
U0\(y2)— Ta) (FY  TeFH Tete 


¥iir « = 0 hat U den Werth Null, die Ableitung a jedoch nur dann, 


wenn » > > ist. Zu den von Heine definirten Functionen bestehen 


die Beziehungen 


UM(az) = / 42 Jo (a2) — Ae. (3) (42). 


; 


Fir n= = ist U*(Az) = ye sin (A2%).*) 


*) Diesen speciellen Fall habe ich behandelt in einer Arbeit ,,Zur Theorie 
der Wiirmeleitung in festen Kiérpern‘: (Zeitschrift fiir Math, 1887); daselbst ist 
gezeigt, dass bei der Integration der partiellen Differentialgleichung nicht die 
Darstellbarkeit der Function f(x) gefordert wird, sondern die Convergenz einer 
Function v(t, x) fiir ¢=0 nach f(x). Ist aber die Darstellung méglich, so ver- 
einfacht sich dieser Nachweis, Ebenso verhilt es sich bei den anderen Problemen, 
bei denen die Functionen U in Betracht kommen. 
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Die Werthe 4 sollen die positiven Wurzeln der transcendenten 
Gleichung sein: 


n) 
(a) = 2908) 4 Ama) —0 fir s— X. 


wobei h eine Constante ist, die auch null oder unendlich sein kann, 
Doch werde ich im Folgenden die besonderen Fille, bei denen die 
Formeln einfacher werden, nicht besonders beriicksichtigen. 

Den Nachweis, dass die drei ersten Bedingungen erfiillt sind, 
und zwar die dritte unter der Annahme g(x)=—1, kann ich hier 
unterlassen. Desgleichen ist auch die vierte Bedingung erfillt; weil 
sich nimlich U(@z) nach Potenzen des Argumentes ax entwickeln 
lasst, so folgt aus der Gleichung 


Xx 

am (bei beliebigen reellen 
J ee See Werthen von a) 
0 


dass 
x 
fowz dz =0 
v 


ist bei allen ganzzahligen positiven Exponenten ». Dies aber tritt 
nur ein, wenn alle Mittelwerthe von g(x) null sind. 
Es bleibt also nur zu zeigen, dass die Reihe 


x 
fue) f(x) dx 
@ Yeas? 
. {was a 
0 


convergirt, und zwar so, dass ihre gliedweise Integration auch in dem 
Falle statthaft ist, dass man die Reihe zuvor mit einer Function 
multiplicirt hat, welche nicht unendlich wird, und nicht unendlich 
viele Maxima und Minima besitzt. 

Der Weg, welchen ich einschlage, ist zuniichst derselbe, den 
Liouville in zwei Abhandlungen angegeben hat*); aber die Liou- 
ville’schen Untersuchungen lassen die Aufgabe nicht unmittelbar und 
vollstindig erledigen. Denn indem er von der Differentialgleichung 


&®U 


*) ,,Sur le développement des fonctions ou parties des fonctions en séries 
dont les divers termes sont assujettis 4 satisfaire 4 une méme équation différen- 
tielle du second ordre, contenant un paramétre variable“. Journ. de Mathé- 
matiques T. II, pag. 16 et pag. 418. 
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ausgeht, fordert er, dass k solch eine Function von 2 ist, dass sie 
fir «= 0 nicht unendlich wird, wahrend bei den darstellenden Func- 
tionen, die hier vorliegen und gerade die wichtigsten Fille umfassen, 


ae ed 
k= =-—* — ist, also von der zweiten Ordnung unendlich va seine 


Betrachtungen sind also hier direct nur fir den Fall n=, d. h. fiir 
die trigonometrischen Functionen brauchbar*). 


I. 
Bei einer jeden Differentialgleichung von der Form 
aU 
(4) aU + (2 —bU=0, 


in welcher 4 eine Constante, k eine beliebige Function von 2 ist, die 
im Intervall « >0 bis 2 = X nicht unendlich wird, gewinnt man 
fiir die Integralfunction folgende Relation. Multiplicirt man die Glei- 
chung mit sin 4%, so wird 


(sin da SS = A? sin ixU) dx = kU sin Ax dz, 


also 
(5) + sin 2a 42 —cos AxU = C+ z ft sin ax dx 
und es ist : 


es dU 
C= - sin de (a).- U, cos Ae, 


*) Auch hat Liouville, wie ich der geschichtlichen Uebersicht halber 
erwiihnen michte, nicht die Nothwendigkeit der Bedingungen (1) und (2) erkannt, 
um daraus die Bedingung (4) herzuleiten; er ersetzte vielmehr diese Bedingung 
durch den Satz: Wenn das Integral 


x 


fee x) p(x) dx 


u 


Null wird bei allen Werthen von’, welche der Gleichung @(4) = 0 geniigen, so 
muss (x) im Allgemeinen null sein. Dieser Schluss ist aber von ihm nur be- 
wiesen, vorausgesetzt dass (x) nicht unendlich viele Maxima und Minima besitzt, 
worauf schon Ossian Bonnet in seiner preisgekrénten Arbeit ,,Sur la théorie 
générale des séries“ (Académie de Belgique 1849) hinwies. Derselbe liess in 
Folge dessen die Liouville’sche Methode ganz fallen, und versuchte das von 
Poisson angegebene Verfahren zu einem vollgiiltigen Beweise auszugestalten, 
was indessen nicht in befriedigender Weise gelingen kann. 

Nur in der kurzen Notiz von Sturm und Liouville (Journal T, II, p. 220) 
wird die in der obigen ersten Bedingung enthaltene Reihe ohne Beweis eingefiihrt, 
und die richtige Verwerthung spiiter durch eine Bemerkung (p. 436) angedeutet. 

























Axet Harnacr. 


46 





wobei ¢ einen Punkt im Innern des Intervalles von 0 bis X bedeuten 
soll. Ebenso wird nach Multiplication mit cos 4x die Gleichung 
erhalten: 


(6) jos da Ge + sin Ac = C' + 7 [kU cos te de, 


wobei 
a 1 aU : 
C al ae(S-) + U, sin Ac. 


Aus den Gleichungen (5) und (6) folgt: 


U = — Coos Ax + C’ sin de +7 [kU sin A(a — 2’) dz’, 


( dieeeatics and 


ou =A(Csin Ax + C’ cos Az) +f 2U 00s A(a — 2’) da’. 





Die Constanten C und C’ sind von dem Parameter 4 und der fest : 
gewihlten Grosse c abhingig. Setzt man . 


C=— Acosa, C’=A sina, 


so erhalten die vorstehenden Gleichungen die Form: 


(7) U = A cos (de — a) +> [kU sin a(@ — 2) der, 
¢ # 

aU ° * , , é 

(8) Ga — — AAsin (Ae — @) + [kU 008 Ae — aaa’ i. 


wobei die von 4 und ¢ abhingigen Constanten A und a@ durch die 
Gleichungen bestimmt sind 


U, = A cos (Ac — a), c=. 


=.= — AAsin (Ac — a). 

Die Constante A ist nicht wesentlich; man kann dieselbe beliebig 
fixiren, da die Function U nur bis auf einen Factor bestimmt ist. 
Die Constante @ ist willkiirlich, wenn U ein allgemeines Integral der 
Differentialgleichung (4) ist, dagegen bestimmt, wenn U ein bestimmtes 
particulires Integral sein soll, Aus der Gleichung (7) lassen sich 
folgende Schliisse ziehen : 

Erstens: Bezeichnet man bei irgend einem bestimmten Werthe 
von A den Maximalwerth des Betrages, welchen U im Intervall von ¢ 
bis X annehmen kann, mit M@, nennt man ferner K den grdssten : 
Betrag von & in demselben Intervall, wobei ¢ zwar beliebig klein, aber X 
von null verschieden fixirt sein muss, so ist 








r 
Ss 


ie 
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M<[4)4++KM(X— ec) < [4] +> KMX, 
also 
xe 
ba + KX 


Bei beliebig wachsenden Werthen von 4 wird also der Maximalbetrag 
von U schliesslich nicht grésser als der Betrag von A; es bleibt daher 
in der Gleichung (7) das Integral auf der rechten Seite bei jedem 
Werthe von 2, der grdésser ist als null, endlich. Demnach ist die 
Function U im Intervall von c > 0 bis X in der Form 


U = A cos (Ax — a) + i @; (@, A) 


darstellbar, wobei , (x, 4) eine Function bedeutet, die bei allen Werthen 
von 4 und bei allen Werthen von «> 0 endlich, d. h. kleiner bleibt 
als eine bestimmte endliche Grosse. 

Betrachtet man gweitens das Integral 


fie) Ude = 


x x x 
=A fila) cos (Aw — a) da ++ fra da{kU sin a (e@—-2’) da’, 


so wird der letzte Theil auf der rechten Seite, indem man die Reihen- 
folge der Integrationen indert, 


x x 
zfi Uae’ fra) sin A(a — 2’) da’. 


Von der Function f(x) setzen wir nun voraus, dass sie im Intervall 
von ¢ bis X eine endliche und im allgemeinen stetige Function ist, 
die nur an einzelnen Stellen eine sprungweise Werthiinderung erleidet, 
und nicht unendlich viele Maxima und Minima besitzt, Voraussetzungen, 
welche man kurz die Dirichlet’schen Bedingungen zu nennen pflegt. 
Alsdann ist das Integral 


x 
Jie) sin A(w— 2’) dx 


eine Function von der Form +, wobei w bei allen Werthen von 2’ 


und noch so grossen Werthen von 4 endlich bleibt. Folglich wird auch 


x 
ne J kUw(2’) da’ 
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von der Form = 2, wobei g, bei allen Werthen von 4 endlich bleibt. 
Mithin ist das Integral 


fre Udz 


x 
von der Form A fife) cos (Aw — a) dx + a P2, wobei gp, bei allen 


Werthen von A endlich bleibt, falls die Grisse c beliebig klein, jedoch 
von null verschieden gewdhlt ist. 

Dritiens findet man aus der Differentialgleichung fiir zwei Func- 
tionen U und V, welche zu verschiedenen Parametern 4 und wu gehdéren, 
die Relationen 


aU ° &V ° 
ie t@—)U—0, Fe+(—HV—0, 


also . , 
a? az 
Og — Fag @ — PEOF, 

folglich : 

x 

; av au1* 
(9) (pw) [UV az = arse. vel. 

0 


Wenn also die rechte Seite fiir 20 verschwindet, und wenn fir 
x = X die Gleichungen erfiillt sind 


dU adv 
ag thu=0, ae thV=0, 
so ist U a — v2" — 0 auch fir = X und also 
P dz 





x 
juvaz—o. 








Um dasselbe Integral zu berechnen, wenn U = V ist, bilde man die F 
Gleichungen i 
a aU 13 

aU Li ae re 
Ta +t (@—hU=0, qe + (4 —h Fr + 24U=0. i] 


Eliminirt man die Glieder, welche mit 4? —k multiplicirt sind, so 
wird 


qe 2U 
di dU @U ‘ 
oa — ae tM? =O 





oder 


x 
dU aU au |* 
2 ont =. — et a 
2afU da [3 ld al 
u 





“ 








' 
B 
A 
: 
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Wenn nun die rechte Seite fiir «—0Q verschwindet (und diese 
Forderung ist hier bei den oben definirten speciellen Functionen 
erfillt fiir » > 0), so ist der Ausdruck fiir 2 = X allein zu berechnen. 
Setzt man aber 


U = A cos (aw—e) +4 feUsin A(a— x’) dz’, 


a — AA sin (Ax — a) + kT cos A(x —w) dz’, 


ol = — cA sin (Ax — a) — wf O sin A(a— 2’) dz’ 
+- fey sin A(a@ — w) da’ +7 ie —2x') cos A(a—-a’)dz’, 
OU = — Asin (Ae — a) — Ax A cos (An—a) 


+ fies a” cos A(a — 2’) da’ — fi U(a@ —2’) sin A(a@ — wv) dav’, 
u 
so erkennt man: Das Integral 
x 
fora = AX+i95, 
1U 


wobei , bei allen Werthen von A endlich bleibt. 
Mithin bekommt jedes Glied der Reihe (3), wenn man dem Inte- 
grale im Zihler daselbst die untere Grenze c statt 0 giebt, die Form 


x 
(4 cos (Aw — a) + + 91) (4fre’ cos (42° — a) da’ — — ar %) 





? 


i 1 
(> A*’X+ 7 9) 
wobei 9,, 92, 9; Functionen sind, welche bei allen Werthen von x 


im Intervall von ¢ bis X bei allen Werthen von 4 endlich bleiben. 
Sondert man das Glied 


x 
x 008 (Ax — «) fre) cos (Aw — a) dz’ 


ab, so sind die nachbleibenden Glieder im Ziihler von der Form 
Mathematische Annalen. XXXV. 4 
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1 1 
qx Ag, cos (Ax — a) + =r MH. 


x 
+i(4 Y; — — oa) fre) cos (Aa — a) da’ 


und da dieses letzte Integral selbst von der Form ist +¢, so haben 


alle diese Glieder zum mindesten den Factor a Sie liefern daher, 
zufolge der Beschaffenheit der Wurzeln A, die gleich niher erwahnt 
werden soll, unendliche Reihen, welche unbedingt und gleichmissig 


convergiren. Denn eine Reihe von der Form 
a a a a, 
Set tyt tarts: 


convergirt unbedingt, wenn die Ziahler a, durchaus endlich bleiben, 
und die Reihe der Zahlen A derart zunimmt, dass die Differenz 
Anti — 4% bei noch so grossen Werthen von & nicht null wird, son- 
dern grésser bleibt als eine bestimmte endliche Zahl e, so dass 


Anim > Ag + me 
wird. 


II. 
Es ist noch zu zeigen, dass auch die unendliche Reihe 


x 
(11) x 0s (Ax -— a) { Fa’) cos (Aa’ — a) dz’ 
a e 


im Allgemeinen gleichmissig convergirt. Dazu ist es nothwendig, die 
Abhingigkeit festzustellen, in welcher «@ von A steht, sobald U ein 
bestimmtes particulires Integral der Differentialgleichung ist, sowie 
die Beschaffenheit der Wurzeln 4 zu untersuchen. Dabei beriicksichtige 
ich nur die besondere Differentialgleichung (2), in welcher k den 
Werth (n? — +) = hat. 

Aus der Theorie der Bessel’schen Functionen =. insbesondere 


aus der semiconvergenten Entwickelung derselben*) ist bekannt, dass 
die Function 


*) In allgemeinster Form sind dieselben bewiesen worden von Hankel, Die 
Cylinderfunctionen erster und zweiter Art. Math. Annal. Bd. 1; Hansen, 
Schlémilch und Lipschitz haben die Entwickelung bei reellen Werthen des 
Argumentes behandelt. 
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(12) UP = y 42 J*(az) = 


m_ | 1 er (m, 2p) 
“- rz oon - 7 (n+ 2) | > ( ¥ sia)" 
—_— —+ aS (nm, 2p-+1) 
7 sin [Ae —- a (n+ 2)| > 4 (— 1) aiayrr 
wird, so dass fiir alle Werthe von «> 0 der asymptotische Werth 





von U™ 


az) gleich ist 


1 1 1 
han [4z— a(n + 2)| 
und dass tiberhaupt bei jedem Werthe von 2 >0 und jedem Werthe 
von A 


(13) U") = = pz [42 — a(n tg) +790, 2), 


wobei wiederum y eine Function bedeutet, die stets endlich ist. Zu- 
gleich erkennt man aus dieser Gleichung, dass die Function U™ bei 
allen positiven reellen Werthen des Argumentes endlich bleibt; denn 
setzi man Ax =z, so ist die Function bei allen endlichen Werthen 
von z von null an endlich, und fiir ¢ = oo nicht grésser als 4 

bd 
Vergleicht man diesen Werth mit dem in der Gleichung (7) ent- 


haltenen, so wird, A == und cos@ und sine unterscheiden sich 
4 


von cos + x(n+- >) und sin =a(n+- a nur um Gréssen, welche 
wiederum den Werth 4 im Nenner enthalten, wihrend der Ziahler 
endlich bleibt. Bezeichnet man die Constante =x (n+ 5) der Kiirze 


wegen mit 6, so kaun an Stelle der Reihe (11) die einfachere treten: 


(14) + cos (Ax — 6) fre’) cos (Az — B) da’, 
a ¢ 


denn die Differenz zwischen den Reihen (11) und (14) ist eine Reihe, 
von der ohne weiteres deutlich ist, dass sie unbedingt und gleich- 
missig convergirt. 


Die Gleichung (=) +hU =0 fiir « = X, welche zur Berech- 


nung der Wurzeln 4 dient, erhalt die Form: 


— Asin (AX — B) +h eos (AX — B)+ P=O 
wobei P eine Grosse bezeichnet, die bei allen Werthen von 4 endlich 
bleibt. Mithin ist 


tang (4X--~) = 7 +7-Q, 
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wobei auch @ durchaus endlich bleibt; und folglich ist in erster An- 
naiherung 
k 
AX—B=ka, ah. A= ye ++ 
oder genauer ausgedriickt: 
kx 6 R 

ae +t, 

wobei R eine Groésse ist, die durchaus endlich bleibt. Folglich wird 
cos (Aw — B) = 
— cos (** — + = B(x eo) c00 5* _ sin (*** + fe~ 2) sin J 

und dieser Ausdruck ist von der Form 


con(#S 4 B= D) sty, 


wobei ~ durchaus endlich bleibt. Mithin geniigt es an Stelle der 
Reihe (14) die Reihe zu betrachten: 


(15) x > 008 (“¥ aoe + fies - 2) fre cos (Ax — B) dz’, 


weil die ausgeschiedenen Theile wiederum den Factor 4? im Nenner 
enthalten. Ersetzt man noch schliesslich 


cos (Az — B) = 
kx’ B(x’ — X) - (kra’ B(x’ —X)\ Ra’ x 
= cos (=37 + xX ) — sin (=3* + x +3, 
so sieht man, dass man auch unter dem Integral nur das erste dieser 


Glieder einzusetzen braucht, weil das mit ae multiplicirte Integral 


fre sin ase —+ B(x! Per) ae 


einen Werth hat, der im Zihler endlich bleibt und im Nenner k ent- 
hilt. Sonach tritt an Stelle der Reihe (15) die Reihe 


= x ’ ’ 
(16) >) cos(*5" + FBS) [re cos (*2# es a X)) dz’, 
k=0 u 


in welcher & alle ganzen Zahlen durchliuft. 
Setzt man, um die Nenner zu beseitigen, 





>=, a? ys, 74 bapmt (n+ =). 


f(a) =f (= #) = 96), 


x x 
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so hat man die einfachere Form: 


= Ed 
= b (cos ke + B'(e — z)) [o) cos (ks’ + (2 — x) dz 
k=0 y 


Auch diese Reihe unterscheidet sich noch von der gewdhnlichen 
Fourier’schen Reihe, von welcher bekannt ist, dass sie gleichmiissig 
convergirt, solange g(z’) eine stetige Function ist, und dass sie glied- 
weise integrirt werden darf, auch wenn g(e’) an einzelnen Stellen 
eine sprungweise Werthiinderung erleidet. Aber die Reihe hat doch 
schon die Kigenschaft mit der Fourier’schen gemein, dass sie die 
ganzzahligen Vielfachen der Variabelen enthilt; sie lisst sich tberdies 
in einfache Bestandtheile der gewiinschten Art zerlegen. Denn sie 
ist gleich 
k=>@ 


Li “ai fre cos (k(2 +2) + B'(e+2—2z)) de 


S 


> foo cos ( (k(e —#)+ 6 (e—#))d’= 
=— na HS ~22)9(¢) ds >" cos be +) 


ee —T er = , 
ni == sin B' (2+ 2 — 22) 9(¢) de Dlsin ks +8) 


C 


a ~ 
a 1 lim feos B (2 -- 2) p(z)dz > cos k(¢ — 2’) 
k=n J 


a iy 
1 . . ’ G , ’ . % Ei , 
—; in sin B’ (2 — 2’) p(e’) dz > sin k(e— 2’). 


4 


Summirt man in bekannter Weise die Sinus- und Cosinus-Summen, 
so folgt 


a 


! Pie ie 3) @+#) 
lim feos p(e-+#—22) 9(¢) | 4 . 
@ k=@ 


= 


oan <==. 


dz 








cos ° — cos oon (I + >) (ee ) 


n 2t# wnt 
2 *) 


, 





_ * tin fing (e+2 er 
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ee -f, . sin(k+ 3) e-#) 

+ — lim | cos B'(e—2) (2) | > +-——_~ — } d# 
* imo ¢ ’ 2sin~ ~ A 
‘ ad cos —* cos (k-+ 3) (s— 2’) 

—— lim J sin B (¢ — 2’) p(z’) a pesca tne f 
= imoy 2sin ——~ oa << 


« 


Nur die Integrale, welche von dem variabelen Parameter k abhingig 
sind, kommen fiir den geforderten Nachweis in Betracht. Unter diesen 


P ie ‘ ‘ . il f 
sind diejenigen, welche im Nenner die Function sin —; = enthalten, 


so geartet, dass dieser Nenner nicht null wird, solange ¢ grésser als 
0 und kleiner als a ist. Der Werth dieser Integrale ist demnach (wie 


aus dem zweiten Mittelwerthsatze zu erkennen ist) gleich + multiplicirt 


mit einer bei allen Werthen von z endlich bleibenden Grésse*) und 

convergirt also gleichmiissig (unabhiingig vom Werthe ¢) nach null, 
wenn & unendlich wird. 

Das dritte Integral, niaimlich 

alll sin (k-++> (e—2#’) 

= feos B (2 — #) p (2) —— a OS 


c 3m —— 





ist das gewohnliche Dirichlet’sche, welches fiir 0 < 2 < z gleich- 
miissig nach dem Werthe 
p (2) = f(2) 

convergirt, so lange die Function f(x) stetig ist, welches also zu einer 
gleichmiissig convergenten Fourier’schen Reihe fthrt, nach Ausschluss 
aller der Stellen, an denen f(x) eine sprungweise Aenderung erfihrt. 
Diese Fourier’sche Reihe kann aber auch mit Einschluss dieser 
Stellen gliedweise integrirt werden, selbst dann noch, wenn sie zuvor 
mit einer Function multiplicirt ist, welche nicht unendlich wird, und 
nicht unendlich viele Maxima und Minima besitzt. Denn die durch 


*) Ein Integral von der Form 


St (2, 2’) sin ke’dz’ oder Siw 2) cos ke’ dz’, 


in welchem f eine Function der beiden Gréssen ¢ und 2’ bedeutet, die innerhalb 
des Integrationsintervalles durchaus endlich, kleiner als G bleibt und die immer 
nur eine endliche Anzahl von Maxima und Minima besitzt, wihrend ¢ das Inte- 
grationsintervall durchliiuft, ist durch eine endliche Anzahl von Integralen dar- 


stellbar, von denen jedes kleiner ist als ; G. 
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gliedweise Integration bis in beliebige Nahe einer Unstetigkeitsstelle 
gewonnene Reihe bleibt unbedingt convergent, auch wenn die Inte- 
gration bis in die Unstetigkeitsstelle ausgefiihrt wird. 

Im vierten Integral 


4 cos (x + 5) (e—2’) 
Jen B’ (2 — 2’) p(2’) Py dz 
2 








¢ 


wird der mit dem Cosinus multiplicirte Ausdruck fiir keinen Werth 
von 2’ unendlich, so dass das Integral ebenso wie die ersten beiden 


mit + null wird. Sonach ist bewiesen: 


Bedeutet x einen Werth, der zwischen 0 und X liegt, so convergirt 
die Reihe 


x 


faaer f(a’) dx’ 


2 Uae) 2 ———— == S'q U(az) 


fivasiytaw 


im allgemeinen gleichmissig, so dass thr Integral in diesem Intervall 
durch gliedweise Integration erhalten wird, auch wenn man die Reihe 
zuvor mit einer Function multiplicirt hat, die nicht unendlich wird, 
und nicht unendlich viele Maxima und Minima besitet. 

Nennt man den Werth der Reihe g(x), so ist, wenn 0 und ¢ 
beliebig kleine Gréssen und w irgend eiien Werth unter den Wurzeln 
A bezeichnet, 

X—e 


X—e 
foo) U (ux) dz = yal U(ax) U(ux) da. 
3 rN 


Nach Gleichung (9) ist diese Reihe gleich 


X-—e i 
ay f (O(ua))* dex +> wy »[ Uae » Slee) _ U(ux) 20 | ‘ 
j r 


wobei in der Reihe das eine Glied, fiir welches 4 = wu ist, ausfallt. 
Diese Reihe ist aber gleichmissig convergent, weil a, von der Form 


Ls multiplicirt mit einer endlich bleibenden Grosse ist, und weil U(Ax) 


r 
durchaus endlich bleibt, wee 


einer durchaus endlich bleibenden Grésse ist. Demnach kann man 
é und @ nach Null convergiren lassen, und diesen Grenzprocess glied- 
weise ausfiihren; alsdann bekommt die Klammer in allen Gliedern den 
Werth null, und folglich ist 





aber gleich dem Product von 4 mit 
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x x x 
Jo) U(ur)dz= a, f (U(ua))*dx -{ U (ux) f(x) dz. 


Nach den in der Einleitung besprochenen Sitzen folgt hieraus, dass 
die Function (2) im Innern des Intervalles von ¢ bis X im All- 
gemeinen gleich f(x) ist, solange nimlich als f(x) stetig bleibt, da- 
gegen im Innern des Intervalles von 0 bis ¢ iiberall gleich null. 
Auch kann man weiter beweisen, dass die Function (x) an den 
nda ON von f(x) im Innern des Intervalles von ¢ bis X den 


Werth — + (FC (a+ 0)+ f(a — 0)) hat; denn sie verhilt sich, wie gezeigt, 


bis auf ‘Reihen, die gleichmiissig convergiren und daher stetig sind, 
wie eine gewohnliche Fourier’sche Reihe. 


II. 


Das anfanglich gestellte Problem ist durch diese Betrachtungen 
noch nicht vollstindig erledigt; denn in der nunmehr bewiesenen Formel 


fies U(ix) dx 





f(x) fir ec r< X 


fivasytas 


ist vorausgesetzt, dass ¢ von null verschieden ist; es muss gezeigt 
werden, dass man fiir ¢ auch den Werth null einsetzen kann, so dass 
fir alle Werthe 0 << «< X die Darstellung von f(x) mdglich wird. 
Zu dem Zwecke gen iigt es nachzuweisen, dass 


fire U (Ax’) dz’ 


> U(az)* z <—o fre dz’ Su U(x) Ua U(aa’) 


[Caw de fi (Uae) dx 





convergent ist, und mit @ beliebig klein gemacht werden kann, dass 


also die Summe 
a 
> U(aa) U(Aa') 
x 


fan) dx 


bei noch so grosser Anzahl der Glieder endlich bleibt, wenn 2’ ein 
Intervall von null an durchliiuft, das den Werth x nicht enthilt. Von 
der Function f(z) nehmen wir dabei an, dass sie, auch wenn sie fir 




















¥ 
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x = 0 unendlich wird, doch absolut integrirbar bleibt. Hierbei aber 
wird es nothwendig, den Residuensatz von Cauchy anzuwenden*). 


Dem Werth 
Ula) Ue’) 


x 
[any de 
0 


lasst sich folgende Form geben. Da in der Function U(dzx) die 
Variabeln 4 und 2 vertauscht werden kénnen, so ist 


1 
@U na: 


1 
P we eee 
een « (a 7 ) Uae’) = 0, 


*) Einzig und allein auf Grund dieses Satzes, also in midglichst directer 
Weise, die aber auch eine lange Reihe von Untersuchungen erfordert, ist der 
Beweis von der Giiltigkeit der Entwickelung nach Cylinderfunctionen von Herrn 
Dini erbracht worden (Serie di Fourier e altre rappresentazione analytiche delle 
funzioni di una variabile reale. Pisa 1880, pag. 231—269) und dieser Beweis 
diirfte wohl der erste vollstindige sein, der iiberhaupt durchgefiihrt worden ist. 
Denn die aus dem Nachlasse von Hankel (Math. Annalen Bd. 8) verdéffentlichten 
Untersuchungen, die sich im wesentlichen gleichfalls auf den Residuensatz stiitzen, 
sind noch nicht in allen Punkten klar gelegt und beziehen sich nur auf den Fall 
h=o. Der Dini’sche Beweis, den schon friiher Herr Schlifli in einer kurzen 
Note (Math. Ann. Bd. 10) fiir den Fall h = angedeutet hatte, ist auch von 
Herrn C, Jordan in etwas anderer Form reproducirt worden (Cours d’Analyse; 
t. 3, Puris 1887, pag. 445—463). 

Cauchy selbst hat mittelst seines Residuensatzes die Entwickelung nach 
Cylinderfunctionen meines Wissens nicht behandelt; wohl aber hat er einen giiltigen 
Beweis fiir die Convergenz der Fourier’schen Reihe, die bei inm als ein specieller 
Fall allgemeinerer Reihen erscheint, erbracht und zwar in der Abhandlung: ,,Sur 
les résidus des fonctions exprimées par des intégrales definies‘‘ (Exercices de 
mathématiques, T, II, 1827). Nicht nur Dirichlet in seiner grundlegenden Arbeit 
liber die Fourier’sche Reihe, sondern viel spiiter noch Bonnet und Riemann, 
sowie andere geschichtliche Darstellungen erwihnen immer nur den verfehlten 
Beweis, welchen Cauchy in seiner Abhandlung der Pariser Akademie (Tome VI) 
im Jahre 1826 vorlegte, wiihrend die andere Abhandlung (zwei Jahre ilter als 
die Dirichlet’sche) einen Beweis enthilt, der vollstiindig und genau ist, sobald 
man nur die Voraussetzungen tiber die Beschaffenheit der Function f(x) betont, 
unter welchen gewisse Umformungen bestimmter Integrale, die bei Cauchy 
vorkommen, allein und tiberdies in etwas anderer Form, als es dort geschehen 
ist, zulissig werden. Diese Voraussetzungen sind aber die bekannten, von 
Dirichlet angegebenen, dessen Verdienst um die Theorie der Fourier’schen 
Reihe durch diese historische Thateache nicht geschmilert wird, da erst durch 
seine Untersuchungen die Theorie in Zusammenhang gebracht wurde mit all- 
gemeinen ganz neuen Bedingungen fiir die Convergenz bestimmter Integrale und 
unendlicher Reihen. 
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also 
U (aa) SO — Uae) SS = @'? — 27) Uae) Uae) 
oder 
(17) U (Aa) U (hat) = a ae 9 (A), 
wenn (A) = U(Az’) 47 tte) — U(an) S008) gesetzt wird. So- 
dann ist (Gleich. 10) 
x 
‘i dU aU @U x aU 
2a f Urde =| oy dz U -ataz |, a Ulnar “aT atas |," 
0 


Setzt man 
47 4 4U=T(d,2), wobei w(4,X)—0, 


so ist der bet Ausdruck gleich — U@’(A) fiir «= X. Aber auch 
die Grésse U(Ax) kann durch @’(A) ausgedriickt werden: denn es ist 


dU _i aU a dU 
ae er ee oat. 
» 1 
: 1 dU , i aU oe 
(18) P= 2 apts aa th 0 -—( Lyne _(, ms | © 
und fiir « = X ist dieses gleich 


s_t 
(4) = — v|* X(>+4)+ ett 


also 


(o'(2))* o'?X 


09) mn ea 





AX (x +h)+H x -~— + 


wobei 
(20) w(A) = hX(1+-4X) + a2 X? — (n? — 1). 
Folglich wird 
25 U(ra) U(aa') — _— wee. 
j (U(ax))?dx B 


Der unter der Summe stehende Ausdruck ist das Residuum von 


(2) p(2) © 
(w(2))° ’ 











po ny some 


“Ape 


18 RRS I 























Darstellung durch Fourier-Bessel’sche Functionen. 59 


denn das Residuum eines Quotienten _fie) in welchem der Ziahler 


(o@)* 
durchaus endlich bleibt, hat fiir die verschiedenen Wurzeln z = 4, fiir 
welche @(#) = 0 ist, den Werth 





fF _ f)o" | 
(a (a))* (a’(a))° 





Nun ist /’ (A) = (A) mp’ (A) + w'(A) p(A), aber es wird hier 
y'(a) O(a) — (a) w" (a) = 0. 
Denn es ist (Gleich. 18) fiir jeden Werth von z: 
aw! 
w (a—(F +h) 4 — (:. ” “a U=—v(U 5, +7 E+) a0), 
also fiir «= X, wobei @(A4) = 0 wird, 


B"(i)—— (a) FF eg —V OU + 9@U ge +X (EFA) 


und folglich 
@” (2) 1 dU wp’ (a) 1 X/1 ap’ (a) 
@Q) U0 da ' “pay +> (= +h) play? 
weil 
1 dU x 
vy aa ee. 
Demnach ist die Reihe 
Po U(aa) Uae’) 
h 3 
4 (U (Ax) Pax 
u 


gleich dem Werthe, nach welchem das complexe Integral 


Ptr oe w (2) p (2) 
(2°? — a*) X (a ())? 





convergirt, wobei 


vt) — Dies) AU LE — ypyn) Ae 


’ 


(2) = hX(14+hX) + 2? X? —(n?— 4), 


wenn dasselbe tiber den Rand eines Rechteckes erstreckt wird, welches 
die reelle positive Axe in seinem Innern enthiilt, also etwa die Eckpunkte 
2=0, y= +k; cml, y=+ik besitet, und wenn man dieses 
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Rechteck schliesslich in die Halbebene tibergehen lisst, indem h und k 
unendlich werden*). 

Es ist also zu zeigen, dass der Betrag dieses Integrales endlich 
bleibt, wie gross auch immer die Werthe von hk und k angenommen 
werden. Da in dem Integrale der Ziihler eine ungerade Function 
wird, so kommt der Integrationsweg auf der Ordinatenaxe nicht in 
Betracht. 

Nun ist (Gleich. 12) 

U*(ex) = — cos (ea—B) (1+A) + : 
Vx Va 


wobei die Gréssen A und B beziiglich von der zweiten und von der 
ersten Ordnung Null werden fiir z= oo. Hieraus folgt: 


et oe Ve sin (¢x—) (1+-C) +7 00s (ex—B)D, 


wobei C und D von der zweiten und ersten Ordnung null werden fir 
z=oo. Demnach wird 


-sin (¢x— B) B, 








a(z) = J +hU= Fe (eX —p) (h4+-hA+2zD) 


+e8in (eX—£) (hB—2—2C). 


Betrachtet man nun das Integral auf den zur Abscissenaxe parallelen 
Seiten, fiir welche ¢ = & +- ik, so ist der Modul von w(z) gleich dem 
Werthe 


A. gx 7 
Va eX mod. z-g, 


wobei g eine endliche Grésse bezeichnet, die auch bei beliebig grossen 
Werthen von z weder null noch unendlich wird. Dagegen ist im 
Zihler des Integrales der Modul von 

(2) = U(er’) “GE” — Veer) 


dx 


dU (ex) 


dx 





gleich 7 e*(@+=) mod. (2) + g., wobei g, durchaus endlich bleibt. Ferner 
4 


ist der Modul von ~(z) proportional dem Modul von 2’. Hieraus folgt, 
dass der Modul des unter dem Integrale stehenden Quotienten pro- 





*) Von einem Integrale dieser Form geht auch Herr Dini bei seinen Unter- 


suchungen aus (a. a. O. pag. 250), nur dass dort die Function P" (4x) zu Grunde 
gelegt ist, welche mit U durch die Gleichung zusammenhiingt 


nt+4 
P* (ix) = LHL oI U" (a2). 


aa tt 





ee Le 
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portional e~*(@*-+*)) ist. Liisst man also k unendlich werden, 
wihrend 7 endlich bleibt, so wird dieser Ausdruck null. 

Fiir die zur Ordinatenaxe parallele Seite 2 ==1-+ iy (und analog 
fiir 2 = 1— in) wihle man den Werth] so, dass |X — £ stets gleich 


einem ungeraden Vielfachen von = wird, also 
sin (eX —f) = + cos inkX, cos (¢ X— B) = + sin in X. 
Alsdann wird der Modul von @(z) bei allen positiven Werthen von 


” gleich 
= e”X mod. (2) ‘9, 
w 


wobei die Grésse g endlich bleibt und nicht null wird, auch fiir 
y= oo. Die Grosse g bleibt endlich, auch wenn 7 unendlich wird, 


; , 1 , 
sie convergirt nach dem Werthe 5. Da nun wiederum der Modul von 


(2) gleich 
ze en'=~#) mod, (2) + g, 


und der Modul von #(2) proportional dem Modul von 2? ist, so ist 
der Modul des Integrales zwischen den Grenzen y=0 und y=-+i00 
eine durchaus endliche Grosse; dasselbe gilt auch von dem Integrale 
zwischen den Grenzen y7 =O und 97 = — too, und bleibt in beiden 
Fallen bestehen, auch wenn / unendlich wird, 

Damit ist die Reihendarstellung in vollem Umfange bewiesen. 

Bezeichnet f(x) eine Function, die bis auf einzelne Sprungstellen 
im Intervall von 0 bis X durchaus stetig ist, die, wenn sie an der 
Grenze null unendlich wird, doch absolut integrirbar bleibt, und welche 
nicht unendlich viele Maxima und Minima hat, so ist fiir n> 0 


Jre U™ (x)da 
f(z) ~- U(x) 2 
fiv-aoy da 


also auch 


x 
J Vif a) J" Qa) de 


” — 27s) * — 


fi (J* (1x)? ade 








Setzt man f(x) = /x F(z), so ist auch 








| 
| 
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z 
feF@) I" (da) de 
F(z) => (4x) -_,—__—___ 
‘ fo anpede 
0 
An Stelle der Dirichlet’schen Bedingung fiir die Function f(z) 
kénnen auch andere treten, so z. B. dass die Function f(x) einen 
iiberall endlichen integrirbaren Differentialquotienten besitzt. Auch 


kann man in analoger Weise die Entwickelung nach Functionen mit 
negativem Index » in Betracht ziehen. 























Die irreducibeln Syzyganten einer bindren Form 6. Ordnung, 
die in den Coefficienten héher als vom 9. Grade sind. 


Von 
Frhr. v. Gaui in Darmstadt. 


§ 1. 
Einleitung. 


Im 7. Bande des American Journals hat Hammond die irreducibeln 
oder Grundsyzyganten der biniren Form a,° bis zum 9. Grade in den 
Coefficienten einschliesslich veréffentlicht. Dagegen gab Stephanos 
im 96. Bande der Comptes Rendus an, wie man mit Hiilfe allgemein 
bekaunter Siitze iiber formes gauches eine unbegrenzte Anzahl relativ 
einfacher Syzyganten erhalten kann, sobald man nur einmal die 1. und 
2. Ueberschiebungen ihrer geraden Formen durch die Grundformen 
ausgedriickt hat. Er fiigte in einer Fortsetzung seiner Arbeit eine 
vollstiindige Liste dieser allerdings schon grésstentheils bekannten Zer- 
legungen bei und zeigte an 15 Beispielen, wie man mittelst jener 
einfachen Siitze (Vergl. Gordan’s Vorlesungen § 4) auch schwierigere 
Grundsyzyganten — freilich neben zahlreichen zusammengesetzten — 
erhalten kann. Durch kleine Erweiterungen seiner Methoden, directen 
Fortschritt von niederen zu héheren Relationen, namentlich aber durch 
Bentitzung des Aronhold’schen Processes 

Of—p (Vergl. Gordan’s Vorl. § 5) 
gelang es mir aus der grossen Zahl der auftretenden Beziehungen die 
irreducibeln herauszuschilen. Meiner Aufstellung fiige ich in der 
Regel nur dann eine Andeutung tiber das zum Ziele fiihrende Ver- 
fahren bei, wenn es wesentlich von den Stephanos’schen Principien 
abweicht. Auch lasse ich die Angabe der mittelst des Aronhold’schen 
Processes durchgefiihrten Controllrechnungen aus. Das Resultat meiner 
Rechnung ergab, dass die von Sylvester im 4. Bande des American 
Journ, durch tamisage erhaltende Tabelle mehrfach kleiner Correcturen 
bedarf, wie schon Hammond gegen Sylvester die Existenz einer (9, 6) 
gezeigt hatte. 
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Ich schliesse mich der von Stephanos getroffenen Wabl und Be- 
zeichnung der Grundformen an. Fiir die Functionaldeterminanten, die 
derselbe nicht niiher benannt hat, wiihle ich die hergebrachte Bezeich- 
nung. Das System der Grundformen ist alsdann: 


f= az", 
— (ab)’, i,4 = (a b)', H,* = (a b)*, 
l.? = (fi), pe’ = (fi), O25 = (ft)', Te'* = (fH)', 
B= (ii), At— (i, re®=—(fY', Ze = (fp)', 
= (il), het =(il)', 2° = (f4)', 
C=(iA), s,2—(fm)', t.° = (td)', 
nq? == (im)*, jet=(im)', k,* = (in)!, 
D = (In)’, R = (nv)? = (Im) (In) (mn), 
vz? =(lm), wsr=—(In), A,?> = (mn), 


Der oben erwiihnte Aronhold’sche Process ist zur Entwickelung 
von Relationen, Ueberschiebungen , Syzyganten und zur Controlle von 
fundamentalster Bedeutung. Ich fiige daher das Resultat seiner An- 
wendung auf die Grundformen nachfolgend bei: 


dA = 2B, dl= = Al+ im, 

. 8 3 =; 2 L. 
dB=, AB-—=C, om = 3 Am + 5 ; Bl 5 > 
dC=—4AC—1 BY, = dn=t An—T Bm— Cl, 
dD =~ AD- = 0%, taba de 
dR=-= AR, du = Au —Z By +a, 


) * AA+ > Bu+t 1 Gy. 
. 4 » 2 

di=— | Ai— ZA, 

dA == AA— = Bi, 


dh == Ah+2j, 
dj == Aj + —k+= Bh, 
dk = > Ak + 7 Bj—ZCh. 

















Syzyganten einer biniiren Form 6. Ordnung. 


df =p, HG it sh 
4 7 8. 4 7 
or =< Ar—Zs—-t, do = 5 Ao—* BO -Fthi, 


8 2 1 1 4 3 1 
ds=— 7, As — 7 At— ZBrt+ ghl, 62—,AZ—FZIO-DMW, 


4 a. 1 
dt— * At. T= > i044 fr. 


Schliesslich bemerke ich noch, dass ich zum ersten Gliede jeder 
Syzygante ihre Charakteristik gewihlt habe, und dass jeder Gruppe 
(i, k) die accessorischen Producte A beigefiigt wurden. Jede der 15 
Syzyganten von Stephanos nenne ich eine St. und ergiinze, dass nur 
seine (13, 6) einer kleinen Correctur bedarf. Ich brauche endlich wohl 
kaum zu erwiihnen, dass A;,;, A;m etc. die Invarianten (I1)*, (lm)? ete. 
bedeuten. (Vergl. Gordan’s Vorles. iiber bin. Formen pag. 290). 


§ 2. 
Aufstellung der Grundsyzyganten. 
1. Syzyganten (10, 4): m?. 
(A:ln, CA). 
Aus der Entwickelung der doppelten Functionaldeterminante 


[(ém) 1] 


erhailt man die St. 
—m? + Aimi + And + + BP — 2in=0. 


2. Syzyganten (10, 6):iv, Bs. 
(A:hm, jl, Cr, Bt). 
> (idm = 0 und d(pm) oder 0(fn) geben 
iv+hm—jl=0O, 
Bs + 2Bit —2Cr + hm — 3j1=0. 


3. Syzyganten (10,8): np, h?. 
Die Entwickelungen von h? und [(/A)p] liefern: 
2h? + PA + Ay? — 2ilm=0, 
6np + Bim — 2ilm + 20? — 4BiA—2AL?+PA—2Bip=0. 
Die entsprechende St. ist 


Mathematische Annalen, XXXV,. 




















v. Gaut. 


+ (10, 8), + 1+(7, 6), 
(7, 6) = Cf + Bp — + im—21A =0. 


Diese folgt ohne weiteres aus 


6[(fA, = —F Bt fil]. 





4. Syzyganten (10, 10): nO, Hy, jp, sA, tA, C2. 


(A: fk, mo). 
Leicht findet man: 


nO + fk—+ i(4Br + 2At —5hl) =0, (I) 

GHy + 1(2B0 + 2Ao-+ 3lr)—m(2A0+4 120), (2) 

jp — mo + =~ i(2Br + 2At—hl) =0, (11) 
sA—ma-+fk=0, ~ (IV) 

A(s + 2t) — 2jp —— (BO + hi) =0, (5) 


Die Ueberschiebung von (7, 6) iiber p giebt: 
202 — moa — — (BO + hi) —jp =0. (6) 


Von diesen ersetzen wir (2), (5) und (6) durch die linearen Com- 
binationen 


Hy — 2mo +—71(2B0 + 2d4@ + 3lr)-LAmO=—0, (II) 
2At — mo — fk —+ (BlO —2Bir —2Ait+2hil)=0, (V) 


CE — mo —5(4B10 — 2Bir — 2Ait + 5hil) =0, (VD), 


worin fiir 
V = (5) — (4) +2. (3), 
2 VI = (6) + (3) 
zu setzen ist 


Durch Ueberschiebung von 





(8, 8) = fn + CH — Fil?! —2 Aid — 2A? =0 
iiber ¢, ergiebt sich eine neue 
(10, 10) = IT— VI+ V. 


Stephanos hat noch eine andere (8, 8), die sich als eine Folgerung 
der Entwickelung von [(Al)f] darstellt: 


—fn—mp ++ Bfl+ + Be+ 2 AiA+ 2h? =0. 

















Syzyganten einer biniiren Form 6. Ordnung. 
Die erstere folgt nach einigen a aus 
8[(pp) = Fim—tlp— tid]. 
Man sieht, dass fk und mo accessorische Producte sind. 
5. Syzyganten (10, 12): jO, rs, rt, ho. 
270 + imp + fin —fmdA —+ ?(2Bi+2AQA+ 3?) =0, 
2rs + Aimf? + lmH — = fl2Bi + 24d + 38h) 
— i fm(Ai + 6A) =0, 
2rt + f (in — mA) + lpA — + il(Bf + 3il) =0, 
2h + fin + pA — + Bfil — 3iA(Ai + 6A) =0. 


6. Syzyganten (10, 14): 7 .n. 
Tn + [f2CO —2 Bo — 3mr —31s)— 1 H(4Br4+2At—5lt) =0. 


7. Syzyganten (10, 16): j7, sd, td, w?. 
%jT-+fi| +(Bp—Cf— + ABf+ Ail) +1A—+ im]4+mpH—2* f2tm 
—=iH(2Bi+2AA+ 32) =0, 
25h 4+ + f2(lm — Ci+ BA) + mph — + fp(2Bi+24A4+380) 
ine f?m=O0. 
6 
2tE4 Efi(im+lA—2Bp) + pa + <?lp —+ BPA =0. 
2a? + = f2(2Ci+Bd) + AH —filA =0. 
8. Syzyganten (11, 6): An. 


(A: Df). 
0(7, 6) erzeugt die St. (9, 6): 


2Cp + = BY — Bil+in—2mA =0, 


die spiiter zur Reduction und Entwickelung héherer Syzyganten viel- 


fach Anwendung findet. Schieben wir aber (lp) = js+t iiber m, so 


erhalten wir nach Abzug von ;B (7. 6) die St.: 


5* 
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nd —~ Df + 7AmA +2 0m —= ACp —* Cil— BIA 
3 
+= BCf=0. 
9. Syzyganten (11, 8): fu, ik, py, jA, rn, Co. 


(A: ms, mt), 
Man erhalt durch 


> (Am)i =0, > (lm)p = 0, > (fn = 0 


(7,6), A], [10,4),f], [(9,6 4 und [{(8, 8) = CH}, J 


die sieben unrein charakterisirten Syzyganten: 


und 


(1) ik+jA— mti=0, 

¢ ‘ 1 1 J 1 

(2) 2p-v — ms — 2mt — 1(— lh — ; Br — 3 At) =0, 
(3) fu + nr —1(2 Br + = At— 41h) =0, 


(4) —jA—mt+2Co —— B0— + Bhi=0, 
(5) fu+2nr + ms —2Co— =~ AC0— 2 BO —* ABo 
1 ee 
—{ Bl =0, 
(6) —ik+2mt—2Co+—BO0++4Bhi=0, 
9; ¢ 1 Y 1 9 1 1 
(7) 2j4 + nr —2Coa — 5 ACO — FAP —— Alt —* Bir 
+5 Aij =0. 


Diese ersetzen wir durch die linearen Combinationen: 


(I) 2fu — ms + 2mt — + Bly —= Alt + = Ph ++ BO +400 


++ ABo— + Aij+ = Bhi=0. 
(II) 2ik + ms — 2mt+ > Br +> AU— 20h — 2 BO 
—1 400 —,ABo —~ Aij=0. 
(ILL) 2pv — ms —2mt — : (hl —2Br — 2At) =0, 
(IV) 2j4 — ms — 5 Blr— = Alt+ Ph+ > BO + +400 
+5 Aij++ ABo=0, 
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(V) 2nr + ms — 2mt — + B’O + + Blr —?h— ACO — + 4ABo 
Sa, 1 , 
+> Aij — 7 Bhi =0, 
(VI) 40a —ms — 2mt—+ Blr—2 AuU+2 Ph 
+5 400+ ABo+ + Aij —2 Bhi=0. 
Es hiingen mit diesen die vorhergehenden durch die Gleichungen zu- 


sammen: 
II+1V VI—IV 
——;) Go ’ 


(I)= 


Galt , (5) = -+s0=%, (7) as a+ = 
‘ I+V — II— VI 
Ot, genta , 


10. Syzyganten (11, 10): Ov, jr, hs, ht. 
20v+ ln + im(> Ai+2A) —fm? — 2 il(2Bi+2AN+432) =0, 
2jr + Aimfi + lmp — fm? — = il(2Bi + 2AAN+32) =0, 
2hs + Aimfi + lmp — im (ji ate 2A) —fin=0, 
2ht + im + 1A? — imA — + Bitl=0. 
ll. Syzyganten (11, 12): KH, 2n. 
kH — En — = i[2CO —2Bo — 3mr — 31s] =0, 
En — 5 f[2Cr + BBs + 2Bt + 3hm + 3jl) 
—= p[4Br + 2At — dhl] =0. 
12. Syzyganten (LI, 14): Z7'v, Xj, sa, ta. 
2Tv + fi[+ (Bp + Ail — + ABf— Cf)—im +14] 
-- mH (~ Ai+ 2A) os + {m(Ap — Bf) 
—HI2Bi+ 24d +32) =0, 
225 + + film — 2Ci + 2BA) + mp? — ¢ Bf 
—= ip(2Bi 4+ 2AA + 3P) =0, 
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2s + + £2(Cl + Bm) + mHA — = film 
— = fA(2Bi + 244 + 30) =0, 
2to + + fi(2Ci — BA) + pA'—+ Bid + FPIA=0. 


13. Syzyganten (12,4): Di. 
(A: mn). 


Schieben wir (Am) + k=O iiber J oder (LA) — j = 0 iiber m, 
so entsteht die St: 


De < CP? —2mn+ A, A =O. 


14. Syzyganten (12,6): hn, Av, Cs, Ct. 
(A: iu, kl, jm). 
hn+ ip —kl=0O, 
Av —jm+kl=0. 
Zwei weitere folgen aus [(7,6) m] und [(10, 4) ¢): 
Cs + + Bihl — 2Br — 2At) + 2kl —jm—=0, 
Aut — 2kl + ip — jm ++ Bhl=0. 
A,, vertritt wegen 
Ay, ==, AB+ 20 
die Invariante C. 
15. Syzyganten (12,8): DH, rv, hj. 
[(H1)n]} giebt: 
— 3DH — Bfn+ 4Anp + 4iln — 2Ayid — A?(A* + 6B) 
++ 1A(Al+ 8m) + FU =O. 
Zwei weitere lauten: 
2rv + Ain -ft— Au-fm+-im(4+ Ai+d) — 22 2Bi+24N430)—=0, 
2hj + Aim: i? + lm& — im? — iln = 0. 


16. Syzyganten (12,10): Hu, kp, no. 
no —2f(2Ch + 3Bj) —2 A(4Br + 2At— dhl) =0, 
kp —no + 5 i(2Cr + 3Bs + 2Bt + 3hm +35) =0, 
Hu — 2no —~ AnO —~ (200 — 2Bo — 3mr — 31s) = 0. 
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17. Syzyganten (12, 12): kO, Xv, ja, s*, st, #, 
2kO + + fi(2Cl+ 3Bm) + inp — fnd —+ i%(BA—Ci+Im) =0, 
2Ev + TfU(2BA—2Ci+3lm) + + mp(Ai+6A)— + fm(Bi+A A) 
— + lp(2Bi + 24d + 32) =0, 
2jo + — Cfil + mpA — = iAQBi+24A + 30) =0. 
2s? + Df? + Hm? — = fm(2Bi + 244 + 32) =0, 
2st + + fi(Cl + Bm) + mpA — fndA — + ?lm = 0, 


20 + — #2Ci —3BA) + A} =0. 


18. Syzyganten (12, 16): 7k. 
ork + fi[+ Bil—2 acf— 2 Bf —+cp+ + Aim—t in 
1 _ 
+4 AAL+ md +44P] 
+ Hap — 4 ftln — + iH(BA — Ci + 31m) =0, 


19. Syzyganten (13,4): Cj. 
(A: lu, Bk, mv). 
[(10, 4) 2] giebt: 
— Anuj + Aimh + lw + mv = 0. 


20. Syzyganten (13, 6): Dp, hv. 


6Dp + 3Amnf — Bin —2And — 30n + il(} AC + B?) — 61m? 
+ 3Cim—3BmA =), 
2hyv + Arm + il — Agim + lm*? — Pn = 0, 
von denen die erste aus [(/p)n] folgt. 
Die entsprechende St. enthilt einen anderen Coefficienten, niimlich 


denjenigen von /, der in =P - Ajym umzuindern ist. Es ist alsdann 


St. = + . (13, 6), — 4 C- (7, 6) + | BO, 6). 
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21. Syzyganten (13, 8): pu, DO, kA, fA, nt. 
(A: sm), 
DO + Aino — 2ns — f4— + Clr =0, 
pu ——ns—nt+ 4 12Cr + 3Bs + 3Bt + 3hm + 3jl) =0, 
kA —nt-++i(20h + 3Bj) =0, 
fa +ns — = m(4 Br + 2At — dhl) =0, 
—nt+ 0(= BC—+D)+2ACo+* Chit B(lt—+ij) 
— {+ A(mt — + ik) 
+ 75 (2Ch + 3Bj) — $ (him + Jilv) =0, 


von denen die erste aus [(12, 4)/] und die letzte aus [(11, 6) 7] obne 
weiteres folgt. , 


22. Syzyganten (13, 10): Ow, kr, av, js, jt. 
20u + —/l(2Cl+ 3Bm) + + in(Ai+6A)+ + il(Ci—BA—3lm) 
—fmn=0, 
2kr + Dfi + np + fmn + = il (Ci — BA — 31m) = 0, 
2av+ efl(2ct +3Bm) + ; mA&(Ai + 6A) —fmn 
—TlAQBi + 244 + 3?) =0, 
2js + Dfi + mp — fmn — = im(2Bi+2AA4+3P), 
Qjt+ = C#l+ Atm + ind =0. 
23. Syzyganten (13,12): DT. 
DI — < BCT + { 2ACi + 3B — 6Alm + 3ln) 
Bus . 
—; tr(2n — 2Bl + Am) 
—{H(4CH — 2Bj + 2Ak — 3lv) — 3lmo 
+5 ClE+ = Acfr =0, 
Diese folgt aus [(11, 6) H]. 








i eee 
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24. Syzyganten (13, 14): Ty, Zk. 


2Tu + + fl[{12Bil — 8.Acf — 10 Bf — 12Cp + 6Aim — 36in 
+ 6AlA + 36mA + 99} 


+ Hn(< Ai + 2A) ++ fn(Bf — Ap) 
+ tHI(Ci — BA — 3im) =0, 
2Dk + & fi[36ln — 204 Ci — 15 BYi — 30CA + 45m] + np? 
+ = fn@®Bf —3il) + + ip (BA — Ci + 3lm) =0. 
25. Syzyganten (14,4): DA. 
(A: m?). 
Aus [(12, 4) ¢]}? folgern wir: 


DA + Anni — n? —= Clin — + Bm? = 0. 
Stephanos hat dafiir 
1 
(14, 4) — + B(10, 4). 


26. Syzyganten (14,6): iA, Au, Dr, mk. 
(A: jn). 
iA—km+jn=0, 


uA —jn+ 1 1(2Ch + 3Bj) =0. 
3Dr + Gud — 4BCr — 4AC(5-+4 2) + 401 — 2Bjl 
+ $vx2AA +0) +2Akl=0, 
km + jn + 2 A(2kl + hn + Av) + + Chl —2 ABhl — Art 
— © AyAt =0. 
Die beiden letzten entwickelt man leicht aus: 
[(11, 6) 7] und (12, 6),, 
wenn man zu diesem noch 
— Z, B(10, 6) + * A[(12, 6), + (12, 6),] + 4 [(14, 6), — (14, 6),] 
hinzufiigt. 
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27. Syzyganten (14, 8): ru, hk, sv, tv, j. 

2hk + Di? + nA — imn — = il(2Cl + 3Bm) =0, 

27+ D? + mA — 2imn =0, 

2ru + Dfl— Au-fn+in(= Ai+2A)+ =? (Ci—BA—3SIm) =0, 

2sv + Dfl+m*(+ Ai+2A)—Ainfm— > lm(2Bi+24N 4320) = 0, 


2év + Am? — InA + il(2Cl + 3Bm) — imn =0. 


28. Syzyganten (14,10): D2, HA. 
Ha — = m(2CO—2Boa—3mr—3Sls)— + n(2BO+24A0+3lr) =0, 
DE+HA+ { Am(1O + 2ir) — +01 (4 40 — 20) 
— n2BO + 24@ + 3lr) =0, 
di ese entsteht aus: [(12, 4) H]. 


29. Syzyganten (14,12): ko, Zu. 
2ko + npA + —Cfim+ + id(Ci — BA —3im) =0, 
2Dyu — = /U(4ACi+3 Bri +6CA —91n—9m*) + pn(2 Ai + 2d) 


— i fn(Bi + AA) ++ Ip(Ci — BA — 3m) =0. 


30. Syzyganten (15, 4): 14, Dh, Ck. 
(A: mu, nv). 
lA— mu + nv =0, 
Ay k — Aims j — > Blv + 2nv — mae =0, 
Dh — Aims j + 2nv+ 14 =0. 
Die beiden letzten ergeben sich aus: 
[(10, 4) m] und [(12, 4) 7]. 


ie 


a 
31. Syzyganten (15,6): hu, jv. 

2hu + Dil + lmn — Ay-in— + 2201+ 3Bm) =0, 

2jv + Dil + m — A,,im — lmn = 0, 








— > 
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32. Syzyganten (15,8): Dao, pa. 
pi+ + m[2Cr + 3Bs + 2Bt + 3hm + 40] 

+i n[2Br + 2At— hl] =0, 


Dw — Ay(} Bo — 4.00)—+ Bly — = C(mr + 5 fr) 
+ B(ur + 5 fu) + in(4Br + 2At — dhl) =0, 


Dw ergiebt sich aus 
{(11, 6) 4] oder [(14, 4) |]. 


33. Syzyganten (15,10): wo, sk. th, Od. 
204+ = fm(2Cl + 3Bm) + + in(2Bi + 24d + 32) — fr? 
+4 im(Ci — BA — 3lm) =0, 
2uo + —fl(20m + Bn) ++ nA(Ai + 6A) —2fnGn — BI 
+= 1A (Ci— BA — 3m) =0, 
28k + Ann: fi + mnp — fn? + + im (Ci — BA — 31m) =0, 
2th + = i2(20m + Bn) + nA? — + Bitn—TiA2Cl4+3Bm)=0. 
34. Syzyganten (15,14): Td. 
274 + fm|—= Acf—% Bf —+ Cp ++ Bil+ + Aim 
— Fin tAla+mo+4P] 
+ ~Hn(2Bi+24A +32) | 
—fn{+ (Bp + Ail—+ ABf—Cf)—4 im+14| 
+ >Hm (Ci — BA — 3lm) =0. 


35. Syzyganten (16, 4): v’. 
2v? + DP + Aym? — 2Ajm + ln = 0. 
36. Syzyganten (16,6): Rf, nk, Ds, Dt. 
(A: AA). 
nk — 1A — + m(2Ch + 3Bj) =0, 
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Rf —4(2A 4+ + Ai) + 2 w2Bi + 244 + 31’) 
+ +v(Ci — BA — 3lm) =0, 
Ds — = BCs —= AC(2Br + 2At — hl) + = Cjl + 2BAy 
+ = Akm + 214 — = Bjm—Imr =0, 
Dt — + Cjl—2kn+i4d=0. 


Ds und Dt sind eine Folge von: 
[(11, 6) m] und [(12, 4) d). 


37. Syzyganten (16, 8): rd, jk, su, ty. 
2rd + Anim + 2 In(2Bi+ 2AA + 312) — Arn fn 
+ | lm(Ci — BA — 3m) =0, 
Qik + Anni? + mnd — in? — + im(2Cl+ 3Bm) = 0, 
2su + Amn fl + mn (2a a + Ai) —Aim- fn 
+ = lm (Ci — BA — 3m) =0, 
2tu + = il(2Cm + Bn) + mnA —in (n — * Bl) 
— L1A(2Cl + 3Bm) =0. 
38. Syzyganten (16,12): 24, 
254+ fm(> m? — = aci— = Bi—+ 0a) 
+ 4 np2Bi+2AA + 31%) — fn(4 BA— + Ci) 
+ + mp(Ci — BA — 31m) = 0. 


39. Syzyganten (17,4): Ri, md, nu. 
(A: Dj.) 
Ri — ma + nu—Z v2Cl + 3Bm) =0, 
ma + Dj — Aink —+ Cl =0, 
nu — Dj + Annh+ = Clv ++ Bmv =0. 


mA und mu ergeben sich beziiglich aus: 
(12, 4) m] und [(14, 4) J. 
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40. Syzyganten (17,6): ha, ju, kv. 
2ha+ Dim + In? — Aimin — = lm(2Cl + 3Bm) = 0, 
2ju + Amail + m?n — Amin — = lm(2Cl + 3Bm) = 0, 
2hv + Annil + mn — Dim — lr? = 0. 
41. Syzyganten (17, 8): RH. 
RH — al 5 4p - 3 B+ zi] 
1 » 1 . a 
< u[5(Bp + Ail— + ABf— Cf) — Fim+ 14] 
aes “el ACf — = B*f —~ Cp + 4+ Bil+ 4 Aim — Zin 
++ AlA+ mA + 71°) =0, 


42. Syzyganten (17, 10): @A, 
2i@ + — Cfm? + + nA Bi +24 + 31%) — = Cfln 
+ + mA(Ci — BA — 3lm) = 0. 
43. Syzyganten (18,2): Rl. 


(A: Ca, Dv). 
Ri— Aya + Aimlt — Dv= 0. 


44. Syzyganten (18,4): uw». 
Quy + Amn* 1? +. Ay mn _ Aim In — Dim=0. 


45. Syzyganten (18,6): Rp. 
Rp — 5, 4 (10Bi + 104A — 31%) + % wGBA — 5Ci + 61m) 
— Jy »[36Im + 45m? — 10 ACi — 15B*i — 300A] = 0. 
46. Syzyganten (18,8): RO, As, At, ke. 
(IZA+4+2Ai) (2Bi+2AA+43l2) 2BA—2Ci+61m) 
2Re—+ m n =(2Cl+ 3Bm) |—0, 


l m n 
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284+ Ana fm + = mn(2Bi + 2AA + 31%) 
+ + m*(Ci — BA — 3lm) — Dfn=0, 
2td + + Cim?+ wA — — mA(2Cl + 3Bm) — + Ciln =0, 


Qh? + Anni? + w?A — 2 in(20l+ 3Bm) =0. 


47. Syzyganten (18, 12): RT 
(12A+2Ai) (2Bi4+2AA+31?) (2BA- ees 
5. 
2RT—1\(—jBf+j4p+7il)  X # =0, 
l m n | 
worin fiir X und Y resp. zu setzen ist: 
X= 1|—< ABf— Cf + Bp + Ail]— 2 im + al, 
2 3: cme 1 es we ts 
You — 5 ACf— 7 Bi— yz Cp t+ ZT Bil+ | Aim — = in 
+ — AAL+ Am+i 
48. Syzyganten (19,4): Dk, RA. 
(A: mA). 
Dk — + Aim(2Ch + 3Bj)— + Clu — nd =0, 
RA —a(n—+ Bl) + Ful + Bm) —z v(20m + Bn) = 0. 
Die erste folgern wir aus 
[(12, 4) ni}. 
49. Syzyganten (19,6): Rr, ja, ku. 
2jd + Ama im + mn? — Din — = m?(2Cl + 3Bm) =0, 


kw + Ag, il + mn? — Din — + In(201 + 38m) =0, 


(12A4+2Ai) (2Bi+2AA+312) (2BA—2Ci+6lm) 
2Rr—z , s.. D =0, 
l m n 
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50. Syzyganten (19, 10): RX. 
O=12RZ— 

1 (12A + 2A) (5 Bi+i4a—+ 1) 
m (2Bi+2AA4 31) (—LCi+ 5 BA+ = Im) 
—2 sci —+ Br 


n (2BA — 2Ci + 61m) : b 








51. Syzyganten (20,2): Rm. 
(A: Du). 
Rm — Aina + Du — Annv = 0. 


52. Syzyganten (20,4): Rh, vd, w’. 
m n (< Cl+ 5 Bm) 
2hh ig Ay Aim D = 0, 


l m n 
2av + Amn: lm + Aim: mn — Din — Dm? = 0, 
2? + Ann . 2+ Ay-n? —2Din =0. 
53. Syzyganten (20,8): Ro. 
(2Ai-+12A) (2Bi+2AA+3?) (2BA—2Ci+6lm) 
1 1 1 1 tan 1 
2Ra—*(n—+Bl) (Lcl++Bm) (LCm+2 Bn) |=0. 
l m “1” 
54. Syzyganten (21,6): Rs, Rt, ka. 
2kA + Any im + n® — Angin — — mn(2Cl + 3Bm) = 0, 


(2Ai+12A) (2Bi+2AA+3?) (2BA—2Ci+6lm) 
2Rs—t| Aim D Sus =0, 
l m n 

om n + (2Cl + 3Bm) 
1 
2Ri—s|\6n—2Bl)  (2Cl-+ Bm) (20m + Bn) |=? 
l m n 
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55. Syzyganten (22,2): Rn. 
(A: Da). 

Rn — DA+ Anne — Annv = 0. 


56. Syzyganten (22,4): Rj, du. 
2aAu + Ann: lm + Aim: 2? — Ann: in —Dmn=0, 
| m ” + (2Cl + 3Bm) 
2Rj mai Am D das 
m n 


= (), 





57. Syzyganten (23, 2): Rv. 





Ay Aim D 
2Ryv — Aim D Arn = 0. 
l m n 





58. Syzyganten (24,4): Rk, a*. 
242? + Ann- m+ D-n? —2An,mn=0, 
| m n = (2c1 + 3 Bm) 
2Rk—=!| D Ans An = 0. 


| 0 m n 


59. Syzyganten (25,2): Ru. 


4; Ap, OD 
2Ru—| D Amn Ann | =. 
l m n 





60. Syzyganten (27,2): Ra, 


Aim D Ans 
2RA—| D Amn Aan - 0. 
l m n 





61. Syzyganten (30,0): R*. 
iy ten DB 
hen D Mas | = 0, 
BD Mie Ba 


2R? — 
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§ 3. 
Tabelle der Syzyganten. 


Ordnung in den 2: 





Grad 
in den 
Coeffi- 

cienten. | 0 








2 


4|6| 8 |10|12| 14] 16] 18| 20| 22| 24 Sylvester hat: 

10 | tale alala| | (10,12), (10, 14)°. 

11 2) 4 (11,6), (11, 10)5, 

12 1 (12,12), (12, 14) 1, 

13 (13, 14)%. 

14 (14,8)", (14, 12)°. 

15 1 (15,6)%, (15, 12), (15, 14)% 

16 4 (16, 10)!, (16, 12)°. 

17 (17, 10)2, (17, 14)*, 

18 1 

19 

20 1 

21 3 

22 1} 2 

23 1 

24 2 

25 1 

26 

27 | 

28 | 
| 
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owe mf Ww 
or 
to 


re wow - O& 
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1 (20, 16)', 
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Sethak 
Viele Producte sind indifferent, d. h. es entsprechen ihnen keine 

Syzyganten und sie kommen auch in keiner als accessorische Bestand- 

theile vor; solche sind z. B. f?, i?, 1?, H*, il, ip, lm, fA, fr, Dl, 

Cn, Bk, Ad, Bu, Cv, Dm, Dn, BC, BD us. f. 


Oppenheim, 15. Miirz 1889. 
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Algebraische Untersuchungen tiber Flachen mit 
gemeinschaftlicher Curve. *) 


Von 


Winer Enp in Miinchen. 


In seinem Werke ,,théorie des équations algébriques“‘ gab Bézout 
ein Verfahren an, vermége dessen sich aus einer beliebigen Anzahl 
Gleichungen mit ebenso vielen Unbekannten die letzteren bis auf eine 
eliminiren lassen, indem er zeigte, wie man die Resultante zu bilden 
hat. Dies lisst sich mit Hilfe gewisser Maltiplicatoren (polynomes 
nultiplicateurs) ausfiihren, mit welchen die linken Seiten der gegebenen 
Gleichungen multiplicirt und in linearer Form zur Resultante zusammen- 
gefiigt werden. 

Ausgehend von dieser Darstellung hat Jacobi*) fiir zwei und drei 
und nach ihm Clebsch***) fiir beliebig viele Variable einen nach 
ersterem genannten Satz bewiesen, welcher eine Beziehung zwischen 
den Schnittpunkten einer Anzahl algebraischer Gebilde ausdriickt und 
in der Theorie der Abel’schen Functionen eine Rolle spielt, indem sich 
aus ihm das Abel’sche Theorem ableiten lisst. 

Angeregt durch Herrn Prof. Brill] versucht nun der Verfasser eine 
Ausdehnung dieser Siitze auf Functionen von drei Variabeln, welche 
ausser fiir eine endliche Anzahl von Werthsystemen der Variabeln 
noch fiir ein einfach unendliches Werthsystem verschwinden, geometrisch 
ausgedriickt, auf den Fall von drei Flichen, welche eine Curve gemein- 
schaftlich haben. 

Die vorliegende Untersuchung zerfallt demgemiiss in zwei Haupt- 
theile. Im ersten Theil wird auf Ground der Bedingungen, welche 
eine Function zu erfiillen hat, damit sie sich durch drei gegebene 
Functionen, welche fiir die Coordinaten der Punkte einer Curve und 
einer Anzahl weiterer Punkte verschwinden, linear darstellen liisst, 


*) Vorliegende Abhandlung ist ein Auszug aus der Inauguraldissertation 
des Verfassers (‘Tiibingen 1887). 
**) Crelle J. Bd. 14 und 15, 
***) Crelle J, Bd. 63, 
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gezeigt, dass auch in dem betrachteten Falle eine Resultante hinsicht- 
lich jeder der Variabeln existirt, die mit einer Function, welche 
fiir die Punkte der Curve verschwindet, multiplicirt, sich in ahnlicheer 
Weise darstellen lisst, wie die Resultante in dem von Bézout be- 
handelten Fall. 

Der zweite Theil giebt auf Grund der Darstellung der Resultante 
den Beweis des Jacobi’schen Satzes fiir den Fall einer gemeinschaft- 
lichen Curve. 


I, Theil. 


§ 1. 
Ueber die Darstellung einer Fliche, welche durch die gemeinschaftliche 
Curve und die Schnittpunkte dreier anderer Flichen hindurchgeht. 


Wir gehen aus von drei Functionen f,, f,, f, vom Grad w,, u., Us, 
welche fiir die Coordinaten der Punkte irgend einer allgemeinen Curve 
m. Ordnung vom Geschlechte p verschwinden. Eine allgemeine Curve 
soll diejenige heissen, welche keine vielfachen Punkte besitzt. Solche 


Curven werden im Folgenden nach Herrn Nother mit R}, bezeichnet. 
Drei Flichen 


A=9 A=—% f=, 


welche eine R?, gemeinsam haben, schneiden sich noch in einer Anzahl 


w weiterer Punkte. Diese Zahl w ist: 
= My Hoty — m(u, +e, +H3—2) + 7 
wo r den Rang der FR’, bezeichnet. Wir nehmen an, dass die gegebene 
Curve keine Doppel- und Riickkehrpunkte besitzt, dass also 
r=2m+ 2p —2 
ist. 
Bildet man nun folgenden Ausdruck: 
F= Mf, + Uf, + Uh, 
wo die Mf ganz beliebige Multiplicatoren sind, deren Grade die der f 
auf den Grad » ergiinzen, dann sind die Coefficienten dieser M nicht 
alle verwendbar zur Erfiillung von Bedingungen, welche der Function 
F auferlegt werden, sondern man kann mit Hilfe des identisch ver- 
schwindenden Ausdrucks 
Af, = Bf, + Ch, 
welcher noch umgeformt werden kann in: 
Af, = (B+ B, fs) hf + (C—Bih)fs 
so viele derselben wegschaffen, dass die Zahl der iibrig bleibenden mit 
der Anzahl Bedingungsgleichungen iibereinstimmt, welche man durch 
Vergleichen gleich hoher Potenzen auf beiden Seiten der Identitiit 
6* 
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F= UM ,f, + Uf, + Usf; 
erhilt. 


Zu diesem Beweise ist aber erforderlich, dass die Relation 
Af, = Bf, + Chs 
aufgestellt werden kann, d. h. dass eine Fliiche A = 0 existirt, welche 
den Theil der Schnittcurve von f, = 0; f, = 0 enthilt, durch welchen 
f; = 0 nicht hindurchgeht. Wir wollen diesen Theil der Schnittcurve 
mit R% bezeichnen. Ferner ist noch néthig, dass mit Hilfe von /, 
in B Coefficienten weggeschafft werden kénnen. 

Wendet man die von Herrn Néther*) gegebenen Bedingungen auf 
den ersten Punkt unserer Forderung an, indem man gleichzeitig den 
zweiten Punkt derselben beriicksichtigt, so erhilt man den Satz: 

Die Coefficienten jeder Function vom Grade 


m> hy + He + ws — 4, 
welche sich linear durch die Functionen f,, f,, f, darstellen lisst, haben 
m-n—p-+1-+ 4 Bedingungen zu erfiillen. 

Bezeichnen wir nun durch v und y, die niedrigsten Grade der- 
jenigen Flichen, welche durch die Curve R%, hindurchgehen und sich 
noch in einer weiteren irreductibeln Curve schneiden, so liisst sich 
dieser Satz noch auf folgende Weise verallgemeinern: 

Eine Function F vom Grade 

n>pt+y+vy,—4 und n>u,+ 4, —3, 
welche im Ganzen m+n — p + 1 + u unabhdngige Bedingungen erfiillt, 
damit sie fiir die Coordinaten der Punkte der irreductibeln Curve RE 
und die weiteren uw Schnittpunkte verschwinde, lisst sich immer in die 
Form bringen: 
P= Mf, + Mf, + Uf. 
Erniedrigt sich dagegen der Grad m des Ausdrucks 


M,f, + Mf, + Msfs 
so, dass man keine Fliche vom Grad »— uu, durch die Restcurve 
RZ. von R2 in Bezug auf f, und fy legen kann, so stimmt die Zahl 
der Bedingungen, welchen die Coefficienten desselben geniigen miissen, 
genau tiberein mit der Zahl der Bedingungen, welche die Coefficienten 


der Function 

Mf + Myf, + Myf; 
ebenfalls vom Grade n zu erfiillen haben, wenn f;', f,, fs drei beliebige 
Functionen (d. h, solche, welche nicht fiir die Coordinaten der Punkte 
einer Curve verschwinden) von denselben Graden , wie f, , f2, f, bezeichnen. 


*) Zur Grundlegung der Theorie der algebr. Raumcurven (Abhandlungen 
der Berl. Academie der Wissenschaften 1882) pag. 47. 
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§ 2. 
Darstellung der Resultante der Schnittpunkte. ‘ 


Die Sitze, welche im Vorausgehenden abgeleitet wurden, kénnen 
nun auf die Darstellung der Resultante angewendet werden und es 
wird sich dabei ergeben, dass es auch fiir den Fall einer gemeinschaft- 
lichen Curve eine iihnliche Darstellung giebt, wie die im allgemeinen 
von Bézout aufgestellte. 

Bezeichnet man als Resultanten diejenigen Functionen r,, r,, 1; 
je von einer der drei Variabeln, welche gleich 0 gesetzt, die den 
Functionen /,, /,, f; gemeinsamen Coordinatenwerthe liefern, sei ferner 
® eine beliebige Function, vom Grade g, welche fiir die Coordinaten 
der Punkte der gemeinsamen Curve verschwinde, dann verschwindet 
das Product r,® sowohl fiir die gemeinsame RR als auch die uw 
Schnittpunkte. 

Um nun die Bedingungen, welche als nothwendig und hinreichend 
gefunden wurden, damit sich eine Function durch die gegebenen 
Functionen /,, /,, f, darstellen lisst, auch fir diesen Fall zu erhalten, 
nehmen wir zunichst an, dass 


H+ PZ, + Ws —3 
ist. Dann kann man nachweisen, dass auch die zweite Bedingung bei 
der Resultante von selbst erfiillt sein muss und es kann daher der 
Satz ausgesprochen werden: 

Sind drei Flichen f, = 0; f, =9; f, =O gegeben, welche eine 
Curve und eine Anzahl Punkte gemeinsam haben, so ldsst sich das 
Product der Resultante mit einer beliebigen fiir die Coordinaten der 
Punkte der Curve verschwindenden Function, deren Grad der Bedingung 


: P+ PSh tH, —38 , 
geniigt, immer durch die Functionen f,, f,, f, linear darstellen. 


§ 3. 


Ueber die Darstellung einer Fliche, welche durch eine Raumcurve 2), 
hindurchgeht. 


Drei Flichen f, = 0; f, = 0; fy = 0, welche eine allgemeine Ri, 
gemeinsam haben, schneiden sich in w weiteren Punkten, Nimmt 
man aber eine vierte Fliiche f, = 0 dazu, welche ebenfalls durch die 
Curve hindurchgeht, so werden diese vier [lichen im allgemeinen 
keinen Punkt weiter gemeinsam haben. Bildet man nun die bis zum 
n= Grade ansteigende Function: 


P= Mf, + Mf, + Myf, + Myf, 
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so kann man, wie im vorausgehenden Falle, nachweisen, dass unter 
gewissen Bedingungen die Anzahl der wesentlichen Coefficienten mit 
der Anzahl der Bedingungsgleichungen, welche man durch Vergleich 
der gleich hohen Potenzen auf beiden Seiten der Identitit erhilt, 
tibereinstimmt. 

Stellt man auf Grund der friiheren Betrachtungen diese Bedingungen 
auf, so lisst sich der Satz aussprechen: 

Sind vier Functionen f, , f., fy, f; gegeben, welche fiir die Coordinaten 
der Punkte einer irreductibeln Curve Ri, aber fiir kein weiteres Werth- 
system verschwinden, so kann man jede Function F, welche ebenfalls 
fiir die Coordinaten der Punkte von R}, verschwindet, und deren Grad 
n den Bedingungen 


N(n—-w) >, n>u,+4,—38 
geniigt, in die Form bringen: . 


F=M,f, + Myf, + Myf + Myf,. 


II, Theil. 
$ 1. 


Beweis des Jacobi’schen Satzes fiir Flichen mit gemeinschaftlicher 
Curve. 


Jacobi ging bei dem Beweis des nach ihm benannten Satzes aus 
von der durch Bézout gegebenen Darstellung der Resultante R, dreier 
Flichen, welche keine Schnittcurve gemeinsam haben: 

R, = Mf, + Mf, + Usfs. 
Bildet man analoge Ausdriicke fiir die Resultante in y und 2, so liisst 
sich auf Grund dieser Darstellung nachweisen, dass fiir irgend eine 
ganze Function U von 2,y,2 vom (u,+u,+u,—4). Grade, wenn 
die Functionaldeterminante der f mit R bezeichnet wird: 


ist, sobald diese Summe iiber die w Schnittpunkte der drei Flichen 
ausgedehnt wird. 

Man kann nun auch fiir den Fall einer gemeinschaftlichen Curve 
eine aihnliche Relation aufstellen: 

Gehen wir aus von der Darstellung: 


M,f, + M,f, + Myf; =r, 
Nf, + Moh + Mh =, 
Pifi + Poh + Pfs =X 
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und bezeichnen die Determinante der Coefficienten M, N, P mit V, 
so ist zunichst ersichtlich, dass fiir nicht zusammengehiérige Coordi- 
naten der Schnittpunkte 2;, y:, 2, wo «, k, 1 verschieden sind, V 
verschwinden muss, also: 


Ueber Flichen mit gemeinschaftlicher Curve. 


Vier = 0 


Fiir zusammengehérige Coordinaten x;y;2; ergiebt sich ein Werth fiir 
V, wenn man die drei Gleichungen nach 2, y, ¢ differenzirt und nach 
der Differenziation entsprechende Wurzeln einsetzt. Bestimmt man 
daraus den Werth von JV, so ist dieser: 


, #3" acne 


i; 





Eine weitere Eigenschaft von V erhilt man, wenn ® = Y = X ist. 
In diesem Falle wird die Function ® ein Factor der Determinante V. 
Diese Higenschaft lisst sich aber noch verallgemeinern, denn unter 
der Voraussetzung, dass sich zwei der beliebigen Functionen ®, ¥, X 
z B. WY, X durch f,, fy, f; und die tibrige Function ® linear darstellen 
lassen, also von der Form sind: 


W=ahtithtuhntr®, 
XSaht+rahtnht®, 
nehmen die oben aufgestellten Gleichungen folgende Gestalt an: 


Mf, + Mf, + Usf, = re, 

(Ni, —ry% fi + (N= ty hp + (Ny — 1h hy = =r,oy, 

(Pree) fi + rs —"A) fy + (Ps— re) hy = 72Or,. 
Ferner setzen wir voraus, dass der Grad der Function YX nicht hdher 
sei als uw, + uw, +, —4. Bildet man nun die Determinante V, der 
Coefficienten obiger drei Gleichungen, dann ist dieselbe theilbar durch 
® und lisst sich ausserdem mit Hilfe der Resultanten r,, 7, in die 
Determinante V der M, N, P, iiberfiihren. V ist also von der Form: 


V=V,+ Ar, + Br,. 
Daher ergiebt sich: 

Stellt man die Resultanten mit Hilfe irgend dreier Functionen 
©, ¥,X her, welche den obigen Bedingungen geniigen, und bildet die 
Determinante V der Coefficienten, so lisst sich dieselbe mittelst der 
Resultanten r,, 7, in eine andere Function V, tiberfiihren, welche durch 
® theilbar ist. 

Man kann nun mit der Function: 

we 
“7, 7,0 


a'y's 


ganz analog, wie Jacobi im allgemeinen Fall verfahren und findet, 
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dass die Entwicklung dieses Ausdrucks fiir alle Terme, welche die 
negativen Potenzen simmtlicher Variabeln enthalten, tibereinstimmt 
mit der Entwicklung der Summe: 





i ts, Ty, "5; %; (x 73 x;) (y a Yi) (4 a 4) 
Speciell muss wieder der Coefficient von 2—'y—'z—!, welcher bei der 
Entwicklung der Summe auftritt, verschwinden, weil der Grad von 
V,, 3u+ 9 —4, um 4 niedriger ist, als der von r,ryr,%. 
Wir erhalten also: 





>. MN — 
. 2,7 "ay Pt 
Aber weil: 
, %.. 0, Ve 
(hia hae SS 
R, 
so folgt: 
Ss 0 
a = 


wo also ¥-X eine Function, héchstens vom (u,-+ u.-+ u,—4)'*" Grade 
darstellt, welche doppelt durch die R}, hindurchgeht. 

Bezeichnet ® eine Function von méglichst niederem Grade, welche 
fiir die Coordinaten der Punkte der Curve, aber nicht die der gemein- 
samen Schnittpunkte verschwindet; und liisst sich eine doppelt fir die 
Coordinaten der Punkte der Curve R2 verschwindende Function U 
vom Grade uw, + u,+u4,—4 in eine Summe von Producten der 
folgenden Art zerlegen: 


U = (Afi + Aefe+Asfs + 41%) - (Bi + Bef, + Bsfs +B, ) 
+ (Cf, +C,f, +G5fs +C,9) ‘ (Dif; +D,f,+Dsf;+D,%) 
foes, 
worin A,A,---B,B,--- Functionen von zw, y, ¢ bedeuten, welche 
auch theilweise gleich 0 sein kénnen, so kann man auf jedes der 
Producte den von uns gefundenen Satz anwenden und erhiilt: 


3 0 
an 
i=1 

Es ergiebt sich daraus: 


Sind f, = 9; fp = 0; f, = 0 drei durch eine Curve Ri hindurch- 
gehende F lichen, welche sich in w weiteren Punkten schneiden, © = 0 
eine beliebige andere F’liéche, welche ebenfalls durch die gemeinsame 
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Curve hindurchgeht, so gilt fiir jede doppelt durch die R}, hindurchgehende 
Fliiche U =0 vom (u, + M, + uw, — 4)" Grade, welche sich in obige 
Form bringen lisst, der Satz: 


=e 
2% =0, 


wenn man die Summe tiber alle Schnittpunkte der drei Flichen f, = 0; 
f, = 0; fy =O ausdehnt.*) 


2 ¢ 


§ 2. 


Die gemeinsame Curve 2, sei der vollstiindige Schnitt aweier Flichen 
yg =0 und y=0. 


In diesem Fall lisst sich der zuletzt hergeleitete Satz auch ohne 
die friiher entwickelten Hilfssiitze beweisen. 

Die drei Flichen f, —0; fp, =0; f, =0 stellen sich in der 
Form dar: 


A=men+n7y4; Lh=mMmop+nd; fy — mp + nv. 
Die w Schnittpunkte dieser drei Flichen sind aber auch enthalten in 
dem Schnittpunktsystem der folgenden Flichen: 


A=ment+uyy L=moptnry; f= msn, — mn, 
Dieses System zerfillt in drei Gruppen: 


1. Das Schnittpunktsystem von /,, /2, /;. 
2. Das von g, vy, /;- 
3. Das von f,, m,, %. 


Bezeichnet man die Functionaldeterminante von /, /, f, mit R,,, 
und ist U eine beliebige Function vom (u, + uw, + u, — 4)" Grade, 
so gilt der von Jacobi aufgestellte Satz: 


*) Der soeben ausgesprochene Satz liisst sich auch, wie aus den nachfolgen- 
den Betrachtungen hervorgeht, die ich Herrn Nither verdanke, ohne die hier 
angewendete Constantenabzihlung nachweisen, wenn man die Resultate der <Ab- 
handlung von Nother: ,,Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens algebraischer 
Gebilde“’ (diese Annalen Bd. 8) dabei verwendet. 

Zuniichst kann man das Abel’sche Theorem fiir Raumcurven giinzlich unab- 
hingig von der Darstellung von F' durch drei oder vier Functionen beweisen. 
Man braucht dazu 1) den Begriff von eindeutiger Transformation einer ebenen 
Curve in den Raum; 2) die Erhaltung der endlichen Integrale dabei; 3) die 
Ueberfiihrung der adjungirten Curven g aus der Ebene in Fliichen g im Raume 
(nach § 8 der eben erwahnten Abhandlung). 

Beachtet man nun, dass sich aus dem von uns abgeleiteten Satz das Abel’sche 
Theorem fiir Raumcurven ableiten liisst und dass auch wmgekehrt aus diesem unser 
Satz unmittelbar hervorgeht, so ergiebt diese Schlussreihe einen ohne alle Con- 
stantenziihlung durchgefiihrten Beweis unseres Satzes, 
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U 
> Ex 7° 
wenn die Summe iiber alle Schnittpunkte von /,, f,, f, ausgedehnt wird. 


Geht aber U durch die Schnittcurven hindurch, welche den Flichen 
y, w und m,, , gemeinsam sind, ist also U von der Form: 
U= U,m,9 + U,m,~ + U,n.p + Un, 
so verschwindet jedes Glied der Summe fiir die Punkte der 2. und 
3. Gruppe und wir erhalten: 


“ 


U 
5. 
ha 
ausgedehnt nur noch tiber die Punkte erster Gruppe. 

Da sich aber leicht nachweisen lisst, dass fiir die Coordinaten 
dieser Punkte: 


Ny 
Rio snes p> Ryo, 


so kann der erwihnte Satz direct aus der obigen Relation abgeleitet 
werden. 


Miinchen, im April 1889. 
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Kine charakteristische Eigenschaft der Flachen, deren 
Linienelement ds durch 


ds? = (x(q) + 4(@:)) da? + 44”) 
gegeben wird. 
Von 


Paut SrAcket in Berlin. 


1. 
Die Fliichen, deren Linienelement ds durch 
(1) ds? = (x(q) + A(q,)) (da)? + da?) 


gegeben wird, zeichnen sich aus durch eine von Liouville (Sur 
quelques cas particuliers ot les équations du mouvement d’un point 
peuvent s’intégrer. Liouville’s Journal t. XI. 8S. 345, t. XII. 8, 410, 
1846) entdeckte Eigenschaft, dass niimlich ihre geodiitischen Linien 
durch Quadraturen bestimmt werden kénnen. Auf diese Kigenschaft 
wurde Liouville gefiihrt durch Untersuchungen aus der Dynamik. Er 
fand, dass die Bewegung eines materiellen Punktes auf einer solchen 
Fliiche — die kurz eine Liouville’sche Fliiche genannt werden mige — 
durch Quadraturen ermittelt werden kann, wenn fiir die betrachtete 
Bewegung eine Kriiftefunction TT der Form: 


¢ __ _&(%) + (42) 

(2) T= aq) + i@ 

existirt. Der Beweis hierfiir lisst sich folgendermassen fiihren (vergl. 
a. a. O. t. XII. 8. 442): Handelt es sich allgemein um die Bewegung 
eines materiellen Punktes der Masse 1 auf einer Fliche, deren Linien- 
element ds durch: 

(3) ds? = Edq,? + 2§dq,dq, + Gdgq,’ 

gegeben wird, und existirt fiir diese Bewegung eine Kriiftefunction 
TT(@;, ), so kommt nach den Untersuchungen von Hamilton und 
Jacobi die Integration der Differentialgleichungen der Bewegung 
zuriick auf die Ermittelung einer vollstiindigen Lésung der ,,zugehérigen“ 








} 
; 
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(vergl. Lipschitz, Journal fiir Mathematik. Bd. 74. 8. 146) Hamil- 
ton’schen partiellen Differentialgleichung: 

(4) H=EW,?+2FW,W,+ GW,? — 2(11 +- «) =0, 

in welcher 


-_ G ce ma G 
(5) 4 “EG — §?? F= EG — FF? G= CG —FE 


ist, « eine willkiirliche Constante bedeutet und die Indices 1, 2, wie 
stets im Folgenden, die Differentiation nach q,, q, bezeichnen. Ist W 
eine vollstiindige Lésung von H = 0, d.h. eine solche, welche ausser 


der mit W additiv verbundenen Constanten noch eine weitere Con- 
stante § enthiilt, so stellen 


ow ow 
(6) =e —6, oe 7 


die Integralgleichungen der Differentialgleichungen der Bewegung dar; 


y und t sind neue Constanten, ¢ bedeutet die Zeit. In dem Liouville’- 
schen Falle wird aber die Hamilton’sche Gleichung: 


_ Wy — 2u(q) — 2an(q) + We? — 2 (G2) — 2ar(qe) __ 
ao x(a) + 2(d) — 
identisch erfiillt durch: 
W = [28+ 2uG@) + 2exq) aa, 


+ [Y=2B FPG) FPAG) aa, 


sodass die Gleichungen (6) iibergehen in: 


4 *(q1) dQ F 4(q2) 1% (ae 
<= ————— + — ——- =t— ft, 
V26 + 2u(q,) + 2ax(H) V — 28 + 2 (qe) + 202(q2) 


f aq ieee ~f dq = = 

J V28+ 24) + 2ax(q) V— 2B + 20 (qq) + 20d (q) 

Um die Gleichung der geodiitischen Linien zu erhalten, hat man TT = 0, 
also u(q,) = 0, v(q.) =O zu setzen. Fiihrt man ein 


C=4£, Cmy2a-y, 


so wird ihre Gleichung: 


da + f- dq. we 
Vu(q))+C Vi(g) —C ' 
Die geodiitischen Linien sind also durch Quadraturen bestimmt. 


Die Ermittelung einer vollstiindigen Léisung W der Gleichung 
H =0 ist Jacobi in mehreren wichtigen Fillen gelungen vermige 
der Methode der Separation der Variablen. Separation der Variablen 
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findet statt, wenn es gelingt, solche Variablen g,, g, einzufiihren, 
dass H = 0 identisch erfiillt wird durch: 

(7) W, = Wi(%3 &, 8B), Wy = W.(a; @, A). 

Dann hat man sofort die vollstiindige Lésung: 


(8) w= {Maa + [Wade 


Es diirfte daher die Frage berechtigt sein, wieweit die Tragweite dieser 
Methode reicht, oder mit anderen Worten die Frage: Welche Hamil- 
ton’schen Gleichungen H = 0 gestatten Separation der Variablen? Die 
Antwort auf diese Frage soll im Folgenden gegeben werden. 

Es ist klar, dass, wenn eine Gleichung H =O Separation der 
Variablen gestattet, dasselbe auch gilt von jeder Gleichung H’ = 0, 
die aus ihr hervorgeht durch eine Transformation: 


(A) P, =O), DP, = 2(q). 
Hamilton’sche Gleichungen, welche durch eine solche Transformation 
in einander tibergehen, sind, wenn es sich um Separation der Variablen 
handelt, nicht als wesentlich verschieden anzusehen, und es geniigt, 
wenn man eime dieser Gleichungen kennt. 

Dies diirfte begriinden, warum ich die Antwort auf jene Frage in 
der Form ausspreche, dass alle Hamilton’schen Gleichungen H = 0, 
welche Separation der Variablen gestatten, gegeben werden durch die 
drei wesentlich verschiedenen Gleichungen: 


, Wit Wit _ 9 (m+) 4 9) 0, 


* (41) + 4 (G2) % (91) -F 4 (2) 
II. a) E(g,) W,?+ 2F(q) W,W.+ Gq) W,? — 2 (1 (q,) +) =, 
b) E(q,) W,?+ 2F(q,) W, W.+ G(q,) W2 — 2 (Tq) +4) =0; 
W,2 + 3008 (0(q:) + t(q)) W, We-+ We? 
fain (oq) + (a) 
Dass diese Gleichungen die verlangte Eigenschaft wirklich besitzen, 


ist leicht zu erkennen, Man genigt ihnen niimlich beziehungsweise 
durch : 


Y. W = fv2 + 2u(q) + 2ax(q,) dq, 
+ [V=2B + 2G) + eX) dass 
I. a) W=8 ‘¢. +f* Se aa}, 
i¢ 7. o A—2/1T 1 
b) W=6\a + F+Vs¢p 


IW. W=/2a ( fi cos (6(9,) +8) dq, + | cos(c(q,° . 8) dq) 


III. 


—2a=— 0. 





T+ a) — (EG— F®) 
( 12) ( ) aa} 





| 
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Die Gleichungen I— III gehéren zu Flachen, deren Linienelemente 
beziehungsweise gegeben werden durch: 


I, ds? = (x(q) + 4(@)) (day? + da"); 
Il”. a) ds? = €(q,) dg,? + 2§ (4g) dq,dq. + Gq) dg,”, 
b) ds* = €(q.) dq,” + 2% (q) dg,dgq. + G(q) dq,”. 
Ill”. © ds? —dgq,? — 2cos (5 (4) a“ « (q2)) dq,dq, + dq,?. 


Man sieht unmittelbar, dass die Flichen I” gerade die Liouville’- 
schen Flichen sind. Dasselbe gilt aber auch von den Flichen II” 
und III”. Denn die Substitutionen: 





Ii* a) p, = {5-a) VEG) Ga) — 6'(%) dan, 
Pr. = J §(%,) SG) data, 
b) p= a+ LEQ) SG) dH, 


r= [6-() VEG) CG) = FE) aay 


we 


lil* p = { c0s6(a) dq, — fcose(a,) dq, 


Po= J sino(g,) dq, + fine (as) dq, 


fiihren die betrachteten Quadrate der Linienelemente beziehungsweise 
tiber in solehe der Form: 


“(p,) (dp,?+dp.*), A(p.) (dp,?-+dp,*), dp,? + dp,?. 


Die Flichen II” sind daher die auf Rotationsflichen abwickelbaren 
Liouville’schen Flichen, die Flichen III” die Flichen vom Kriimmungs- 
masse Null. 


Hieraus ergiebt sich das Theorem: 


Die Liowville’schen Fliichen haben die charakteristische Eigenschaft, 
dass die zu ihrem Linienelemente gehirige Hamilton’sche Gleichung 
(bei geeigneter Wahl der Kriftefunction) Separation der Variablen ge- 
statten kann. 


Man erkennt ferner, dass bei Anwendung der Transformationen 
IIl* und III* die beziiglichen Hamilton’schen Gleichungen, wenn 
man nachtriiglich p,, p, mit q,, q. vertauscht, iibergehen in Glei- 
chungen der Form: 








a an 
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We+ We 
M9) BLEW (24 4 «) mo, 
We + W, v (qe) 
>) ray 2 a@) + «) = 0; 
III, W2+ W2—2a—0. 


Hieraus aber ergiebt sich der Satz: 


Wenn eine Hamilton’sche Gleichung H=0 Separation der roe 
gestattet, so giebt es stets Transformationen der Form: 


(B) Py = OG) + YQ)» Po = X(%1) + 242); 
welche diese Gleichung iiberfiihren in eine der Gestalt: 
oo) + (SE) — (u(r) + 2e«(p,) + (v2) + 20A(p,)) = 0, 


die dem Quadrate des Linienelementes einer Liouville’schen Fliiche: 


ds? = («(p,) + 4(p2)) (€p,? + ap.) 
entstammt. 

Um Missverstiindnissen vorzubeugen, bemerke ich ausdriicklich, 
dass sehr wohl auch andere Transformationen als solche der Gestalt 
(B) die verlangte Ueberfiihrung leisten kénnen. Solche anderen Trans- 
formationen erhilt man, wenn man nach den Substitutionen 


Py =A (i> Pods Po = fe (Pry Po) 


fragt, welche die quadratische Differentialform: 


(«(p,) + 4(p2)) (@p,? + ap,*) 


in eine quadratische Differentialform derselben Gestalt: 


(&(p,) + 1(p,)) (dp,? + dy,’) 
iiberfiihren. Liouville hat diese Frage fiir die Form dp,? + dp,? 
a. a. O. vollstiindig beantwortet; vergl. auch Darboux, Lecons sur 
les surfaces, Livre IV, Chapitre LX. 
Was die Discussion der Integralgleichungen 
ow ow 
we iw eee 
anlangt, die aus den Gleichungen I’., II’. und III’. entspringen, so 
sei beziiglich derselben auf die Abhandlungen von Herrn Weierstrass 
(Monatsberichte der Berliner Akademie. 1866), Herrn Staude (diese 
Annalen, Bd. XXIX, 8.469. 1887), sowie auf meine Inauguraldissertation : 
Ueber die Bewegung eines Punktes auf einer Fliche (Berlin, 1885) 
verwiesen. 
Bevor ich zu der Herleitung der angegebenen Resultate tibergehe, 
habe ich noch zu erwihnen, dass, wie mir nachtriiglich bekannt ge- 
worden ist, die Frage, wann eine Hamilton’sche Gleichung Separation 





| 
| 





96 P. Sricxet. 


der Variablen gestattet, bereits von Herrn Morera (Atti della R. 
Accademia di Torino. Vol. XVI. 1880) behandelt worden ist. Die 
von Herrn Morera angewandte Beweismethode liefert jedoch nur die 
Gleichungen L., II., nicht die Gleichung III. Spiiter hat Herr Morera 
(Giornale della societa di Lettere e Conversazioni scientifiche di Genova. 
1887) die Frage untersucht, wann eine Differentialgleichung der all- 
gemeineren Form: 

(Wi, Wo; %, de) = 9 
Separation der Variablen gestattet. Er findet als nothwendige und 
hinreichende Bedingung das Bestehen einer Functionalgleichung der 
Form: 

Y (¥(S »Wi,4%), 1(D, We, q:)) = 0. 

Dieses elegante Theorem gestattet, Beispiele von partiellen Differen- 
tialgleichungen, die Separation der Variablen zulassen, mit Leichtigkeit 
herzustellen; allein es scheint mir keinen Nutzen zu gewihren, wenn 
es sich darum handelt zu entscheiden, ob eine bestimmte vorgelegte 
Gleichung Separation zuliisst oder nicht zuliisst. 


2. 

Es handelt sich um die Gleichung: 
(4) H=EW,?2+2FW,W,+GW,2 — 2(1+ «) =0. 
Hierin ist a eine willkiirliche Constante. Die EZ, F', G, TT sind Func- 
tionen der Variablen q,, g,, und zwar sind ZH, G, EG — F® im All- 
gemeinen positiv und kénnen nur fiir besondere Werthsysteme g,, 4, 
verschwinden. Es soll ermittelt werden, wie beschaffen diese Functionen 
sein miissen, damit die Gleichung H =O identisch erfiillt wird durch: 
(7) W, — Wi(a3 «, B), W, = W3 (45 «, p). 
Dabei ist klar, dass, wenn eine der Gréssen W,, W, von 6 abhiingt, 
dieses nothwendig auch von der anderen gilt. Also hiingen beide 
von B ab. 

Setzt man W, = W,(q,; «, B) in (4) ein, so erhilt man eine 
quadratische Gleichung fiir W,, von der eine Wurzel W, = W,(q,; @, B) 
sein soll. Diese Wurzel geniigt mithin auch, der Gleichung H, = 0, 
folglich verschwindet die Resultante R von H und H, nach W,. Nun 
ist allgemein die Resultante der beiden quadratischen Gleichungen : 

Az’? +2Bre+C=0, Ae? +2B'e«#+C'=0 
gegeben durch: 
(AC’ — AC)? — 4(AB’ — A’ B) (BC’ — BC). 
Hieraus erhilt man: 


(9) R=(aW,?+5) Wi, + (cW,?+d) W,W,,+eW,'+fW,?+9=0, 
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und zwar ist: 
(102) a=4EG(EG — F?), 
= —8EF?°(1+ a), 
e = 4(EG, —GE,) (EG — F”), 
d = 8[— E(EG— F2)11,+ (EGE,—2 EF F,+-F’E,) (1+2)]; 
e = (£G, — GE, + 4(EF, — FE,) (GF, — FG,), 
f- 4[2(EF, — FE,) (FT, — (11 + «) F,) 
— (EG, — GE,) (ETI, — (1+ @) E,)| ? 
g = 4(ETI, — (11 + a) £,)*. 
Setzt man W,? = U, so liisst sich die Gleichung R = 0 ansehen 
als quadratische Gleichung fiir U,: 
(il) (aU +b) UZ + 2U(eU+ a) U,+ 4U0(eU?+fU+ 9) = 0. 
Jetzt kann 6 =O sein. Dieser Fall ist besonders zu betrachten 


und mdge als Fall 1. bezeichnet werden. Sonst darf man durch b 
dividiren. Dann ergebe sich: 


(12) R= (aU+1) U,2+ 2U(cU+) U, + 4U(eU?+F7U+ 9) = 0. 
Da U, nur von qg,, a, B abhiingt, so muss es auch der Gleichung 
Rt, = 0 geniigen, es muss daher die Resultante © der beiden quadra- 


tischen Gleichungen % =O und KR, —0 fiir U, identisch verschwinden. 
Folglich ist: 


(13) O— [(@U+ 1) (U2 +f, 0+ 9) — «, UCU? + fU + g)f 
— U[(aU + 1) (c, U + d,) — a, U(cU + d)] 
>< [(cU+d)(¢, V+ 4, 0+ 91) — (40 +0,) (e+ FU+9)]. 
Die Gleichung (13) besagt, dass eine ganze Function 6'" Grades 
von U(q,; «, B) identisch verschwindet. Die Coefficienten der einzelnen 
Potenzen von U, die nach den Exponenten mit © (i = 0, 1,..., 6) 
bezeichnet werden sollen, sind Functionen von q,, g, und @, wihrend 
U= W,? nothwendig auch von f abhiingt. Folglich zieht die Gleichung 
© = 0 auch die Gleichungezr © — 0 fir ¢ = 0, 1,..., 6 nach sich. 
Man erhilt © —g,*. Also ist 
Weiter ist ©") — gb, Dass g — 0 ist, médge als Fall 4. bezeichnet 
und von jetzt ab ausgeschlossen werden. Dann ist: 
(15) db, = 0, 
und man erhiilt der Reihe nach: 
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(16) GM—(j,—a9)? =0, f—ag+o(m), 
(17) —- SM@ = g(qy— ad? =0, c=ad+7(q), 
(18) S=(e—a,p(q))?>=0, e—ag(m) + 2%), 
(19) SGO——a?7"q) =0. 


Aus der letzten Gleichung folgt entweder a, — 0, und dann sind alle 
6 Ausdriicke « bis 4 Functionen von q, und « allein — dies sei Fall 2. —, 
oder, wenn a, von Null verschieden ist, y= 0. Daraus folgt: 


(20) SMO—=(ae?—0, e=O, 
sodass man in diesem Falle hat: 


(21) cad, )—=9, c= ag(%), F=agt Pm), = 9. 
Hieraus erhalt man: 
R= (aU + 1) (V,2 + 20UU, + 4U(~U + g)) =0, 
sodass U, der Gleichung 
R= U,2+ 20UU,+4U(mpU+ 9) =0 
geniigt, in der jetzt >, m, g nur von g, und @ abhingen. Wenn 
dies eintritt, so soll der Fall 3. statthaben. 

Es diirfte angebracht sein zu zeigen, dass auch Ueberlegungen 
ganz anderer Natur auf die vier Méglichkeiten, die sich ergaben, mit 
Nothwendigkeit fiihren. Schliesst man von der Gleichung (11) aus- 
gehend den Fall 1. (b = 0) aus, so sollen die Gleichungen St = 0 und 
, = 0 mindestens eine gemeinschaftliche Wurzel U,(q,; «, B) haben. 
Dies kann auf verschiedene Arten stattfinden. Die Gleichung , = 0 
besteht entweder identisch fiir jeden Werth, den man der Grésse U, 
beilegt, oder definirt U, als Function ihrer Coefficienten. Im ersten 
Falle verschwinden alle Coefficienten von {t, identisch, folglich hiingen 
die q bis g nur von qg, ab, es findet also Fall 2. statt. Im zweiten 
Fall haben 9 — 0 und Rt, = 0 entweder beide Wurzeln oder nur eine 
gemeinschaftlich. Sind beide Wurzeln gemeinschaftlich, so muss 
identisch sein: 

UCU+®)  aVth cU+fU+sg — oU+hUt+os 

aU+i 4 aU+1 a, U ? 
und hieraus ergiebt sich sofort Fall 3. Ist endlich nur eine Wurzel 
gemeinschaftlich, so ist sie bekanntlich eine rationale Function der 
Coefficienten von St und {i,, also eine rationale Function von U, und 
die Gleichung { — 0 zerfallt in zwei in Bezug auf U, lineare Factoren, 
deren Coefficienten nach einem bekannten Satze ganze rationale Func- 
tionen von U sind. Dann aber kann nur sein: 


R= (aU +1) U,4+ aU? + pU+ y)) (U,+ 60 + 2). 
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Die Vergleichung der Coefficienten liefert, da die so entstehenden 
Gleichungen identisch in U bestehen miissen, sofort y=0O, ¢ = 0, 
woraus g = 0 folgt, so dass Fall 4. sich ergiebt. 


3. 
Fall 1. Die Gleichung 


b= — 8EFUM+a)=—0 


kann nur durch F = 0 erftllt werden. Setzt man F’ = 0 in (10) ein, 
so erhilt man fiir R den Ausdruck: 


[224 W, Wx + (EG, — GE,) W,? — 2(ET, — (1 + @) BE) Ff 


es ist daher: 


R 1(£ ET, — (11 
R= W,, — (44 —-&) we 4 Pete =o 
Bildet man R, = 0, so erkennt man, dass nothwendig 
é ER, G, 
ass 


ist. Hieraus folgt durch Integration: 
Ep (4) = G¥(q)- 
Denkt man sich jetzt die Transformation der Form (A) gemacht: 


a * dq n= [7s aq, 

Vein)’ Voia) ’ 
so bleibt einerseits die Separation der Variablen bestehen, anderer- 
seits wird (sr) in der transformirten Gleichung H = 0 mit Ey(q,), 
(S ony mit Gw(g,) multiplicirt. Man darf daher annehmen, dass von 


am herein 
E=G=NM 


ist. Setzt man dies in R, = 0 ein, so erkennt man, dass 
_@ te 4 
ONO M 
ist, woraus durch Integration 
T \ 
; + = “(9;) + ¥(q) + «|x(q,) + 4(q,) | 
folgt. Mithin ist wegen der Willkiirlichkeit von a: 


ee See = # (1) 2 (Ge) » (42) 
*(91) + 4(Q) ’ % (41) + iq)’ 


man kommt also genau auf die Gleichung I. 
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4, 


Fall 2. a, ¢, >, ¢, f, g héangen allein von g, ab. Da a nicht 
identisch verschwinden kann, darf man bilden: 


a G £? 
und erschliesst hieraus genau so, wie bei Fall 1., dass von vorn herein 
E=G=—M 
gesetzt werden darf. Dann aber ist ¢—=0, Da weiter auch 
--- Sime, wo 2 aaa rr; + @ Mutts) 
nur von gq, und @ abhingt, so ist erstens 
(22) F?°9(4,) = M(M* — F"), 


wobei (q.) von Null verschieden und positiv ist, und zweitens TT 
eine Function von gq, allein. Bildet man nun: 


b (M? + F*) M, — 2MFF, 


TI. 
= tin om Bae Mune — Fs (T + a), 





so ist der Coefficient von a@ fiir sich eine Function von q, allein, und, 
da auch TT nur von q, abbhiingen kann, nothwendig 


(23) TT, = ¥(q,) UM. 


Ist ~(q.) von Null verschieden, so hangen nach (22) und (23) M und 
F nur von gq, ab, man kommt daher auf eine Hamilton’sche Gleichung 
der Form II.b). Ist aber ~ =O, so ist TT constant, darf also gleich 
Null gesetzt werden. LEliminirt man F' aus Gl. (22) und der mit 


Hilfe von 2. sich ergebenden Gleichung: 

(M? + F?) M, — 2MFP, = M*(M? — F) 8(q,), 
so erhilt man: 
(24) M, 9? = M2(dpM + dq? — 9,). 


Nimmt man hinzu die aus dem Ausdrucke fiir g folgende Gleichung: 
9 M4 
(25) U,? = 9° (%) ap? 


in der y nicht identisch verschwinden kann (denn aus y = 0 folgt 
§ = 0), so ergiebt die Elimination von M, aus (24) und (25): 


(M+ 9) OpM + dg? — g,) = oy’, 


wodurch M als Function von g, bestimmt wird, da, wie man sich 
leicht itiberzeugt, nicht alle Coefficienten dieser Gleichung fir M 
identisch verschwinden kénnen. Die Ausnahme y~ — 0 fiihrt also auf 
eine besondere Form II.b). 
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5. 
Fall 3. Wy, geniigt der Gleichung: 
w= WE+dW,W. + 9 W,? + 5 = 0. 


Dann miissen die Relationen (21) bestehen. Die Relation ¢ = ad 
lautet explicite: 


G(EG@ — FT, = (@?E, — 2GFF, + F?G,) (1+ a), 


sie zieht daher die Gleichungen nach sich: 


(26) TT, = 0, 
(27) @E, —-2GFF, + F°G, =0. 


Mit Hiilfe dieser Gleichungen geht die Relation ), = 0 iiber in: 


@ (Fr G, 
: Ga a =, 
woraus wie friiher: 


E=G=M 
gefolgert werden darf. Hierdurch wird } == 0, und (27) geht iiber in: 
(27’) (M? + F*) M,=2MEFF,,. 


Da g von Null verschieden ist, folgt aus g, = 0: 


M,? (TT + @) = ME? O(q,) (x (42) + a), 
wo #(q.) von Null verschieden ist. Da nach (26) Tl, =O ist, kann 
diese Gleichung nur erfiillt werden, indem TT constant, also TT = 0 
ist. Sie geht dann iiber in 


(28) M,? = ¥(q,) MF. 
Jetzt wird die Relation ¢ = ag(q,): 
(29) (MF, — FN,)* = 9(q.) M*(M*? — F?). 


Eliminirt man DZ, und F’, aus (27'), (28) und (29), so resultirt: 
(30) F? = M?—4 5 M. 


Setzt man dies in (27’) ein, so folgt: 


: 0% (=o. 


Da nun Fund &U bis auf denselben constanten Proportionalitiitsfactor 
bestimmt sind, darf man nach (30) = irgend einen constanten Werth 
beilegen. Es sei y= 4g. Dann wird: 

(30) F? = M*?— M, 
und aus (28) ergiebt sich: 

(31) M,? = 49(M* — M’), 
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Die tibrigbleibende Relation f —ag + (q,) ist, wie eine einfache 
Rechnung zeigt, von selbst erfiillt. 
Substituirt man die erhaltenen Resultate, so wird: 


R= WE+ Pq) Wr? — 2ay(q,) = 0. 
Diese Differentialgleichung erster Ordnung fiir W, hat kein singulires 
Integral, und ihr allgemeines Integral ist in leicht verstindlicher 
Bezeichnung: 
W, =) 2a cos (x (4) + ) ; 
Ebenso hat die Differentialgleichung erster Ordnung fiir M (31) kein 
singulires Integral, und ibr allgemeines Integral ist entsprechend: 


1 
a [sin (6(q) +t (q2)) |* 
Daraus ergiebt sich vermége (30’): 
P cos (6(%) +  (42)) 
kt a STE x 
[sin (6(4:) + t(q2)) | 


man erhilt also genau die Hamilton’sche Gleichung III. 


6. 


Fall 4: §=0. Ist g=—0, so denke man sich in den Betrach- 
tungen von Nummer 2. W, statt W, bevorzugt. Dann ergiebt sich 
aus H=0O und H, = 0 eine Resultante nach W,, die wieder eine 
aw, 

On 
dieser Gleichung liefert 4 Méglichkeiten, welche den vier eben durch- 
genommenen entsprechen. Die ersten drei Fille fiihren beziehungs- 
weise zu den Hamilton’schen Gleichungen I., Il.a), III. Es bleibt iibrig 
der vierte Fall, welcher durch eine Gleichung g’ = 0 charakterisirt 
ist, die aus g =O hervorgeht, indem man gleichzeitig EZ und G und 
die Indices 1 und 2 vertauscht. Etwas Neues kann daher nur kommen, 
wenn gleichzeitig g = 0, g = 0 ist. 

Es sei also: 


quadratische Gleichung und zwar fiir ist. Die Discussion 


EM, — (1+ «) E, =0, 
GT, — (1+ a) G,= 0. 
Hieraus folgt zunichst, dass F nur von g,, G nur von q, abhiingen 


kann. Man darf daher 
E=G=1 


setzen. Weiter ergiebt sich, dass TT — 0 gesetzt werden darf. Da- 
her ist: 


1 F F. Dee ef 1 
Gm — sei Fe Sand, ce, DZ ze, cme — gad, f—mzd*, gO 
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Da F, = 0 auf eine Gleichung der Form II.a) fihrt, darf man an- 
nehmen, dass > und damit auch ¢ und f von Null verschieden sind. 
Bildet man nunmehr die Resultante ©, so verschwinden identisch 
S®, S™ und S®, und es wird: 

1 b*d,? 
S® = — —— pr = 9, 
woraus >, = 0 folgt; mithin hiingen auch ¢ und f nur von q, ab. 
Weiter ist: 
SM = a7? — 0, 
mithin a, = 0, also F, = 0, und dies fihrt auf eine Gleichung der 
Form II.b). 

Damit ist bewiesen, dass die Hamilton’schen Gleichungen I, II.a), 
II.b) und III die einzigen sind, welche Separation der Variablen gestatten 
kénnen. Dass sie aber auch wirklich diese Higenschaft haben, ist 
bereits in Nummer 1. gezeigt worden, 


Berlin, im Februar 1889. 








Nachtrag 
zu dem Aufsatze ,,Ueber eine durchaus differentiirbare, stetige 
Function mit Oscillationen in jedem Intervalle“ 
(Annalen, Band XXXIV, pag. 161 ff.) 


Von 
Aurrep Képrcxe in Ottensen. 


Ich sehe mich gendthigt, die Constructionsvorschrift fiir die 
Functionen §,(2) etwas verwickelter zu gestalten, als sie in meiner 
oben citirten Abhandlung 8. 164— 166 lautet. Denn fiir die dort ge- 
gebene Vorschrift ist der S. 166—167 gefiihrte Beweis, dass §, (2) 
eine convergente Reihe sei, falsch (abgesehen davon, dass S. 167 in 
der ersten Zeile 10"+ statt 10" stehen musste); der Schluss S. 167 
von Zeile 3 auf Zeile 4 ist nimlich nur richtig, wenn siimmtliche 
A, Aiti ... mit BZ und Bz,,, gleiches positives Zeichen haben; 
falls fiir kein noch so grosses n alle Bi;, gleiches Zeichen besitzen, 
wird wahrscheinlich keine Convergenz stattfinden, also auch §(2) nicht 
gliedweise differentiirt werden kénnen. Ich will darum die Constructions- 
vorschrift veriindern und beweisen, dass fiir die so verbesserten Func- 
tionen §, (x) die Gréssen Bi unter allen Umstiinden, auch wenn sie 
bis in’s Unendliche das Zeichen wechseln sollten, einen Grenzwerth 
besitzen, 

Die Function (2%) mége den S. 165 geschilderten Kreisbogen 
darstellen, auch §,(#) sei nach der dort gegebenen Anweisung con- 
struirt. Dann aber theile man die Abscissenstrecke von 0 bis 1 in 
Intervalle ein durch alle Werthe &'&? ..., in welchen §,'(z) = 0 
ist, einerlei, ob diese Gleichung fiir §,(7) ein Maximum, Minimum 
oder einen Wendepunkt bedeutet (sollten gar ganze Strecken vor- 
kommen, in denen §,'(z) verschwindet, also §,(#) constant ist, so 
zihle man deren Endpunkte mit auf); weiter theile man jedes dieser 
Intervalle der Reihe nach in 2, 4,8... gleiche Theile; da §,'(z) 
eine tiberal] stetige und endliche Function ist, muss schliesslich in 
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jedem Intervalle der Fall eintreten, dass der Werth dieses Differential- 
quotienten in keinem der entstehenden Theile um mehr als 7a schwankt; 


es sei dafiir néthig, dass das erste Intervall in mindestens 2”, das 
zweite in mindestens 2”, ... gleiche Theile zerlegt werde. Die 
simmtlichen Theilpunkte, welche auf diese Weise die Strecke 0 bis 1 
in kleine Intervalle zerlegen, seien &,', &,?,...; halbire diese Inter- 
valle und bezeichne die Werthe von §,'(#) in den Halbirungspunkten 


mit A,', A,?, u. s. w. (in constanten Strecken von §,(#) wiihle man 


als entsprechendes A den Werth a wenn diese Strecke zwischen 0 


1 ;: 1 : . 1 . ° 
und = liegt, — =>, wenn sie zwischen > und 1 liegt) Dann zeichne 
man hinter einander die Curven A,'. (0... &,")o, A,?. (&,'... 8))o) +> 


und bezeichne die gesammte Curve als Function mit h,(2); dann be- 
sitzt ,(x) = $, (x) + h,(x) +h. (x) in jedem der Intervalle §,*... e+! 
ein neues Maximum und ein neues Minimum. 

Man fahre so fort und schiebe zwischen die zur Construction von 
Hn(w) benutzten Punkte §)_, alle Werthe ein, in denen §, (2%) = 0 
ist, (auch die Endpunkte solcher Strecken, in denen diese Gleichung 
gilt); in jedem der entstandenen Intervalle kann §,(2) nur wachsen 
oder abnehmen (oder constant sein); dann theile man jedes dieser 
Intervalle in 2? gleiche Strecken §&... gst! ou. a. so gross sie nur 
sein kénnen, ohne dass der Werth von §,(x) in einem derselben um 


mehr als — schwankt; iiber der Gesammtheit dieser kleinen Strecken 


zeichne man die Curven 4*%** (£2... &2*"),4, (in constanten Strecken 
von (x) wihle man als entsprechendes A den Werth -+- ae) diese 


Curven zusammen erkliiren dann die Function h,4:(%), und §,4:(2) 
= §,(x) + hayi(x) besitzt in jeder Strecke &2... &[*' ein neues 
Maximum und ein neues Minimum; die Strecken selbst sind jede 


: 1 
kleiner, als ~ 
Es werde nun wieder Sle) +> ha(x) ktirzer mit By be- 
1 


zeichnet; ferner liege 2 in dem Intervall &... st! Dann hat den 
Constructionsvorschriften nach By, wenn es nicht = 0 ist, mit 


Ax", welches nicht verschwinden kann, dasselbe Zeichen, und ausser- 
dem gilt 


Bi aw AY 4g. ~1¢@9< 41. 


10"’ 
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Hp (x) ist tiberall numerisch kleiner als 1, und §,'(x) tiberall numerisch 
kleiner als 1 + +" Nun gilt: 
at. Vn 


I, Bra = By + — 


“are. '2me— OO + 5. 


Wenn nun fiir irgend ein m alle Werthe von |B?| kleiner sind als 


TIC + oy = P,, so ist, da By mit A‘ gleiches Zeichen hat, 
1 


fiir ein positives y,: 


“ ch 
| Bra| < P.+ io" 





< P.(1 + spar) 





fiir ein negatives y, ist entweder 
|Brya| <|Br| < Pa 

oder 

a “Yn 


10" 








<P(1+—), 


je nachdem in I. auf der rechten Seite der Gleichung das erste oder 
das zweite Glied das numerisch gréssere ist. Also ist unter allen 
Umstiinden Bx,,, auch Axt\, numerisch kleiner als P,41, wenn Bz 
numerisch kleiner als P, ist. Da diese Bedingung fiir »—0O und 
nm = 1 erfiillt ist, folgt, dass tiberhaupt alle Bx, auch alle .A;** 


| Brys| <, 


numerisch Kleiner sind als P=] J (1+ 35x): 


n=1 


Die fiir jedes » durch die vorgeschriebene Reihenfolge der Glieder 


eindeutig definirten unendlich vielen Gréssen Bry, haben eine obere 
Grenze Q, und eine untere Grenze g,, und beide Grenzen sind nach 
dem Vorstehenden numerisch hiéchstens gleich P. 


Ist By = 0, so gehért x entweder zu den Gréssen §; oder es liegt 
im Innern einer constanten Strecke von §,(x); im ersteren Falle sind 


alle hi+m(%) =O und alle By,,, = 0; im zweiten Falle kann nur dann 
auch Bry, —0 sein, wenn x eine Maximalstelle oder Minimalstelle 
von hn»41(%) ist, und dann gehdrt x zu den Gréssen £341, sodass wieder 
alle Bx,m verschwinden. Wenn also zwei auf einander folgende By 
verschwinden, ist immer der Grenzwerth aller Bry, die Null. Im 
Folgenden nehmen wir darum an, dass fiir BY = 0 weder Be noch 
Byy1 verschwinden. 

Wir wihlen zuerst so gross, dass — <eé, wenn « beliebig 


klein gegeben ist. 
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x liege der Reihe nach in den Intervallen 
ge... es") eh... Ot, ae w. 

Haben nun q, und Q, gleiches Vorzeichen, sind z. B. beide 
Gréssen positiv oder héchstens gq, = 0, so giebt es ein m, fir 
welches gilt: 

An 4 Br < dn + é. 
Es ist nun: 


1 
Bij, = Be + At. —t, 


Buys _ Bras + At ‘ ae ’ 





Il. Bi-n= Br + y ie ’ pen + Ax : ay + age 


Syl Vn 
+- Anin-1 . ee ? 


wobei: 
1> ym >— (10 + 1) 
Ist eine der Gréssen B, etwa BY = 0, dann liegt w in einer 
constanten Strecke von $,(x) und A, kann zwar negativ sein, ist 


aber numerisch kleiner als “se sodass in der Gleichung II. das be- 


+1 
1 1 10P 
10? ( + 1o?tt < 10?+1 
In den iibrigen Gliedern miissen die Gréssen A, positiv sein, wie die 


zugehdrigen By; geben wir daher in einem solchen Gliede dem y den 
gréssten positiven Werth, den es haben kann, niimlich 1, und der 
Grésse A, den Werth 10P, den sie nicht erreicht,'so ist die rechte 
Seite grésser geworden. Es folgt: 


treffende Glied A, - er numerisch kleiner ist als 


10P 
10” 


x x r i 1 x 

IL. atm < By + 10P(= en t+:o:+ a) < By + 
und darum: 

Qn < Brim < Qn < dn -+- lle. 
Die By niahern sich also einer festen Grenze Q(x), welche 0 oder 
positiv ist. 

Sind g, und Q, beide negativ und héchstens Q, — 0, so folgt in 

gleicher Weise: 

Qn > Brin > dn > Qn ee lle. 
Die By niihern sich dann also einer festen Grenze Q(x), welche 0 
oder negativ ist, 
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Es sei schliesslich Q, positiv, q, aber negativ, u. z. bleibe dies 
so, wie gross man auch » wihlen mag. Dann betrachten wir drei 
besondere Fiille. 

1. Ist BY =O, so ist Bry. nicht Null, x liegt in einer con- 
stanten Strecke von §,(#) und dann ist, wie wir schon sahen: 

|Bz.1| <= (1 + ar) < Pm < 8. 


10” 
2. Ist By negativ, Bry aber positiv (oder 0), so schreiben wir: 


{ Ay, 
tae: —'SOS tt. 





Bry = Av +0. 
A‘** ist hierbei negativ, ebenso die Summe der ersten beiden Glieder 
rechts; darum muss y, megativ sein, wenn die ganze rechte Seite 
positiv ist; setzt man an die Stelle von y, den Werth — (10"+! + 1), 
falls es ihn nicht gerade hat, so entsteht rechts 





1 aH 
To" ao? 
also gilt: 
1; | 1 | ag** 2P 
| BS | </O - — —— : 
or | = 10” | + | 1o"t < 10” 
und daher: 
. . 
0) < Brus < — < Zé. 
ba 10” 


3. Ist umgekehrt By positiv, Bry: aber negativ (oder 0), so folgt 

in gleicher Weise: 
0> Bi > — 22 > — 2. 

Es seien nun ”,, %,... diejenigen Werthe von n, fiir welche 
in den B? ein Zeichenwechsel eintritt, u. z. wollen wir BY — 0 fiir 
dasselbe Zeichen zahlen, welches By, hatte. Sei z. B. Br, negativ 
oder 0, By: aber positiv, dann ist nach dem Vorhergehenden immer 
Bra < at - Es ist dann weiter Bi, fir m=1,2,---n, —n, 


positiv oder 0; dann gilt also wieder die Formel IJ, in der wir hier 
besser die ersten beiden Glieder rechts in die Grésse Bi.; zusammen- 
ziehen, und weil fiir diese By. alle Voraussetzungen gelten, welche 
bei der Ableitung der Formel III fiir alle Bi, galten, so folgt: 


" 10P 3P 
0 < Rese < Bus + yo" | < yo" ? 


m==1,2,--+m,—”. 
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Ebenso ergiebt sich bei »,, wo Bz, positiv oder 0, aber Bri 
negativ ist: 








2 x 10P 8P 
02 Baim > Bari — Seat > oe? 


m==1,2,'-++ nm, —n,. 
Da die Reihe der ganzen Zahlen m,, m,,... unserer Annahme 
nach unendlich ist, besitzen also die By den Grenzwerth Null. 


Demnach ist Shale) + po ha(x) fiir jedes x convergent. Zu 
i 


beachten ist, dass nur eine bedingte Convergenz bewiesen ist, nimlich 
fiir die durch die Construction vorgeschriebene Reihenfolge der Glieder, 
dass aber auch das Dini’sche Theorem keine unbedingte Convergenz 
verlangt. Ob §,(x) auch unbedingt convergent ist (wie G, (a) es ist), 
lisst sich nicht beantworten, da bei einer anderen Anordnung der 
Glieder auf By irgend ein Glied “nt folgt, in welchem A, nicht 
mehr mit By dasselbe Zeichen zu haben braucht, wihrend die Gleich- 
heit dieser Zeichen iiberall in unserem Beweise entscheidend ist und 
ohne dieselbe sich gar keine Schliisse ziehen lassen. 

Der Beweis fiir die tibrigen Anforderungen des Dini’schen Theorems 
ist in der Abhandlung richtig geftihrt und bleibt bestehen; nur be- 


zeichnet —* nicht mehr den Argumentwerth fiir das auf 2 folgende 
Maximum oder Minimum, sondern die auf 2 zuniichst folgende der 


Gréssen &. 





Ottensen, im Juli 1889. 




























Ueber die Endlichkeit des Formensystems einer bindren 
Grundform. 


Von 


Jutius Perersen in Kopenhagen. 


Im Bande 33, pag. 223 hat Herr Hilbert einen Beweis fir die 
Endlichkeit des Invariantensystems einer biniren Grundform gegeben, 
und im Bande 34 hat Herr Cayley diesen Beweis vereinfacht und auf 
das Covariantensystem erweitert. Ich werde hier zeigen, dass der 
Beweis des Herrn Cayley ungeniigend ist*); um dieses leichter thun 
zu kénnen, werde ich erst einige Bemerkungen der Invariantentheorie 
entlehnen, wie ich sie in Zeuthens Zeitschrift fiir 1880 u. f. gegeben 
habe. 

Die Grundform sei 


a = Ay)Xi + * Q,01 Byte -+ + ant. 


Ich wende als Symbole die Buchstaben a,b...A... an, indem 


ich setze 
(a = az, (bY =b..., 
wodurch symbolisch 
Az = (a, a2)". 

Ferner wende ich die Operationszeichen A,, A, an, von denen 
ich jedoch hier nur das erste zu erkliren brauche. Die Operation A, ist 
gewohniiche Differentiation, nur dass auch die Coefficienten der Form 
als symbolisch geschrieben gedacht werden; so ist z. B. 


° q-1 
Ay dp = Pap; 4,4, = Gap + Pay-1. 


Setzen wir in die Form 

a, = &, + a, &; ty = &, 
so werden die Coefficienten a, in die geianderten Coefficienten a, tiber- 
gehen, wo 


, a, 2 a? 
Ay = ay + Aya Fz + 4: 47.9°°") 


*) Die gleiche Ansicht hatte uns schon vor einiger Zeit Hr, Hilbert mitgetheilt. 
Die Red. 

















Endlichkeit der Formensysteme. 
woraus man leicht schliesst 
2 
wut Aust + Apu... 


wo u eine beliebige ganze Function der Coefficienten bedeutet. 

Eine solche Function, die sowohl im gewdéhnlichen Sinne, wie 
symbolisch geschrieben, homogen ist, und welche bei der besprochenen 
Aenderung ungeindert wird, ist eine Halbinvariante (Semiinvariante, 
source); solehe treten bekanntlich als erste Coefficienten in den Co- 
varianten auf, und die Abhingigkeit zwischen Covarianten ist dieselbe 
als zwischen den entsprechenden Halbinvarianten. 

Der Grad g einer Halbinvariante ist der Grad in den Coefficienten, 
das Gewicht v ist der symbolische Grad (Summe der Indices). So ist 
z. B. die Halbinvariante 

d, = a,a, — 4a,a, + 3a,’ 
vom Grade zwei und vom Gewicht vier; wie die obige Entwickelung 
(symbolische Taylor’sche Formel) zeigt, ist die nothwendige und hin- 
reichende Bedingung dafiir, dass eine homogene Function H der Coef- 
ficienten eine Halbinvariante ist, 
4A,H=0. 
Ist ausserdem ng — 2v = 0, so wird H eine Invariante sein. 

Die folgenden Functionen werden gleich als Halbinvarianten erkannt: 
Cy = Ay 5 Cy = Ay My — 475 ++ + Cy = (Ay — Hy )P2 Ag+ + Cy == (4Ay — A, )" Ay. 
Sie haben alle (a, ausgenommen) g = v, und durch successive Elimi- 
mination von @,, Q,-1-..@_ zeigt man leicht, dass jede Halbinvariante, 
fiir die g = v ist, sich rational und ganz durch ¢c,, ¢,...¢, ausdriicken 
lisst. Ist g > v, muss a, Factor sein, ist g<v, kann durch Maulti- 
plication mit einer geeigneten Potenz von a, der erste Fall herbei- 
gefiihrt werden, Kine jede Halbinvariante lisst sich somit, nach 
Multiplication mit a)°-? als ganze rationale Function von ¢,, ¢,... Cn 
ausdriicken. 

Sind B,, B....B» die Nullpunkte oder Wurzeln der Form, so werden 


a @ ° . ‘ . : 
—, = -++ 2 symmetrische Functionen von diesen; wir haben daher 
0 0 0 


x 4 = F,, 

Ay? 
wo F’, eine symmetrische Function der Wurzeln vom Grade v bedeutet. 
Diese Function lisst sich bekanntlich als rationale ganze Function der 
Wurzeldifferenzen schreiben. 

Ich kann jetzt den Fehler in dem Aufsatze des Herrn Cayley klar 
legen; in dem Ausdrucke fir eine Halbinvariante durch die Wurzel- 
differenzen und a,, den er aufstellt, hat er a, den Exponenten v ge- 
geben, wihrend dieser g sein musste. Sein Beweis gilt daher nur fiir 
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die oben besprochenen einfachen Halbinvarianten, fiir die g = v ist; 
fiir andere Halbinvarianten lisst sich die Reduction der Exponenten 
mittelst der Gleichung der Wurzeldifferenzen nicht ausfiihren, ohne dass 
eine Potenz von a, als Nenner hineintrete, und, wie oben erwiesen, 
ist es eben dieser Nenner, der bei dem Beweise des Gordan’schen Satzes 
die ganze Schwierigkeit verursacht. 

Da eine Halbinvariante fiir a, 0 endlich und (wenn a, nicht 
Factor ist) nicht Null wird, muss der Ausdruck J, in jeder Wurzel 
vom Grade g sein. Wird F, durch die Wurzeldifferenzen ausgedriickt, so 
lassen sich alle Glieder durch Permutiren der Wurzeln aus einem Glied 
L, ableiten; ist dieses in jeder Wurzel vom Grade g, dann wird ng.—=2v 
und die Halbinvariante ist eine Invariante. Dieser Fall ist es, den 
Herr Hilbert betrachtet hat. Er stiitzt seinen Beweis auf den Satz, 
dass jedes L, sich als Product von gewissen bestimmten in endlicher 
Anzahl vorkommenden JL, bilden lisst. Die rationale Gleichung, welche 
a? L, bestimmt, lisst sich dann dazu verwenden die Exponenten dieser 
Grésse zu erniedrigen, und da der erste Coefficient der Gleichung eins 
wird, wibrend die iibrigen ganze Invarianten sind, so werden in die Aus- 
driicke fiir die héheren Potenzen keine Nenner hinzukommen kénnen. 

Es entsteht jetzt die Frage, ob der Beweis des Herrn Hilbert so 
erweitert werden kann, dass er fiir alle Halbinvarianten gilt. Ich werde 
zeigen, dass dieses sich sehr leicht bewerkstelligen lisst; es kommt nur 
darauf an zu zeigen, dass ein Glied von einer Halbinvariante a,’ J, sich 
immer als Product von einer endlichen Anzahl bestimmter ihnlicher 
Glieder darstellen laisst. Wir kénnen annehmen dass dieses Glied in 
8B, vom Grade g ist und in den iibrigen Wurzeln von nicht héherem 
Grade. 

Zu dem Gliede fiigen wir den Factor 


: ‘Vas 

wo die Exponenten (Null oder positiv) so bestimmt sind, dass das Glied 
in allen Wurzeln vom Grade g ist. Jetzt kann man, wie Hr. Hilbert 
es macht, ein System von diophantischen Gleichungen aufstellen und 
dadurch die Zerlegbarkeit aller solchen Producte mittelst einer end- 
lichen Anzahl bestimmter aibhnlicher Factoren darthun. Man hat dann 
nur in diesen Factoren die vereinzelt stehenden Potenzen von B,, f,... Bx 
wegzunehmen, und man hat die Gréssen, welche bei Herrn Hilbert 
@,, @,... @, entsprechen. 


Kopenhagen im September 1889. 











Bestimmung der gréssten Untergruppen derjenigen projectiven 
Gruppe, welche eine Gleichung zweiten Grades in 
n Verinderlichen invariant lisst. 


Von 


Hermann Werner aus Hottelstedt bei Weimar. 


Die nachstehende Arbeit erledigt ein interessantes Problem aus 
Lie’s allgemeiner Theorie der Transformationsgruppen. Ehe wir 
dasselbe formuliren, wollen wir die wichtigsten von ihm eingefihrten 
Begriffe und abgeleiteten Siitze, die im Folgenden benutzt werden, 
kurz zusammenstellen : 

Kine Schaar von Transformationen : 

Xj am fi(Z, . . . La} B,.. - Br) (¢—1,...,%) 
in den Veriinderlichen 2, ... 2%, bildet eine endliche continuirliche 
Transformationsgruppe, wenn zwei Transformationen der Schaar nach 
einander ausgefiihrt wieder eine Transformation der Schaar ergeben. 
Die Gréssen a,...a, heissen die Parameter der Gruppe und eine 
Gruppe mit r wesentlichen Parametern heisst r-gliedrig. 

Eine Transformation heisst infinitesimal, wenn sie die Form 

besitzt: 

Li = Xj + Ei (a, ... a) Ot (t==1,...,%), 
wobei d¢ eine unendlich kleine Grésse bedeutet. Bezeichnet f eine 
beliebige Function von 2,...2,, so ergiebt die Ausfiihrung dieser 
Transformation auf f die folgende Gleichung: 


f (ay, " ° +5 Be) = f(t * +» Ze) + (Ss $f) Ot. 


Lie fiihrt daher ‘ 
n ] or 
t Ss = = X 
2 é Ox; (f) 


als Symbol fiir die infinitesimale Transformation ein. 
Mehrere, etwa r infinitesimale Transformationen 


X; f= > ku te (x= 1,...,7) 


Mathematische Annalen, XXXV. 8 
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heissen von einander unabhdngig, wenn es nicht méglich ist, r Con- 
stanten ¢,...¢, so zu wihlen, dass der Ausdruck 

. eq Xf+-+-+¢X-f 
identisch verschwindet. 

Ordnen sich die Transformationen einer -gliedrigen Gruppe paar- 
weise als inverse zusammen, so enthilt die Gruppe die identische 
Transformation und r unabhdngige infinitesimale Transformationen. 
Die endliche Transformation entsteht durch unendlichmalige Wieder- 
holung der allgemeinen infinitesimalen Transformation. 

Sind X,f,..., X,f r unabbingige infinitesimale Transformationen 
einer r-gliedrigen Gruppe, so bestehen zwischen den Xf Beziehungen 
von der Form: 


(Xi, X) = X, (Xe(f)) — Xz (Xi(f)) ae (%)} + 


8 Cixs Xf ’ 
1 
wobei die ¢;,, numerische Constanten bedeuten. 

Umgekebrt bestehen zwischen r unabhingigen infinitesimalen Trans- 
formationen X,f,..., X,f die obigen Relationen, so erzeugen die 
Xf eine endliche continuirliche r-gliedrige Transformationsgruppe. 

Hat man zwei r-gliedrige Gruppen X,f,..., X,f und Y,/,..., Y,f, 
zu welchen ein und dasselbe System der cx, gehért: 

r r 
(Xi, Xx) —= Deine Xe, (Yin Yo) = Deine Yay 
1 1 
so nennt man die beiden Gruppen gleichzusammengesetat oder holoedrisch 
isomorph. 

Zwei m-gliedrige Untergruppen einer r-gliedrigen Gruppe heissen 
mit einander gleichberechtigt, wenn sie durch eine Transformation der 
r-gliedrigen Gruppe in einander itibergefiihrt werden kénnen. 

Soll eine Gleichung (a, ..., %,) = 0 eine infinitesimale Trans- 


formation 
n 9 
x Sag 
1 


gestatten, so muss Xm = 0 eine blosse Folge von g = 0 sein. 

Nach Lie ist es bei Untersuchungen, die sich auf eine Gruppe 
beziehen, von besonderer Wichtigkeit, die gréssten Untergruppen zu 
finden, Dieses Problem hat er fiir die allgemeine projective Gruppe 
in » Veriinderlichen erledigt*). In seinem Seminar stellte mir Herr 


*) Unter Lie’s iilteren Arbeiten iiber Transformationsgruppen midge hier 
besonders auf die folgenden verwiesen werden: Gittinger Nachr. December 1874; 
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Professor Lie dasselbe Problem fiir diejenige projective Gruppe im 
n-fach ausgedehnten Raume, welche eine Gleichung zweiten Grades 
mit nicht. verschwindender Determinante invariant liisst. Dabei diusserte 
derselbe, dass die betreffenden Untergruppen sich wahrscheinlich 
definiren liessen als die gréssten Untergruppen, welche eine gewisse 
ebene Mannigfaltigkeit resp. einen Punkt invariant lassen. 


§ 1. 
Vorbereitung zur Lisung des Problems. 


Es ist bekannt, dass im m-fach ausgedehnten Raume, im R,, 
jede Fliche zweiten Grades mit nicht verschwindender Determinante, 
a(e+)) 
M21, durch co * projective Transformationen dieses R, in sich 
ubergefiihrt wird.*) Ist m eine gerade Zahl, so haben wir zwei 
eet? 
discrete Schaaren von co * _ projectiven Transformationen, von denen 
die eine Schaar fiir sich eine endliche continuirliche Gruppe bildet 


n(n-+ 1) 
2 





und von —*— unabhingigen infinitesimalen projectiven Transforma- 


tionen erzeugt wird; die andere Schaar dagegen besteht aus allen 
projectiven Transformationen, welche die beiden Schaaren von gréssten 


ebenen Mannigfaltigkeiten auf der M;'_, mit einander vertauschen, und 

bildet keine Gruppe fiir sich allein. Ist m eine wngerade Zahl, so 
s+) 

haben wir nur eine Schaar vonco *  projectiven Transformationen, 

entsprechend dem Umstande, dass es nur eine Schaar von grdéssten 


ebenen Mannigfaltigkeiten auf der M;, giebt, und diese eine Schaar 


n(n+1) 
2 


bildet eine endliche continuirliche Gruppe, welche von unab- 


hingigen infinitesimalen projectiven Transformationen erzeugt wird. 


n(n-+ 1) 
=a 


Um nun die von — unabhingigen infinitesimalen projectiven 


Transformationen erzeugte Gruppe der F’, im FR, zu untersuchen, ist 

es erforderlich, dieselbe in mdglichst einfacher Form aufzustellen. Es 
n(n-+-3) 

giebt co * FF, im Ry; jeder derselben gehért eine Gruppe von in- 





Archiv for Mathematik og Naturvidenskab 1876—79; Math. Ann, Bd. XVI, 1879. 
Eine systematische Darstellung dieser Untersuchungen findet sich in dem soeben 
erschienenen Werke: Sophus Lie, Theorie der Transformationsgruppen, Erster 
Abschnitt, unter Mitwirkung von Dr, Friedrich Engel bearbeitet, Leipzig 1888, 

*) Cayley und Hermite haben bekanntlich die endlichen projectiven 
Transformationen einer Fliche zweiten Grades im m-fach ausgedehnten Raume 
auf sehr einfache Form gebracht, In dieser Arbeit werden wir durchgiingig mit 
infinitesimalen Transformationen rechnen. 


8* 
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finitesimalen Transformationen zu. Da jede F, mit nicht verschwin- 
dender Determinante durch projective Transformation in jede andere 
iibergefiihrt werden kann, so miissen alle diese Gruppen gleichzusam- 
mengesetzt sein. Wenn wir also gewisse Untergruppen der endlichen 
continuirlichen projectiven Gruppe einer einzigen solchen F’, kennen, 
so kénnen wir auch ohne Weiteres die entsprechenden Untergruppen 
der Gruppen von allen anderen F’, mit nicht verschwindender Deter- 
minante aufstellen. Wir kénnen also als F, die Kugel um den 
Coordinatenanfangspunkt: 


(1) 2? +2? +:--+22?=—1 
annehmen und die allgemeine infinitesimale projective Transformation 


bestimmen, welche diese Kugel in sich iiberfiihrt. 
Zu diesem Zwecke fiihren wir die allgemeine projective infinitesi- 


male Transformation (v. == 4! ): 


1 


1 1 1 1 


auf (1) aus und erhalten: 


n n n n n 
2 Piajyx;+2 > >: Qin LL, +2 Sb; >} ay? == () 
1 1 1 1 1 


oder wegen (1): 


>i x; +>'> Qj, xVMXLy + Soi = (Q, 
1 1 1 1 

Diese Gleichung muss vermége (1) identisch erfiillt werden, wenn 
(1) die Transformation (2) gestatten soll. Das ist aber nur méglich, 
wenn: 

a;j+ b, = 0, i,x + yi = 0. 
n(n-+ 1) 
2 


9 


Demgemiiss erhalten wir die folgenden - gliedrige Gruppe: 





(3) Lin — Lz Pi, Pi — x: >) Xj Pj 


1 








(8, ¢ == 1,...,%) 





Man iiberzeugt sich leicht, dass diese infinitesimalen projectiven 
Transformationen wirklich eine Gruppe erzeugen und die Kugel (1) 
invariant lassen. 

Es giebt nun verschiedene Wege, um das Problem, die gréssten 
Untergruppen der Gruppe (3) zu bestimmen, zu lésen, und zwar 
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kénnen wir entweder die Gruppe (3) selbst oder eine mit derselben 
gleich zusammengesetete Gruppe untersuchen und dann die Resultate auf 
die Gruppe (3) tibertragen. 

Solche isomorphe Gruppen sind bekanntlich die allgemeine con- 
forme Gruppe im R,_, und die Gruppe aller Rotationen um einen 
Punkt im R41. 

Es zeigt sich, dass die Untersuchung der allgemeinen conformen 
Gruppe erst den Weg zur directen Untersuchung der Gruppe der F, 
vorzeichnet. Deshalb wollen wir uns guerst mit der allgemeinen con- 
formen Gruppe beschiiftigen. 

Es ist bekannt, dass die continuirliche Gruppe von projectiven 
Transformationen, welche die Kugel im R, invariant lisst, durch 
stereographische Projection in die, nicht projective, allgemeine conforme 
Gruppe des R,_, tibergeht. *) 

Sei niimlich x, — — 1 die Gleichung des ebenen R,_;, so ist die 
stereographische Projection gegeben durch: 

a, n—1 se i+a, n—1 : 8 

s baalai 7%, De = 4 T=," Du+4= rn 

1 1 


Demnach ist: 
% ox (l—x,) +adx, 
Te ger 
und es ergiebt sich: 


—— Le LX. 
LiPu— Lx Pi SX Px — LePi, 


Ln Pi — Xi Pn = - "> fear 5) 50 Dj — 


aj ‘ait, 


(S 
pi— 2d) wp, a io fea) >) a pf — (3) xi)» ; 


1 


n n—1 


~—/ 4 —_ 
Pu—Xn 7 f Xj; 2 } Xj Pj» 


1 1 


(},¢=1,2,...,5%— 1). 





Die so erhaltene Gruppe kénnen wir offenbar in der folgenden 
Form schreiben: 


*) Vergl. Felix Klein ,,Ueber Liniengeometrie und metrische Geometrie “ 
Math, Ann. Bd. V (1871), cf. insbesondere den Satz pag. 267: » Der Gesammtheit 
der linearen Transformationen des R,,, welche die gegebene M,° _, in sich tiber- 
fihren, entspricht im R,_, ein Transformationencyklus, der sich aus dessen Be- 
wegungen, den Aehnlichkeitstransformationen und den Transformationen durch 
reciproke Radien zusammensetzt.“ 
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(4) Pi, LiPu—XePi, > xjpj, 2 >} TjPj — (3 “*) Pi) 


1 1 1 








(¢,% == 1,2,-+-, m) 








Dies ist wirklich die allgemeine conforme Gruppe des R,, wie wir 
zeigen wollen. 

Die allgemeine conforme Gruppe oder die Gruppe der reciproken 
Radien wird gebildet aus allen Translationen, Rotationen und der 
Aehnlichkeitstransformation (im engeren Sinne), sowie aus denjenigen 
Transformationen, welche aus den Translationen durch Transformation 
der reciproken Radien hervorgehen und welche wir als Circulationen 
durch Origo bezeichnen wollen. Bei den letzteren bewegt sich nimlich 
jeder Punkt des R, auf einem Kreise, welcher durch Origo geht, d. h. 
die Bahneurven einer Circulation sind Kreise durch Origo. In der 
That, die Bahneurven einer Translation sind alle geraden Linien, 
welche einer bestimmten geraden Linie durch Origo parallel laufen. 
Diese Bahneurven gehen durch Travsformation der reciproken Radien 
in sich in Origo bertihrende Kreise tiber; unter diesen Kreisen ist die 
durch die betreffende Translation bestimmte gerade Linie durch Origo 
mitzurechnen. Also ist jede Circulation durch Origo durch eine be- 
stimmte gerade Linie durch Origo festgelegt, ebenso wie jede Trans- 
lation. 

In der That werden die Translationen durch die p;, die Rotationen 
durch die x;p,—2%,p; und die Aehnlichkeitstransformation durch 


> “;p,; reprisentirt, und es ist nur noch zu zeigen, dass die Circu- 
1 
lationen durch die 


n n 
24; y} Xj Dj -( y) “) Di 
1 1 


reprisentirt werden. Fiihren wir nun auf die p; die Transformation 


vy 
n 


1 
n n 
ax, >) 2? — 22, >! x, 3 x; 
sae Been, GF ee 
3 


Ox, -— 


der reciproken Radien 2, = aus, so ergiebt sich: 


? 


also, da 
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n 
, 1 2a% ’ , 
é2; = ———_ — -—— 5 = » aj? — 22; ?, 
>} 2 >) 2 1 

rj a; ( 4] “') 
1 1 


: 2u,% a 
én, = — — == = — 22; 2,, 


$) 


so dass wirklich die Circulationen die Form haben: 


2n>) Xj pj — (3 «*) Pi- 
1 1 


Wir fiihren der Kiirze wegen die folgenden Bezeichnungen ein: 
Pi=pi, Rix = LiPe — Tepi, S = Di ayp,, 
1 


C;: 20 >) XjPj — (3 st) Di- 
1 1 


Setzen wir fest, dass ¢,, == 0 fiir i4-x, dagegen ¢,;— 1 sein 
soll, so erhalten wir durch paarweise Combination der infinitesimalen 
Transformationen: 


Pi, Riz, 8, G 
die folgenden Relationen*): 


((P;, Px) =0 (C;, Cx) =O 

(Pi, Rj,x) = 8145 Pe — xP | (Cr, By 2x) = 815 Ce — 8,2 G 
‘ (P,, 8S) =P, 1(G,S) =—G, 
©) | (P;, Cs) == 2( Ry t+ 8,28) ) 

‘m.,8) 0 

(Rix, Rye) = bee Riy — &x,y Rie — Fiu Ree + Fiv Rey 





Wir erkennen, dass diese Relationen sich nicht iindern, wenn 
wir — C;, Rix, — S, P; mit bez. P;, Rix, S, — C; vertauschen. Das 
ist nichts Auffilliges, denn durch Transformation der reciproken 
Radien geht ja P; in — C;, Rix in Rix, S in —S tier: zwei 


*) Die Formeln (5) finden sich in einer Abhandlung von Lie im norwegischen 
Archiv, Bd. 10, 1885, in welcher iiberhaupt Untersuchungen iiber die conforme 
Gruppe, wie auch iiber die Gruppe einer Fliiche zweiten Grades im n-fach aus- 
gedehnten Raume angestellt werden. Lie bezeichnet R,, mit S;, S mit U, 
C; mit V;. 
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Gruppen aber, die durch Transformation in einander iibergehen, 
miissen gleichzusammengesetzt sein. 

Im Folgenden betrachten wir Untergruppen, welche durch Ver- 
tauschung von — C;, R;., —S, P; mit bez. P;, Rix, S, —C;, in 
einander iibergehen, als gleichberechtigt, denn dieselben werden durch 
eine Transformation der Gruppe in einander tibergefiihrt. 

Die allgemeine conforme Gruppe enthilt: 


op MRD) ot + oo ae STNOTY Ly 
unabhingige infinitesimale Transformationen und zwar  unabhingige 
infinitesimale Transformationen 0'' Ordnung (z. B. alle Translationen), 
lat + 1 von 1'* Ordnung (z. B. die Rotationen und die Aehnlich- 
keitstransformation) und » von 2 Ordnung (die Circulationen). 

Aus den Relationen (5) ergiebt sich nun ohne Weiteres, dass die 
P;, Ri. und S eine (N—n)-gliedrige Uutergruppe, die Gruppe aller 
Aehnlichkeitstransformationen, erzeugen. 

Wir wollen daher zuerst nach allen (N — n)-gliedrigen Untergruppen 
der allgemeinen conformen Gruppe fragen. Es wird sich zeigen, dass 
wir damit zugleich alle Fiille erhalten, in denen es Untergruppen mit 
mehr als N — n Parametern giebt. 

Wir werden zuniichst zeigen, dass wir immer annehmen kénnen, 


dass gewisse Translationen >) a;pj;, die wir als gegeben annehmen, 
1 
in den gesuchten (N—n)-gliedrigen Untergruppen vorkommen. 

Wir weisen niimlich nach, dass alle (N—w)-gliedrigen Unter- 
gruppen, welche keine infinitesimale Translation enthalten, mit der 
Gruppe der P;, R;,x, S gleichberechtigt sind.*) 

Nach dem bekannten Satze: 

Enthilt eine (r —m)-gliedrige Untergruppe der r-gliedrigen Gruppe 
X,f, X,f,..., X-f keine infinitesimale Transformation von der Form 


e, X,f +e, Xf +--+ + euXnf; 


so enthdlt sie r — m unabhingige infinitesimale Transformationen von 
der Form: 


» 
= 


m 


* Xuaif + >? G, Xof (j=1,2,..., r—m) 
1 


enthilt eine (N—~)-gliedrige Untergruppe, in der keine infinitesimale 








*) Wir verfahren dabei ganz analog wie Lie bei seiner Bestimmung der 
gréssten Untergruppen der allgemeinen projectiven Gruppe. 
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Translation >>) a;p; vorhanden ist, sicher eine infinitesimale Trans- 
1 
formation von der Form: 


San - Sa» = dS~@- a5) Ds 
1 1 1 


und ebenso giebt es fiir jeden Werth von i und x eine infinitesimale 
Transformation von der Form: 


(i — @:) Px — (%x— Ax) pi + Dp bixi B- 


1 


Durch Combination dieser beiden infinitesimalen Transformationen 
ergiebt sich aber: 


— Ai bins Dj 
1 
und da unsere Untergruppe keine infinitesimale Translation enthalten 
soll, so miissen alle b;,; verschwinden, 
Endlich muss die Untergruppe noch » infinitesimale Transforma- 
tionen von der Form: 


Ci + A 3 Cis Dy 
1 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, von der Form: 
(6) 2(%,—a) Sa- 5) Pi ~ (> (o—0)") mt jp dis Dy 
1 1 1 


enthalten, denn es ist: 


2(%4— a) >) (%j— aj) pj — (> (xj — a3) Di 


1 


n n 
eo D} (22:0 —2aiay —2 yxe+ 2a) p, _— ( >) x; 245-401) Pi 
1 


1 
22,>) Xj Pj— (> 1) Pi —2a;_Y5 (aj — ay) py 
1 1 1 


= +2 } ay { (aj—a;) pi — (ai — ai) pj} 
1 


+2 a>) ay pj — (> o*) Pi- 
\ 1 1 
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n 
Combiniren wir nun (6) mit >} (x; — a;)p;, so erhalten wir die in- 
1 
finitesimale Trausformation: 


2 (x;— ai) > (x;— aj) pj — (¥ (aj— a Di -> di; Dj, 


1 
sodass wegen (6) folgt: 
di; = 0) . 
Wir erhalten demnach die folgenden infinitesimalen Transforma- 
tionen, welche eine (N—w)-gliedrige Untergruppe erzeugen: 





(i — i) Px — (Lx — Ax) Di, >) (aj; — aj) pj, 
1 


2(x;— aj) 3 (a; — aj) pj — (> (aj— a) Di 
1 1 


Durch paarweise Combination dieser infinitesimalen Transforma- 
tionen tiberzeugt man sich leicht, dass dieselben auch wirklich eine 
Gruppe erzeugen. Diese Gruppe lisst den Punkt 2; = a; (j=1,2,...,”) 
invariant. Fiir a; = 0 erhalten wir die Gruppe der R;,,, S, C;, welche 
den Anfangspunkt in Ruhe liisst. Die erhaltenen Gruppen sind also 
mit der Gruppe der P;, R;,., S gleichberechtigt, q. e. d. 

Resultat: Jede (N—n)-gliedrige Untergruppe der allgemeinen 
conformen Gruppe des R,, in welcher keine infinitesimale Translation 
vorkommt, besteht aus allen infinitesimalen Transformationen der con- 
formen Gruppe, welche einen im Endlichen gelegenen Punkt invariant 
lassen und ist daher mit der Gruppe aller Aehnlichkeitstransformationen 
gleichberechtigt. 

Wir haben demnach nur noch alle Typen von (N—v)-gliedrigen 
Untergruppen zu bestimmen, von denen wir gewisse darin enthaltene 
Translationen als bekannt voraussetzen. 

Von vornherein kénnen wir den Fall ausschliessen, dass alle 
Translationen vorkommen, denn dann wiren entweder keine Circula- 
tionen durch Origo vorhanden, in welchem Falle wir die schon be- 
kannte Gruppe aller Aehnlichkeitstransformationen erhielten, oder es 
kénnten nicht alle Circulationen durch Origo vorkommen, weil dann 
auch alle R;, und S vorkommen miissten. Die Untergruppen aber, 
welche gewisse Circulationen enthalten, sind in ihrer Gesammtheit 
offenbar gleichberechtigt mit der Gesammtheit der Untergruppen, 
welche gewisse Translationen enthalten. 
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In den zu suchenden Untergruppen kénnen also 1, 2,...,”—1 
unabhiingige infinitesimale Translationen vorhanden sein und diese 
bilden immer eine Gruppe. Da die Bahncurven einer bestimmten 
Translation alle parallele gerade Linien sind, welche nach einem be- 
stimmten Punkte der unendlich fernen ebenen MM, _; gerichtet sind, 
so kénnen wir uns jede Translation durch einen Punkt im unendlich 
Kernen repriisentirt denken. Eine Gruppe von m unabhingigen infini- 
tesimalen Translationen wird dann durch eine ebene Y,,_, der unendlich 
fernen ebenen M,_; reprisentirt. 

Nun wissen wir aber, dass zwei Translationen innerhalb der 
Gruppe der Aehnlichkeitstransformationen im Allgemeinen nicht mit 
einander gleichberechtigt sind; denn wiire dies der Fall, so miisste, 
da jede Translation durch einen Punkt der unendlich fernen ebenen 
M,-1 bestimmt ist, jeder Punkt dieser M,_, durch Rotation in jeden 
anderen Punkt derselben iibergefiihrt werden kénnen. Die Gruppe der 
Rotationen lisst aber die Nullkugel, Null-2/?_,, invariant. Daher sind 
auch im Allgemeinen zwei m-gliedrige Gruppen von Translationen 
nicht mit einander gleichberechtigt. 

In Folge dessen sind wir gendéthigt, bei der Bestimmung der 
gréssten Untergruppen der allgemeinen conformen Gruppe einen wesent- 
lich anderen Weg einzuschlagen, als bei Lie’s Bestimmung der gréssten 
Untergruppen der allgemeinen projectiven Gruppe*). Bei der letzteren 
Gruppe stiitzt sich nimlich die Bestimmung der gréssten Untergruppen 
auf den Satz, dass irgend zwei Translationen innerhalb der Gruppe 
gleichberechtigt sind. 

Zwei Translationen sind innerhalb der allgemeinen conformen 
Gruppe nur dann mit einander gleichberechtigt , entweder, wenn beide 
durch Punkte der unendlich fernen ebenen M,_,, welche nicht auf 
der Null-M? , liegen, oder beide durch Punkte, welche auf der Null- 
M2, liegen, repriisentirt werden. Zum Beispiel wird p, reprisentirt 
durch einen Punkt, welcher nicht auf der Null-M/?, liegt, denn die 
Bahucurven von p, sind gegeben durch: 


By os OR ssl 
eu e ? 
woraus sich durch Integration als Bahncurven ergeben: 
Ly = Cy, Ly Cy). 20) Eu Cpe 
Andererseits wird p, + ip, repriisentirt durch einen Punkt, welcher 
auf der Null-DZ?, liegt, denn die Bahneurven von p, + ip, sind 
gegeben durch: 





*) Vergl. Math. Ann. Bd. XXV, Theorie der Transformationsgruppen, 
Leipzig 1888, pag. 569. 








124 Hermann Werner. 


dx, ie dx, +a dx, es) Mod dz, 
Wraent 2 ai ie a ae 
oder durch: 
Ly + tXy = C, Ly = Cy, . «4, Le = Cn 


und das System von Gleichungen: 
Z,+itr, = 0, 4 =—0,..., 4%, —0 
erfiillt wirklich die Gleichung: 


H+ a +--+ 2,7? =0, 
welche die Kegel-M?_, vom Anfangspunkt nach der Null-M 2 , darstellt. 

Denken wir uns jetzt m unabh. infinitesimale Translationen ge- 
geben, so werden dieselben durch eine ebene M,,_; der unendlich 
fernen ebenen M,_, repriisentirt. Diese ebene M,, schneidet die 
Null-M?, nach einer WM? ,. 

Wir erkennen ohne Weiteres, dass zwei m-gliedrige Gruppen von 
Translationen nur dann mit einander gleichberechtigt innerhalb der 
allgemeinen conformen Gruppe sein kinnen, wenn die zugehiérigen 
M2, von derselben Species sind, d. h. wenn sie entweder beide 
allgemeine M2 , oder beide in gleicher Weise ausgeartete M? , sind. 

Daher ist es néthig, auf die Ausfiihrungen von Segre*) ein- 
zugehen. Nach Segre ist eine ebene M,_, eine Tangential-M,_, 
der Null-M?, von der Species a+ 1, wenn die Schnitt-M? , mit 
der Null-M? , (a+1)-mal specialisirt ist, d. h. wenn dieselbe eine 
ebene M, von Doppelpunkten besitzt. Insbesondere ist eine ebene 
M1 eine gewodhnliche Tangential- M1, wenn die Schnitt-M/? , 
einmal specialisirt ist, d. h. einen einzigen Doppelpunkt besitzt. 

Segre zeigt nun, wie man entscheidet, von welcher Species als 
Tangential-¥,,_, einer F, eine vorgelegte ebene M,,_, ist, wenn die 
F, im R,_; in m homogenen Coordinaten vorgelegt ist: 


(7) 9 (x) = > Qj, xXjXy = 0. 
; 7 


Er nimmt an, die M/,,-; sei durch m bekannte Punkte 
By By e0 oy 
gegeben. Die Schnitt-2/? , hat dann, wenn wir mit 
=D ndyei? — (i= 1, 2, ...y n) 
1 
einen allgemeinen Punkt der M,,_, bezeichnen, in den Variabeln 4 
die Gleichung: 


*) Vergl. Corrado Segre ,,Studio sulle quadriche in uno spazio lineare 
ad un numero qualunque di dimensioni“ nelle Memorie della R. Accad, delle 
Scienze di Torino, Serie seconda, t. 36, 1885, pag. 22—38. 
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p(a,z’ ob Aa” -+- eee -{- Ana”) en 0, 


oder wenn wir einfiihren: 


n n 
(7a) (ale), 1) = Si S* ain af olf 
1 1 


die Gleichung: 
DDHow, 2). ras} =0 
1 1 


Die Determinante dieser Schnitt-M,?» ist offenbar die folgende : 


| p(x ? x’), g(x’, x”), ° ty y(z’, aim) | 

(8) | y(a", x te 9 (2", 9 a’ y ws y(x", om) 
| : 

p(x, a’), oun @"), ++, enn xm) )| 


Wenn nun diese Determinante, sowie alle Unterdeterminanten bis 
zur Ordnung m— a verschwinden, so ist dies die nothwendige und 
hinreichende Bedingung dafiir, dass die ebene My, eine Tangential- 
Mn—1 von den Species a+ 1 der Fliche p(x) =O darstelit. 

Wir kehren jetzt zu unserer Aufgabe zuriick. Wir setzen voraus, 
dass die zu suchenden (N — n)-gliedrigen Untergruppen die folgenden 
n—v — uw unabhingigen infinitesimalen Translationen und nur diese 
enthalten (w und v seien beliebige ganze Zahlen, welche nur die Be- 
dingung »—-v—uw> 0 zu erfiillen haben): 


Poa + tPr4e, Pris tPrgay os Prigu-1 + iPvoous 
(9) a ; 
Pvtiu+i) Pvti2ut2, ce sy Pa 


Wir wollen zeigen, dass wir damit alle einzelnen Fiille behandeln. 
Die Translationen (9) werden durch eine ebene M,_,-,—1 der un- 
endlich fernen ebenen M,_; repriisentirt, welche bestimmt wird durch: 


(10) 4 =, L, = 0, eer t=), est Gaps 
X49 + typ, = 0, ..., Lepeu-1 + tren = 0. 


Z. B. wird py: + ip,49 repriisentirt durch einen Punkt 2’ der 
erwihnten ebenen M,_,-,-1, welcher bestimmt ist durch: 


(11) 2, = 0,...,% = 0, Syry1 + tape 0, Xys = 0, .. oy =O, 
Ferner ist: 

(12) 9 (0) =a + 2 +--+ + at —0 

die Gleichung, welche die Null- M2 , (als Schnitt der unendlich fernen 


Ebere mit g(x) =) repriisentirt. Diese Gleichung ist homogen in 
X,+.+ 2%. Es ist also z. B. wegen (11): 


9 (0, #) = H+ ia42 
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Man erkennt leicht, dass sich in unserem Falle die Determinante 
(8) auf die folgende reducirt: 





00...0 0 0 — 
00...0 0 0 _~ 
00...0 0 0 0 
(13) 0.0...0 myeyg 0 0 
oe ©. 0 0 Te 9u+2 0 
00...0 0 0 ..0 
0 0...0 0 6 a" 





In dieser Determinante verschwinden alle Unterdeterminanten bis 
zur Ordnung » — vy — 2u + 1, wihrend nicht alle von der Ordnung 
nm — v — 2u verschwinden. Es ist also: 


m=N—-V—ts mM—a=n—v—2u+]; 


folglich ergiebt sich: 
a=pu—l, 
d. h.: 


Die Translationen (9) werden durch eine ebene My ,~y-1 der un- 
endlich fernen ebenen M,_; représentirt, welche eine Tangential- M,_,~»-1 
von der Species w der Null- M2, ist, d. h. die ebene My»-p-1 hat 
eine ebene M,_, mit der Null-M,2 , gemein. 

Dieses Resultat zeigt uns, dass wir unter der Voraussetzung (9) 


wirklich alle Faille behandeln, denn uw kann héchstens gleich > oder 





gleich _ : sein, jenachdem m gerade oder ungerade, und wirklich 
sind die ebenen 
M,_, 


2 
die gréssten ebenen Mannigfaltigkeiten auf der Null-M*,. Die Aus- 
driicke (9) geben uns also immer an, welche Fille vorkommen kénnen, 
z. B, zeigen sie uns ohne Weiteres, welches die gréssten linearen 
Mannigfaltigkeiten auf der Null-M?, im R, resp. auf irgend einer F’, 
im R, sind. Nimlich: p, + ip,, p, + ip,, p; + tp, sagt uns, dass u 
héchstens gleich 3 ist, dass also die gewdhnlichen Ebenen die gréssten 
ebenen Mannigfaltigkeiten sind. 

Wir haben bisher stillschweigend angenommen, dass zwei ebene 
My~»-»—1, welche die Null- M? , nach a von derselben Species 
uw schneiden, innerhalb der allgemeinen conformen Gruppe immer 
gleichberechtigte Gruppen von Translationen repriisentiren. Wire dies 
nicht der Fall, so wiirden wir unter der Voraussetzung (9) nicht alle 


resp. M_, 
ic 
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Typen von (N — n)-gliedrigen Untergruppen der conformen Gruppe 
erhalten. 


Um nun nachzuweisen, dass dies wirklich der Fall, verfahren wir 
in folgender Weise: 


1) Wir suchen die Anzahl 6 von unabhingigen infinitesimalen 

Rotationen >> ai,x t,x, welche eine unendlich ferne ebene UM, _,—.—1 
1 i 

in Ruhe lassen. Dann geht die ebene M,_,-,-1 bei Ausfiihrung aller 


n(n—1) n(n—1) 


co * Rotationen in co * oder sagen wir lieber in oo% ver- 
schiedene ebene M,_,_,—1 tiber, deren Inbegriff gegeniiber allen Rota- 
tionen invariant bleibt. 

2) Andererseits suchen wir die Anzahl oo® der ebenen M,_,~,—-1 
von derselben Species uw, welche im Unendlichfernen liegen. 

Ergiebt sich dann s, = s,, so ist der Nachweis gefiihrt. 

1) Im ersteren Theile der Untersuchung kénnen wir die ebene 
M,—,»—,-1 des Unendlichfernen durch die ebene /,_,_, ersetzen, welche 
durch erstere und durch den Coordinatenanfangspunkt geht, denn 
irgend eine Rotation liisst entweder beide invariant oder beide nicht 
invariant. Die Gleichungen der ebenen M,_,_, seien: 

(14) #2 = 0, M4951 + tr42; = 0, 
wo A=1l,2,...,%, j= 1l,2,..56. 

Fiihren wir nun auf diese Gleichungen die allgemeine infinitesimale 

Rotation: 


(15) Mien ti Ps — %x pi) (WO Aix = — ay,i) 


1 1 
aus, so erhalten wir die folgenden beiden Gleichungen: 
“ ? . Ox, Ox, 
2D ws (2:53 — Xx da, ) =~ @, 
1 


n n ar e u : 
>" > Qi x (« O(®% 491+ *©y494) — Ly Cotes Saal) = 0 
1 1 








Ox, Ox, 
oder: 
n n 
>: Qj,4 Xi — P* Aix Ly =(, 
1 1 


n 
> (Gi,vtoj—1 + di, rp2/) Xe —~ > (y42j-1,2 + 1442), x) Ux = 0 
i 


oder: 


> a2%;=0, >! (Gi,v4oj-1 + 14i,r4295) & = O. 


1 











Hermann Werner. 





128 


Soll (14) die Transformation (15) gestatten, so miissen daher die 
folgenden Bedingungen erfiillt werden (9p =v -+ 2u +1, v-+2u+-2,---,n): 


a,» = 0 an Zahl: v(m — v — 2p) 
16) [Artunne t tartare = 0 resp.: (nm — v — 2u) 
a, v42j;-1-+ 142, »42; = 0 resp.: v-u 
Ay 42j,, 74 2h—1 Ht Arte j,, v2, =O (Ar 425-1, 94-2j,—1 F 1424-1, 424) 
. &(u—1) —e 
resp.: ——“;——~_ unabhiingige 


Relationen, die von den Parametern a;,, erfiillit werden miissen. 
Daher ergiebt sich: 


8, = v(m —v — 2p) + a(n — v — 2p) + ve w+ ORY 
=(u +») (n—v—p)— 29, 


2) Im R, giebt es col™+)("—™ ebene M,,, also in der unendlich 
fernen ebenen M,, col™+)i"—™—) ebene M,,. Eine ebene M,-1 


schneidet die Null- MM," nach einer M3, welche durch ca a 


Punkte bestimmt ist, Soll die M,-: auf der Null- M,,” > liegen, so 
muss die M,_, noch einen weiteren Punkt der Null- 7,29, welcher 
nicht auf der Null- ©,’ » liegt, enthalten. Damit also eine ebene M,_, 


{w—1)(u+ 2) 4 — pet) 


auf der Null- M2, liegt, miissen ; 


&(u-+l) 
2 


Bedingungen erfiillt werden. Daher giebt es va et ated 


ebene M,, von der Species w in Bezug auf die Null-M,’.*). Wir 
&(u-+1) 

(n—v—) (vt) — EO , 
erhalten also: co ==c0" eee Z ebene M,_,~-.-1 in der 


unendlich fernen ebenen M,-;. Mithin ist wirklich, s, =, q. e. d. 


Man kéunte nun den Einwand erheben, dass es eine Anzahl von 
discreten continuirlichen Schaaren von ebenen M,_,-,—1 auf der Null- 
M,?; geben kénnte und dass in Folge dessen der verlangte Beweis 
nicht erbracht wire. Es ist aber bekannt, dass nur die gréssten 
ebenen Mannigfaltigkeiten auf der Null-M,2. im R,, wo m eine 
gerade Zahl, also die ebenen M, 1, zwei discrete Schaaren bilden. 
Es ist leicht einzusehen, dass die diesen beiden discreten Schaaren 
entsprechenden Untergruppen nicht wesentlich von einander ver- 
schieden sind. 

Wir wollen nur noch darauf hinweisen, dass wir durch den obigen 
Beweis zugleich bewiesen haben, dass zwei ebene Tangential- Mannig- 
faltigkeiten von derselben Species in Bezug auf eine F’, im R, immer 


*) Vergl. Segre 1. , 
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durch eine projective Transformation der F, in einander tibergefiihrt werden 
kinnen. Die F, sei die Kugel x,*+ ----+ 22,,—1. Durch stereo- 
graphische Projection geht eine ebene M,_,_, von der Species wu + 1 
in Bezug auf die Kugel des Ry; in eine unendlich ferne ebene 
M,-»-u-1 des R, von der Species w in Bezug auf die Null- M?_, tiber 
und es entspricht jeder ebenen M,_,_, durch eine der unendlich fernen 
M,-»-»-1 des R, eine bestimmte M,_,_, des R,4, von der Species 
w+ 1. Es ist klar, dass die M,_,_, des R,i: durch die projective 
Gruppe der F’, des R,4; in derselben Weise vertauscht werden wie 
die erwihnten M,_,_, des R, durch die allgemeine Gruppe von Rota- 
tionen um einen festen Punkt. Jede ebene M,_,_, durch eine un- 
endlich ferne ebene M,_,-,-1 kann aber in jede andere solche M,_,_, 
durch die conforme Gruppe iibergefiihrt werden, wie wir zeigen wollen. 
Die ebene M,_»~p: %2=0, %y49j-1 + 1%,49; = 0 wird niimlich durch die 
v-+-p unabhingigen infinitesimalen Translationen pz, py42;-1 -+ ip,42; 
in andere M,_,_, itibergefiihrt, welche durch dieselbe unendlich ferne 
M,-»-1-1 gehen. In der That giebt es co’t" ebene M,_,_, durch 
eine M,_,-,-1 im R, und nicht mehr; dieselben kénnen also wirklich 
in einander iibergefiihrt werden. Damit ist aber unsere obige Be- 
hauptung erwiesen. 


§ 2. 
Bestimmung der groéssten Untergruppen der allgemeinen conformen 
Gruppe. 


Im vorigen Abschnitt haben wir endgiltig gezeigt, dass wir unter 
der Voraussetzung (9) alle Typen von (N — n)-gliedrigen Untergruppen 
erhalten, welche nicht mit der Gruppe der Aehnlichkeitstransformationen 
gleichberechtigt sind. 


Wir nehmen also an, die zu suchenden (N — n)-gliedrigen Unter- 
gruppen enthalten die folgenden n — v — uw unabhdngigen infinitesimalen 
Translationen: 

(17) Py42j-1 + i Pra, Py (j =1,-+-;4; o=v+ 2u + 1,++ +, 2) 
wiihrend keine der Translationen: 

Pr, Proj, Pros (4—1,+-+, v) 
vorkommen soll. 


Wir kénnen also annehmen, in den gesuchten Untergruppen seien 
keine infinitesimalen Translationen von der folgenden Form vorhanden: 


y “ 
(18) >} &Py + DY) ev4oj—1 Prysj-i- 
1 


1 
Mathematische Annalen, XXXV, 9 
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Wir verfahren nun in folgender Weise: 
Einerseits suchen wir die Anzahl] derjenigen unabhiingigen infini- 
tesimalen Transformationen: 


(19) 3 Du. Rix + Sha Pit Dy setae Botte 


welche durch Combination mit den Translationen (17) keine Trans- 
Jationen von der Form (18) ergeben. Da die Translationen mit ein- 
ander vertauschbar sind, suchen wir also die Anzahl derjenigen unab- 
héingigen infinitesimalen Rotationen R;,,, die in den gesuchten Sater: 
gruppen vorkommen diirfen; dieselbe sei gleich o. 

Andererseits suchen wir die Anzahl derjenigen sthteaieus 
infinitesimalen Transformationen (19), welche in den gesuchten Unter- 
gruppen vorkommen miissen; dieselbe sei gleich t. 

Es ist einleuchtend, dass wir nur dann Untergruppen der verlangten 
Art erhalten, wenn 6 >t. Die Fille, in denen 6 < t, sind also ohne 
Weiteres auszuschliessen. Es zeigt sich, dass dann nur einige wenige 
Fille tibrig bleiben. 

Wir suchen zunichst die Anzahl 6 der méglichen Rotationen. 


Durch Combination von > > Qin Rix (din = — x,i) mit den 
1 1 


Translationen (17) erhalten wir die folgenden Relationen: 


(7. S> Gi,x R..) = > dex Px ~ > aie P= —2 ‘die Pi, 
1 1 1 1 1 
(Pass + t Pr42j, >>> Qi, x Bus) —=— 22> (i, v4.2; it i i,v+42)) P. 
1 1 1 


Da uun nach Voraussetzung keine infinitesimalen Translationen 
von der Form (18) vorkommen diirfen, so ergeben sich hieraus fiir 
die a;,x die Bedingungsgleichungen (16) (vergl. pag. 128): 


2,9 = 0 an Zahl: v(n — v — 2u) 
Qy42j -1,¢ + tAr19;,9 = 0 resp.: u(m— v — 2u) 
G2, v425-1 + 1da,r42; = 0 resp.: V+ 
Ay 2), x42 j—t + tAr49j,, 7425, = t(Ay425,~1, 4424-1  EAr4o4,—1, r¢2/) 
resp.: a — unabhiingige 
Relationen. 


Das sind im Ganzen: 


n(n — 1) 


"m= g = v(n—v—2p) + w(n—v— 2p) + vp + SOR) 








a eee ES oer 
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unabhiingige Relationen, die von den Parametern a;,, erfillt werden 
miissen. Also ergiebt sich: 


(20) o = *2=D (y+ w) @—v — aw) + HOEY 


2 





Wir wollen gleich die unabhingigen infinitesimalen Rotationen, 
welche vorkommen kénnen, aufstellen. Dabei bereitet nur die letzte 
der Relationen (16) einige Schwierigkeiten. 

Bezeichnen wir: 














A j 
Ay? = 1,2,-°5, 0; Sig H1,2,-+5 w; 
A, Ja 
Q 
Qp=rt2e+l, v+2u4+2,---,n; 
Q2 
so erhalten wir etwa: 
. an Zahl: ) 
Raa re = 1) 
Roe (n— v — 2u) fe %e= 1) 
(21) Ra, v42j—1 + t Ra, 42; fv 
Ro, v425-1 + t Ro, 425 u(n — v — 2u) 
Ry 425-1, v42; u 
Ry4aj,-1, r424,—1 + 1Ry495-1, 042%.) davon 22%—) yp. 
Or 42, 42-1 bt ER 495, 424 abhiin : 
wre dis Tes » 2 gige. d 


Wir kénnten die letzteren u(u — 1) Rotationen (21a) auch so 
schreiben: 
unabhiingige an Zahl: 


—1 
Ry49j,-1, 42% — Ro+ay,, 24,1 fea) : 
(w — 1) 
Ry+2;, -1, ¥+-2f,—-1 + Ry +25, v+2f, are 
: (uw — 1) 
Ry+25,-1, V2 j,—1 -f- a Ry 425-1, y-+2 jy ‘er a 


Wir erkennen aber, dass es nicht méglich ist, von den letzteren 
nur die unabhingigen infinitesimalen Rotationen allgemein hinzu- 
schreiben, dass dies vielmehr nur in jedem einzelnen Falle mdglich 
ist. Wenn wir daher im Folgenden die w(u — 1) Rotationen (21a) 
schreiben, so miissen wir uns immer erinnern, dass davon nur 
See— unabhingig sind, 


g* 
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Z. B.: 
PitiP,, Py + iP, 
lassen die folgenden Rotationen zu: 
Ryo, Ry, Ry +t Ry, Ry +iRy, Ry +iRy, By +i Ry. 
Wegen: 
(Ry; + ¢Ry3) — (yy + tR,,) + t(R,, + tRy) = i( Rs + i R,,) 
sind dies jedoch nur 5 unabhingige Rotationen. 
Man kann leicht verificiren, dass die Zahl der unabhingigen 
Rotationen (21) wirklich denselben Werth von 6 wie (20) ergiebt. 


Nach dem Vorhergehenden ist es klar, dass keine infinitesimale 
Rotation von der folgenden Form vorkommen darf: 


, y n n “ ‘ 
>} >? G2.9 Rae + > >) Qe, v4+2j—1 Re, v+2j—-1 


1 vt2u-+1 v$2Qu+1 


¥ K 
(22) R=) +>} > Ga, v490j—1 Fa, 425-1 ' 
n 1 


“ ue 
+ > >} Ay 495-1, +4 2j—1 Lypo5—1, o424,—1 ] 
1 1 


In der That, es ist: 








v ft 
(Po, R) = = >} Ai,@ Pi + J Ao, 425-1 Py49; 1) 
1 1 


(Pr4sj1 + iPass, BR) = 


¥ “a 
= > Ae, r+-2j7-1 Pe sat > Gi, v42j-1 Pi+2 > Ay42j,—-1, v+2j—1 Py495-1- 


v+2u-tt 1 1 


Solche Translationen kénnen aber nach Voraussetzung nicht vor- 
kommen. Daher ergiebt sich, wie man leicht einsieht, dass alle 
Coefficienten a in (22) verschwinden miissen, dass also wirklich keine 
Transformationen von der Form (22) vorkommen kénnen. 

Dass die Aufstellung der Rotationen (21) richtig ist, erkennt man 
daraus, dass sich durch Combination der Translationen (17) mit den- 
selben immer wieder Translationen (17) ergeben. 

Man kann ferner leicht verificiren, dass die Rotationen (21) eine 
Gruppe erzeugen, was selbstverstiindlich ist. Wir erkennen also, dass 
wir zugleich mit der Bestimmung von Untergruppen der conformen 
Gruppe Untergruppen der isomorphen Gruppe der Rotationen er- 
halten. 














Gruppentheorie fiir Gleichungen 2. Grades mit m Veriinderlichen. 133 


Es ist nur noch hervorzuheben, dass in den zu suchenden Unter- 
gruppen zu jeder der Rotationen (21) als additive Glieder Translationen 
von der Form (18) hinzutreten. 

Nachdem wir nun o bestimmt haben, bleibt uns noch ibrig, 
T 2u finden. 

Zu diesem Zwecke erinnern wir an den bekannten Lie’schen 
Satz*): 

Eine (r — m)-gliedrige Untergruppe der r-gliedrigen Gruppe 
X,f, Xf, +--+, X-f enthdlt mindestens q — m unabhdngige infini- 
tesimale Transformationen von der Form: 

ey Xi f + &X,f+ +--+ + ey Xof 


n =) 


In unserem Falle ist g=v-—+ w+ bn or » m=n. Folglich 


erkennen wir ohne Weiteres, dass es in den gesuchten (N — n)- 
gliedrigen Untergruppen mindestens: 


(23) re MOD Ltn 
unabhiingige infinitesimale Transformationen von der Form (19): 
n o. ¥ “ . 
>! > dix Rip + AA e Pat D5 brpaj-1 Pryaj-s 
1 1 1 1 


geben muss. 


Nach dem pag. 130 Gesagten erhalten wir nur dann Untergruppen 
der verlangten Art, wenn 6 >t, wenn also: 





n a —(v +4) (n—v—p) + eer) > mH Dv tp—n 
oder: 
(24) (+e —1)(n—v— a) ceed. 


Wir unterscheiden jetzt zwei Fille: « =O und w > 0. 
I. w#=0. Nach (24) muss sein: 
(vy —1)(n— v) <0, 
Diese Bedingung wird nur durch vy = 0 oder v= 1, n beliebig, 
erfillt. Den Fall » = 0, « =O haben wir aber von vornherein aus- 
geschlossen. Es bleibt also nur der eine Fall naher zu untersuchen: 


(n—1)(m—2) 


1) v=1,u=0, n beliebig, 6 = —— 


Il. w>0. Die Maximalzahl von v ist dann » — 2u, also 
muss sein: 
n—v—Ur>U. 


*) Vergl. Theorie der Transformationsgruppen, Leipzig 1888, 
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Setzen wir dies in (24) ein, so muss um so mehr sein: 

(v+p—)es Set 
oder: y+p—1g2t* 

(25) oder: 2v<3— 4. 

Daraus folgt nun ohne Weiteres, dass es fiir w > 3 keine Unter- 
gruppen der verlangten Art giebt. 

Wir haben demnach nur noch die folgenden 3 Fille zu behandeln: 

a) w=1. Aus (25) folgt » =O oder v=—1. Aus (24) folgt 
fiir v=0: m beliebig, fir y—1: n—1,2,3. Da immer v+2u<n 


sein muss, so kann » nur gleich 3 sein, wenn y=1. Wir erhalten 
also nur die folgenden beiden Fille: 


Heed, p=1, ality, om S—VO-® 23 we s'1. 


3) yv=1, pel, n=, 6=2—F. 
b) w=2. Aus (25) folgt » = 0 und aus (24) n< 5. Wegen 
n >2uwu erhalten wir nur die folgenden beiden Fille: 
4) v=0, p=?, n=—4, o=5=—1+1. 
5) v=0, p=2, n=—5, o=7 
c) w=3. Aus (25) folgt vy =O und aus (24) 2(n — 3) = 6 
oder n= 6. Wegen »S2u kommt aber nur der folgende Fall in 
Betracht: 


bo 


6) v=, w=3, n=6, c=! 


= tT. 


Wir haben demnach die Bestimmung aller (N — n)-gliedrigen 
Untergruppen der allgemeinen conformen Gruppe auf die Behandlung 
von 6 speciellen Féillen reducirt. 

Wir sehen, dass entweder 6 = t oder 6 =1t-+ 1 ist. 


In den Fallen, in welechen 6 —t, giebt es keine Untergruppen 
mit mehr als N— mn Parametern; denn giibe es z. B. eine (N—n-+1)- 
gliedrige Untergruppe in einem solchen Falle, so miissten t -+ 1 un- 
abhingige infinitesimale Transformationen von der Form (19) vor- 
kommen; die Zahl o bliebe aber dieselbe, Das giebt aber einen 
Widerspruch, Analog erhalten wir in den Fillen, in welchen 6=r-+1, 
héchstens Untergruppen mit N — »-+ 1 Parametern, aber keine 
grésseren. Es ist noch hervorzuheben, dass wir hier alle Typen von 
Untergruppen mit mehr als N —m Parametern erhalten, denn eine 
solche Untergruppe enthilt sicher mindestens eine infinitesimale 
Translation. 

Aus unseren bisherigen Betrachtungen folgt also ohne Weiteres 
das Theorem: 





PORTS ae 
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Die N-gliedrige allgemeine conforme Gruppe des R, enthiilt keine 
Untergruppen mit mehr als N—n-+ 1 Parametern. 


Wir wollen nun die 6 iibrig gebliebenen Faille einzeln untersuchen: 


— "— 1) (m—2) 


1) v=1, w=0, n beliebig, o ; 


= T, 


Es kommen die folgenden infinitesimalen Translationen vor: 
P,, P;, +++ B,. 
Nach unseren allgemeinen Betrachtungen miissen dann auch die 
folgenden infinitesimalen Transformationen vorkommen: 


Rin + ai,x P, (i, x= 2,3,--+,m), 
wihrend keine von der folgenden Form vorhanden sein darf: 


n 
a, P, +. * 1.x Rix. 
z 


Da dies gerade » unabhiingige infinitesimale Transformationen 
sind, so miisste die gesuchte Untergruppe nach dem pag. 120 an- 
gefthrten Satze eine infinitesimale Transformation von der Form ent- 
halten: 


n 
C; + a, P, + “y G1,x Rix. 
2 
Dann miisste aber auch vorkommen: 


(?. C, + a,P, + > (1, x Pi) = 2Ri 2 — a2 P. 
z 


Da aber eine solche Transformation nicht vorkommen darf, so 
erhalten wir in diesem Falle keine Untergruppe der verlangten Art. 


2) v= 0, w=, nm belicdig, c= MVM“) 4 poet. 


Es kommen die folgenden infinitesimalen Translationen vor: 
F, of ‘P,, P,, 9 ‘’ oe 
Wir haben zwei Fille zu unterscheiden: 
a) » >2. Ks darf keine infinitesimale Transformation von der 
Form: 
> ae Rie +a,P, (9 =5,---, m) 
3 


vorkommen, also auch keine von der Form: 


Cr+ Ae aig Rig + a,P;, 


3 
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denn es ist (9, = 3,---,m): 


(?., C; +> M1, Ri,¢ + a, »,) = 2 Ri, 9, ore ca A1,@ P,. 
3 


Da also » unabhiingige infinitesimale Transformationen nicht 
vorkommen kénnen, eo erhalten wir in diesem Falle keine Unter- 
gruppe mit mehr als N — n Parametern. 


Demnach erhalten wir das Theorem: 
Die N-gliedrige allgemeine conforme Gruppe des R, enthalt, wenn 


wir vorliufig vom R, und R, absehen, keine Untergruppe mit mehr 
als N — n Parametern. 


Wir wollen nun die (N — n)-gliedrigen Untergruppen aufsuchen, 
von denen wir P, +-iP,, Po(g = 3,-+--+,m) schon kennen. Nach 
dem Vorausgehenden miissen dann auch infinitesimale Transformationen 
von den folgenden Formen vorkommen: 

R,,2 + & P,, 
Rie + ihe.» ao éoP,, 
Rove + fee Pi 


S + aC, + > aie Rig + a,P,, 
3 


Cy +040, + DP bre Bie + bo Py, 
3 





Cy t+ oC, + Ae tig Rie + ¢,P,. 
t 3 


Es ergiebt sich: 
(Riyete, P,, Rie + ihe gteP,) =— Rog + ihi,o + &,Pe— &oP, 
= i(Rio+ i Ro. + ie P,) +8, Pr, 
(Riote, Pi, Roa &&..0, P;) = &,0, Po, 


also: & =O, é& 9, = 0. 


(2.. S+a,C,+ 8 A, Ri,o + a, »,) = Po,+ 2a, Ri,e,—41,9,P,, 
3 


also: a, =0, aig =0. 


(?., C, + b C; + > bi,9 Lt, e+, P)—2 Bag Ri, o,)—br oP, 
3 


also: b; =—i, big =0. 
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Fir » > 3 verfahren wir in folgender Weise weiter: 


(2. Co oh Cy C; 4 >} Cie Rio +e, P,) =2Roe,+2¢, Ri,e.—¢1,¢ P,, 
3 


also: ¢, =0, Cie = 0. 
(S + a,P,, Ce + & P,) = Cy — 2a, Rip —e,P,, 
also: a,=0, c,=0. 
also: b, = 0. 
(Ri2+eP,, S)=a,P,, 
also: & = 0, 


Wir erhalten demnach die folgende (N—~n)-gliedrige Untergruppe: 





P,+iP,, Po, Riz, Rie +iRae, Rover S, Cy +iQh, Cy 
(O, O14) Qo =3,++ +, m) 











Diese Untergruppe lisst x, + iz, = 0, also eine Tangential- 
Mj_; des Null-Kegels 2,? + x,? + --+,? =O invariant. Die er- 
haltene Gruppe ist mit der Gruppe aller Aehnlichkeitstransformationen 
gleichberechtigt und nicht als ein neuer Typus zu betrachten. 

Fiir » = 3 kennen wir die folgenden infinitesimalen Trans- 
formationen : 

P,+iP,, P;, Rye+4Pj, Ris+ihes, S+a,P,, 
C, om iC, + b, P,, C; + e,C, + ¢1,3R1,s + GP. 
Durch Combination je zweier dieser Transformationen kann man nur 
bestimmen: 
c, = 0, c= 0, db, = — Qis,? = — &,¢,,5 = 28,45. 
Es bleibt also ein willkiirlicher Parameter tibrig. Wir werden spiter 
einsehen, dass wir in diesem Falle keinen neuen Typus erhalten. 

b) »=2. In diesem Falle wollen wir die (N — n)-gliedrigen 
Untergruppen nicht bestimmen, da wir sogar eine (N — n + 1)-, resp. 
5-gliedrige Untergruppe erhalten. 

Es kommen etwa die folgenden infinitesimalen Transformationen vor: 

P,+iP,, Riz+a,P,, S+a,P,, C+ a,P,, C,+a,P,. 

Es ergiebt sich nun: 

(P, + iP,, C,+a,P,) = —2R, 2, also: a, = 0. 

(Rij2, S+a,P,)—— a,P,, also: a, = 0. 
(S, C,+a,P,)=—C, —a,P,, also: a, = 0. 
(S, C,+a,P,) = C, — a,P,, also: a, = 0, 
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Wir erhalten demnach die folgende 5-gliederige Untergruppe der 
conformen Gruppe des R,: 





(26) P,+iP,, Biz, 8, CG, CG, 











Diese Untergruppe lisst 2, -+ixz,—0, also eine gerade Linie 
durch einen der beiden Nullpunkte, invariant. 


3) vl, wel, n=3, om 2—t. 
In der gesuchten 7-gliedrigen Untergruppe kommt vor: 
P,+ iP, 
wihrend keine infinitesimale Transformation von der folgenden Form 
vorhanden sein darf: 


a, P, + a, Py + a1,2 Rio. 


Dann mtissen auch Transformationen von den folgenden Formen 
vorkommen: 


Ros + & Py + & Pr, 

Riz + ifi,s + & Pi + & Po, 
S +a, P, +a,P,+ a2 Rio, 
C,+ b, P, + b, Py + dis Ris, 
C,+ ¢ Py + &P, + a2 Riz, 
C,+ d, P, + d, Py + diz Rig. 


Durch Combination ven je zwei solchen Transformationen kann 
man zeigen, dass ein Theil der Parameter ¢, a,b, c,d verschwinden 
muss, dass sich aber einige der Parameter auf diese Weise nicht weg- 
schaffen lassen. Noch schlimmer wird dies in den Fiillen 4) und 6), 
wo noch viel mehr Parameter vorkommen. 

Da nun die Vereinfachungen, die wir hier erzielen kénnen, nur 
durch unerquickliche Rechnungen geleistet werden und trotzdem will- 
kiirliche Parameter in den gesuchten Untergruppen zuriickbleiben, so 
wollen wir uns hier darauf beschriinken, die Typen von Untergruppen 
fiir die Fille 3), 4) und 6) anzugeben. 

Bei der Bestimmung der gréssten Untergruppen der Gruppe der 
F,, wird sich dann zeigen, dass wir Typen von Untergruppen er- 
halten, die den hier aufgestellten vollstiindig entsprechen. 

Im Falle 3) erhalten wir die 7-gliedrige Untergruppe der con- 
formen Gruppe des R,: 








(27) P,+ iP;, R23, Riz + ths, S, C, Cr, C; 











Diese Untergruppe lisst z, = 0, x, + iz, = 0, eine Erzeugende 
des imaginiren Kreiskegels x,* + 2,2 + 2,2 =, invariant. 
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4) v=0, p=2, n=—4, om he tr+ 1. 
Wir erhalten die 12-gliedrige Untergruppe der conformen Gruppe 
des R,: 
P,+iP,, P,+iP,, Ris; Rss, Ris+i Res, Ria ti Res, 
Ris+ihia, 8, C; C,, C;, Cy. 





(28) 











Diese Untergruppe liisst die ebene M, 2,+ix,—0, 7,+i2,=—0 
invariant, welche durch eine Erzeugende der Null- M,* hindurchgeht. 
5) v=0, u=2, n=5, om T—s, 


Wir erhalten in diesem Falle keine 16-gliedrige Untergruppe der 
conformen Gruppe des R,. 

Naimlich, es kommen die folgenden infinitesimalen Translationen 
vor: 


Pi+iP,, Py+iP,, P,, 
wiihrend keine infinitesimale Transformation von der folgenden Form 
vorhanden sein darf: 


P= a, P, a As P, -{- aishi,s + a,5 Ris + 3,5 Its, 5. 


Dann miisste aber etwa eine Transformation von der folgenden 
Form vorkommen: 
’ 


Es ist aber: 
(P3, CG, + P) = 285 — ais P, — a3,5P3. 
Eine solehe Transformation darf jedoch nicht vorkommen, wir 
erhalten also in diesem Falle keine Untergruppe. 
6) v=0, w=3, n=—6, o=—12—t. 
Wir erhalten die 22-gliedrige Untergruppe der conformen Gruppe 
des R,: 
P,+iP,, P,+iP,, P,+iP, 8, OG, Cy, OG, Cy G, Gy 
Ris, Rss, Bso, Ris +i Res, Res + iRaa, Rijs + i Ri, 
Ris + tRes, Rie + iRoe, Ris + iRise, Rss + iRas, 
Rso +iRie, Rss +t Rs,o. 





(29) 











Diese Untergruppe liisst die ebene M,:2,-+-ix,—0, 2,+%%,=0, 
“, +ia,—O0 invariant, welche durch eine grésste ebene Mannig- 
faltigkeit, eine M,, der Null-M,? hindurchgeht. 

Wir erhalten demnach als Resultat das folgende 


Theorem: Die or Her. gliedrige allgemeine conforme 


Gruppe des R, besitzt, wenn n=3 oder n> 4 vorausgesetet wird, 
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keine continuirliche Untergruppe mit mehr als erhers —n Para- 


metern. Und gwar ist jede grisste Untergruppe mit der Gruppe aller 
Aehnlichkeitstransformationen innerhalb der conformen Gruppe gleich- 
berechtigt. Nur fiirn=3 und n =6 erhalten wir noch einen zweiten 
Typus von grissten Untergruppen, welche dadurch charakterisirt sind, 
dass bei ihnen eine ebene M, resp. M,, welche durch eine grosste ebene 
Mannigfaltigkeit, Punkt resp. ebene M,, der Null-M?_, hindurchgeht, 
invariant bleibt. 

Fiir n=2 und n=4 erhalten wir dagegen Untergruppen. mit 
einem Parameter mehr und diese sind wieder dadurch charakterisirt, 
dass bei ihnen eine ebene M, resp. M,, welche durch eine grésste ebene 


Mannigfaltigkeit, Punkt resp. Gerade, der Null-M?_, hindurchgeht, 
invariant bleibt. 


§ 3. 


Bestimmung der gréssten Untergruppen der allgemeinen projectiven 
Gruppe der F,. 


Mit der Untersuchung der allgemeinen conformen Gruppe haben 
wir zugleich den Weg gefunden, um die Gruppe von projectiven in- 
finitesimalen Transformationen, welche die F, im R, gestattet, direct 


zu untersuchen. Wir zeigten, dass diese Gruppe sich auf die einfache 
Form bringen lisst: 





n 


(30) =p — >) Xypj3 Rix = Ui px — Le Yj : 


1 





(4,e¢== 1,..., #) 








Bezeichnen wir die infinitesimalen Rotationen der conformen Gruppe 
des R,-1 mit Ri, (¢,% —1,...,m— 1), so kénnen wir das gegen- 
seitige Entsprechen der infinitesimalen Transformationen der Gruppe 


der F’, und der allgemeinen conformen Gruppe durch die folgenden 
Relationen ausdriicken (vergl. pag. 117): 


R,2=Ri,x3 R,.= P++Ci Y= P:-— ; Ci; Onz =S 
(31)) 2P=RinatQ; CG=2(Ria—Q); S=OQni R,.=R, «| 
(i,% <0 1,...,% — 1) 


Die Zusammensetzung der Gruppe (30) ist durch die folgenden 
Relationen gegeben (¢,,, = 0 fiir t+ x; 6; = 1): 


99 (Qi, Qe) = Ries (Qi, Bix) = 5 Qe — Fix % 
( ) (Rix, Ru,v) = xu Ri, 7 &x,y Ri, u i es Ruy + fi,» Re, u 
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Wir wollen zunichst die Bahncurven der Q; bestimmen. Es ergiebt 
sich fir Q; = oF >) Xj oe 


dz; da, 
= : 
1—2} —«,2,° 





also erhalten wir als Bahncurven etwa: 
(33) a? + o2;? = 1, 
wofiir wir auch schreiben kénnen: 
x? + a,x,’ = 1, Le + asx; = 0, 
wo j beliebige, 7, x aber bestimmte von den Zahlen 1,..., m sind. 
Unter diesen Kegelschnitten ist eine einzige doppeltzihlende Gerade 


und zwar eine Gerade durch den Mittelpunkt der Kugel (y st); 


1 


x, =0, 2 =0,...,%1 = 0, 41 0,...,% = 0. 
Diese Gerade hat mit der Kugel die Punkte 
@, == 0,..., Hi — 0; a4=+1, Zi41 = 0,..., 2,0 


gemein. Ebenso gehen alle Kegelschnitte (33) durch diese beiden 
Punkte. Wir erkennen also, dass die Bahncurven einer infinitesimalen 
Transformation Q alle Kegelschnitte sind, welche die Kugel in den- 
jenigen beiden Punkten beriihren, welche Schnittpunkte eines bestimmten 
Durchmessers mit der Kugel sind. Demgemiiss ist es klar, dass jede 


infinitesimale Transformation > a;Q; durch einen bestimmten Durch- 
1 
messer der Kugel reprasentirt wird. 


Z. B. ist der infinitesimalen Transformation Q, + 1@Q, der Durch- 
messer : 
x, + ix, = 0, t= 0,...,%, = 0 
zugeordnet. In der That lisst Q, + 7@Q, dieses Gleichungensystem in- 
variant, wie man sich leicht ae 


Unsere Gruppe (30) hat nun ——— — ee a = ») Parameter. 


Uebertragen wir die im vorigen Abschnitt fiir die allgemeine conforme 
Gruppe endgilig gefundenen Theoreme (pag. 135 und 136) auf unsere 
Gruppe, so erhalten wir die beiden folgenden Theoreme: 

Die at) 1) -gliedrige projective Gruppe der F’, im R, enthiilt keine 
Seeeens mit mehr als sett) n+ 2 = ae) +2 Para- 
metern. 
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Die sero. gliedrige projective Gruppe der F, im R, enthiilt, 
wenn wir vom R, und R, absehen, keine Untergruppen mit mehr als 
noth _ n+t1l=— sar + 1 Parametern. 


Wir wollen daher zunichst alle (se fF 1)-gliedrigen Unter- 
gruppen der Gruppe (30) bestimmen. Es wird sich zeigen, dass wir 
dabei auch alle (se=u + 2)-gliedrigen Untergruppen erhalten. 

Nach dem pag. 133 angefiihrten Satze ist es sicher, dass eine 
(A852 4 1)-gliedrige Untergruppe mindestens eine infinitesimale 


Transformation >) a;Q; enthailt; umsomehr muss dies bei grésseren 
1 
Untergruppen der Fall sein. 
Wir setzen daher voraus, dass wir die folgenden infinitesimalen 
Transformationen der gesuchten Untergruppen bereits kennen: 


(34) Qriej1 + tQr41925, Qo, 
(j= 1,2,...,@; o=v+2u+1, v+2u+2,...,n) 


wiihrend wir zugleich wissen, dass keine infinitesimale Transformation 
von der folgenden Form vorkommen darf: 


¥ “ 
(35) >} aa Qa + Di dy4aj-1 Qy42j—1 (A=1,2,..., v). 
1 1 


Es kommen dann nothwendig auch die folgenden infinitesimalen 
Transformationen vor: 


(Quiet + Qe» Ortan—r + i Qr+24,) 
ff  Repen—tepopn ati Rr4e;,-1, 142% 
i bi i( R425, r¢2n-1 +t Ry42;,, +424) 
(Qr42j-1 + tQr425, Qo) = Rrzaj-1,¢ + t Rrzaj,¢ 
(Qe Gen) = Rees 


Wir behandeln unter der Voraussetzung (34) wirklich alle Fille, 


) 


(36) 








denn wir haben gesehen, dass >! a;Q; und i a;P; durch dieselbe Ge- 
1 1 

rade durch den Coordinatenanfangspunkt und also auch durch den- 

selben unendlich fernen Punkt repriisentirt werden. Daher gelten fiir 

die Q; genau dieselben Betrachtungen, wie wir sie fiir die P, friiher 

(pag. 123— 129) ausgefiihrt haben. 
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Es sind nun verschiedene Falle zu unterscheiden, jenachdem nim- 
lich mehrere, oder nur eine, oder gar keine der infinitesimalen Trans- 
formationen @Q, vorhanden sind. Es wird sich zeigen, dass sich der 
letzte Fall am schwierigsten erledigen lisst. Im ersten Falle ist 
vy +2u <n» —1, im zweiten v + 2u = mn — 1 und im dritten 
vy+2u—n. 

1) v+2ucn— 1. 

Wir erkennen ohne Weiteres, dass ausser den » — vy — w in- 

finitesimalen Transformationen @Q,+9;-1 + 7Qr42;, Qe noch 


ea tM) Li —ntoto 


unabh. von der folgenden Form vorkommen miissen: 


n » le 
(87) TF =>'>: Gi, x Ri, x +>} a, Q2 + A) Av4aj—1 Qr4aj—1- 
1 1 1 1 


Wir fragen weiter: wie viele unabh. solche Transformationen kinnen 
vorkommen ? 


Es ergiebt sich nun: 


v 


—2 Diag Qi — D4 aa Rio 
(38) (Q, 7) = ; . 


“ 


- >) Ay42j—-1 Ry42j-1,¢, 


1 


(Qe. (Qe, T)) —_ + 2>! aie Ri, e, (0, Ze), 


(Ger (Qe (Qes L))) = — 2D} aie Qe. 


1 


Da nun nach Voraussetzung keine infinitesimalen Transforma- 
tionen von der Form (35) vorkommen diirfen, so folgt: 


aie=9 an Zahl: v(n—v — 2u), 
Qy49;-1,9 + tdv49;,9 =O resp: u(m—v— 2u). 


In Folge dessen folgt aus (38), dass auch Transformationen von 
der folgenden Form vorkommen: 


¥ “ 
> a2 Rig + >) +4951 Ry42j-1,¢- 
1 1 


Durch Combination dieses Ausdruckes mit — Qp erhalten wir aber 


den Ausdruck (35); es sind demnach die weiteren Bedingungen zu 
erfiillen: 





| 


Ay t9j,, x42 j,—1 + 1Ay+2),,24 2f, = F(Av40j—1, 9424-1 + 1Ar494,-1,>42%,)  TeSp.: 
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a@z=0; Gypoy1—=0; an Zahl: v+uy. 
Wegen 


Ca + §Q+12;; > Gi, x Be.) = 2} (Qp40j-1.% +t dytos,x) Qe 


ergiebt sich ferner: 


A, v-+2j-1 a. §da,v49; == 0 an Zahl: Vv:-U, 
u(u —1) 
« = 


unabhingige Bedingungen. 
Wir erkennen aus dem Vorangehenden, dass wir ausser den 
gegebenen Q nur R obne additive Glieder erhalten und zwar genau 


die Rotationen (21) auf pag. 131. Es ergiebt sich demnach fiir 6 
ganz dieselbe Zahl wie dort: 


o = ORY — (vt p)(n—v—p) + SEF”. 


Wir erhalten nur dann Untergruppen der verlangten Art, wenn 
6 >t oder: 





B=) _ yt y)(n—v—p) + HOEY > MOY in totu 
oder: 
(39) (v-+u—1) (n—v—p) < BF” _ 1, 
Wir unterscheiden jetzt zwei Fiille: 
I. #=0. Dann muss sein: 
(v—1) (n—v) < — 1. 


Diese Bedingung wird nur fir v = 0 erfiillt. Der Fall » = 0, 
u =O ergiibe aber alle Q und also auch alle R, also siimmtliche 
Transformationen der Gruppe (30). 


Il. w >0. Jedenfalls muss sein: 


v<n—2y—l1, 
also: 


n—v—u>ut+l. 


Setzen wir dies in (39) ein, so muss um so mehr sein: 


(v-+m—1)(u+1) < #et) 1 


2v(u +1) <a(l — 4p). 


oder: 
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Hieraus folgt ohne Weiteres, dass es fiir u > 1 keine Untergruppen 
der verlangten Art giebt. 

Fiir w = 1 folgt »v = 0 und wegen (39) n > 3, ferner folgt 6 = rt. 
Wir erhalten demnach die folgende (Aes) ok 1)- gliedrige Unter- 


gruppe der Gruppe der Kugel im R, (n>3): 





Q, + tQ,; Qe; R;,2, Rie + tRe,o, Reo, e. 
(@, Q1> 0, = 3, 4, eeryg ”) 











Diese Untergruppe lisst x, + iz, = 0 invariant. Diese ebene M,-1 
beriihrt die Null-M ? 


n—2? 

Die erhaltene Untergruppe ist mit jeder gréssten Untergruppe, 
welche irgend einen Punkt der Kugel invariaut lisst, gleichberechtigt. 
Es wird sich zeigen, dass wir eine solche, gewissermassen allgemeinere, 
Untergruppe auffinden. Daher betrachten wir die erhaltene Unter- 
gruppe nicht als Typus einer gréssten Untergruppe. 


2) v+2u—n—1. 
a) #=0. Wir betrachten also nur die infinitesimale Transfor- 


mation Q, als gegeben, wiihrend keine infinitesimale Transformation 
von der folgenden Form vorhanden sein soll: 


n—1 


aQ,. 
1 


In Folge dessen erhalten wir in diesem Falle keine Untergruppe 


mit mehr als s—8 + 1 Parametern. 


In der gesuchten (* - = 1) + 1)-gliedrigen Untergruppe sind nun 


sicher infinitesimale Transformationen von der folgenden Form vor- 


handen: 
n—1 


T= Pianta (4,4 —1,....9—)). 
1 


Es ergiebt sich aber: 


n—1 


(Qu, 2) = — Dhar Bin 
1 


n—1 


(Qn, (Qn; T)) — Dad. 


1 
Mathematische Annalen, XXXV. 10 








| 


SS SE SS SE Se 
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Also ist a, == 0 und es kommen in der gesuchten Untergruppe 
die folgenden Rotationen vor: 

Ri,,a,- 

Da wir immer » > 2 voraussetzen, so kommt also jedenfalls R,, 
vor. Vernachlissigen wir ferner den Fall nm — 3, da wir im R, nicht 
nur viergliedrige, sondern auch eine fiinfgliedrige Untergruppe erhalten, 
so kénnen wir in folgender Weise verfahren: 

Es miissen infinitesimale Transformationen ven der folgenden Form 


vorhanden sein: 
n—1 
Ran + >t bi Qi 
1 


Durch Combination dieses Ausdrucks mit 


Ria, (42, Ay z 4,) 

erhalten wir jedoch: 
ba, 2, —- ba, Qi, 2 

Also muss sein: 

bao (24). 
Nun ist aber: 

(Qn, Ran + ba, Qa,) ollie’ Qa, aa ba, Rea, .n; 
folglich muss sein: 
b=—+1. 


Wir erhalten demnach die folgende (22— 1) 


gruppe (nm > 3): 





+1 }-glied rige Unter- 





Qn» Gat Ran, Riya, 











(40) oe a 
Diese Untergruppe lisst den Punkt 2, =—0, 2, = -+ 1, welcher 
auf der Kugel »/ a; = 1 liegt, invariant (vergl. pag. 33 oben). | 


1 
b) « > 0. Wir betrachten also in diesem Falle die folgenden in- 
finitesimalen Transformationen als gegeben (j = 1,..., m): 


Qr495-1 + tQr405, Qn,» Rrposiyn + i Ry+ey 
(Qr+2s—1 + EQr404,, Vrtog—1 + OVr424,), 


wihrend keine infinitesimalen Transformationen von der Form: 


und 


v “ 
>! Ga Qa + A) Av+og-1 Ortog-1 
1 1 


vorkommen sollen. 
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Wir werden zeigen, dass dann auch keine infinitesimalen Trans- 
formationen von der folgenden Form vorhanden sein diirfen: 


v ke 

; ) 
>} a, Qi + >} y425—1 Qr4oj—1 
1 1 


Mm ok 


bg == ¢ + >} >} Ay+2),- 1, ¥-}-2j.—1 Ry4-25,—1, 7494-1 - 
1 1 


v “ 
i+ y i. I Gav42j, 1 Ra, v425,-1 J 
1 1 


In der That, es ergiebt sich: 


v ue 
7 A 
(Va» T)= — >) a2 Ran — >) cogas 1 Ry42; -1,n> 
1 i 


(Qn (Qn, T)) aad > aaQa +> Ay42j—1 Qr+2j—1) 


folglich muss sein: 

















a=O0, y42j 1=0. 
Ferner ergiebt sich in Folge dessen: 
(Qri2j-1 + UOr42y, L) 


“ , 
= 2 Yh dy4aj-, 42-1 Q42j.—1 — > Ay, r425-1 Qa, 
1 1 


folglich muss auch sein: 


Q,r423-1 = 0, Ay4+25,-1,7+2j.-1 = 0. 
Damit haben wir wirklich gezeigt, dass eine Transformation von 
der Form 7' nicht vorkommen kann. Es kommen also sicher wenigstens: 


aavpep MOY yg, 


unabhiingige infinitesimale Transformationen nicht vor, wiihrend in 
den gesuchten gréssten Untergruppen héchstens » — 1 unabhingige 
nicht vorkommen diirfen. Wir erhalten demnach die Bedingung: 


yp e+ ead top cn—l 
oder: 
(2v+ 4m) (u+ 1) < 2(n—1) 
oder da v + 2u =n — 1: 


(2v-+u) (u+1) < 2(v+2yp) 
u(2v-+4—3) <0, 


oder: 
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also umsomehr: 
2v+u—3<0 
oder: 


2v<3—uy. 

Hieraus folgt ohne Weiteres, dass es fiir w >3 keine Unter- 
gruppen der verlangten Art giebt. 

Es bleiben also nur die folgenden Fille tibrig: 

a) pel, v=0, d—1, =3, also: $=—n— 2, 

6) w=1, v=1, #—3, n—4, also: F=—n—1, 

vy) w=2, v=0, =—3, n=5, also: F=—n—2, : 

6) w=2, v=0, $=—6, n=7, also: F=—n—1. 

In den Fallen «) und y) erhalten wir demnach vermuthlich nicht 
nur Untergruppen mit se) -+ 1 Parametern, sondern auch solche 


mit einem Parameter mehr. In diesen Fiillen verzichten wir eher darauf, 


die Untergruppen mit se 2 -+ 1 Parametern zu bestimmen. 


a) yv=O0, pel, G=—1, n=. 
Es kommen die folgenden infinitesimalen Transformationen vor: 
Q, +72, Q@, Ris+ ike, 
wihrend Q, nicht vorkommen soll. 

Erhalten wir in diesem Falle wirklich eine fiinfgliedrige Unter- 
gruppe, so muss dieselbe infinitesimale Transformationen von den 
folgenden Formen enthalten: 

Riz + %29,, Ris + 413. 

Es ergiebt sich nun: 

(Qs, Ri, + a1,29;) oo 4,2 R;,3, 


(Qs; (Qs, Ria + ay,2Q,)) = 4,29, 


also: 
a2 = 0. 
Ferner: 
(Q3, Ris + a1,3Q,) = — Q, — aisRi,s, 
also: 
a1,3 = + s 


Wir erhalten demnach die folgende fiinfgliedrige Untergruppe der 
sechsgliedrigen Gruppe der Kugel 2,? + 2? + 2,7 = 1 im R,:, 





(41) Q, +4Q., V3, Ris + iRes, Rie, Q, + Ris 











Diese Untergruppe lisst die gerade Linie 2, + iz, —0, 2, =-+1, 
welche auf der Kugel liegt, invariant. Natiirlich ist entweder das 





, 
S 
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positive oder das negative Zeichen zu nehmen. Dem entspricht, dass 
entweder eine Erzeugende der einen Schaar oder eine der anderen 
Schaar invariant bleibt. 
B) v=1, w=1, ®=—3, n—4. 

Q +193, Qi, Raat iRss 
kommen vor, dagegen keine infinitesimale Transformation von der 
Form: 

QV, + a, Q. + a1,2 R12. 
Dann enthilt die gesuchte siebengliedrige Untergruppe sicher in- 

finitesimale Transformationen von den folgenden Formen: 

Ris + a,Q; + A,Q, + a1,2Rj,2, 

Ro,3 + b,Q, + b.Q, + b1,2R1,2, 

Ria 6,Q, + OQ. + C12 tt,2, 

Raa + dQ + QQ + Gr Rie. 

Es ergiebt sich nun: 
(Q:, Bis + +++) = — a, Ris — a, Pou, 
(21, (Q, Bis +-- )) = 4%,+4%, 
a,=0, a,=0. 
(Q.; (Q,, Ras +-- -)) = 6,9, + b.@, 
b,=0, b, =0. 


(V2 + 7Q3, Ris + 1,222) = — a1,2Q, — 1Q,, 
(Q. + 1Q3, Rss + bi2Ri2)—= QO, —1Q,—bi2%, 


also: 
a13=—}, Dis =(Q, 


also: 


also: 


Es kommen demnach die beiden infinitesimalen Rotationen vor: 
Res, Rig + i R,s. 
Es ergiebt sich ferner: 


(Res, Ris +:-: +) =-—C, Q; —< ¢1,2R,3, 
also: 
‘~L= 0, A,3= 0. 


(Q), Bia + €,Q) = — Q, — 4 QO, 
¢=+1. 


(Q2 + 1Q3, Rea +--+) = Q,—d,(Ri,2+i Ris) —id, Re,s—d2Q,, 
also: 


also: 


dis =, 
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(Re,s, Re4+ d, Q + dy Q.) = _ Rss =_ d, Qs, 


also: 
d, = 0. 


(Q,, Rea + d,Q,) = — Q, — d, Ras, 
=-+ 1. 


Wir erhalten demnach nur die lg siebengliedrige Untergruppe 


also: 


der 10-gliedrigen Gruppe der Kgs! >} a; =1 im R,: 





(42) Q.+7Q3, Q1, Roi Rs, 4, Res, Ri 2+iR,,s, Q,+Ri4, Q.+Res . 











Diese Untergruppe lisst die gerade Linie z, = 0, 2, + iz, =0, 
= -+ 1 resp., welche eine Erzeugende der Kugel im R, ist, invariant. 
vy) v=0, p=2, O=3, n= 5. 
Qi +7, +1, A, Ris + iRes, Rss + ihss, 
Ris + tRe,5 + i( R11 +7 Res) 
kommen vor, dagegen keine infinitesimale Transformation von der 
Form: 
4,2, + a3; + ais Ris. 
Dann erhilt die gesuchte 12-gliedrige Untergruppe sicher in- 
finitesimale Transformationen von den Formen: 
Rie +a, Q, + ay Q, + ai3Ris; Rss + b, Q; + 6,9; + bis Ris. 
Es ergiebt sich: 


(Q;, (Q5, Bie +: -)) = 4,Q, + 439, 


also: 
ay =(), a, = (). 
(Qs » (Q;, Rss + a -) _— 6,0 + bs V3, 
also: 
b, = 0, b, 0. 
(Q; + 1@,, Riz + ais Ris) = — a1 3Q,, 
(Q, + iQ,, Rs + bis R, 3) = bis Q1> 
also: 


413 = 0, dis = 0. 


Demnach kommen die infinitesimalen Rotationen RF; und Rs, vor. 
Ferner miissen infinitesimale Transformationen von den folgenden 
Formen vorkommen: 


Ris of ¢,Q i+ ¢. » Qs -|- Cy lth; 3 Rss + di Q, -f- dy ?; + dis Ri 3. 
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Es ergiebt sich: 


(Raa, Ris +++) = - ¢,Q, — 13 Ris; 
(Ri, (Rss, Ris +:: -)) = C13 Rea, 
also: 
¢, = 0, (3 = 0. 
(Q;, Ris + C, Q)) cesta Q, sats Cy Ri, 
also: 
¢=+l. 


Analog weist man durch Combination von Rs; +--+ mit Ri» 
und Q, nach, dass: 
d,=0, d&s=0, d=—=+1. 
Demnach kommen die folgenden infinitesimalen Transformationen 
vor: 


0, = Ry. Q; > Rss. 
Schliesslich miissen infinitesimale Transformationen von den folgen- 
den Formen vorkommen: 


Res + e Q, + es Qs + 13 Ry 33 Ris + hi Q; + hs Qs + fis Ris. 
Es ergiebt sich: 


(Q;, (Q5, Fas +.: -)) = 4% +6, 


also: 
ey = QO, es = O. 
(Q; + 70,, Res + es Ris) = — Q, — 39), 
also: 
as=— +. 


Analog weist man durch Combination von R,,4 +--+ mit Q; und 
Q, +7@Q, nach, dass: 
A=9, h=9, hsa=—et.. 
Demnach kommen die folgenden infinitesimalen Transformationen 


vor: 
Lis+ihzs, Ris+ihis 


Ris + thos. 
Wir erhalten in Folge dessen die folgende 12-gliedrige Unter- 
5 


und folglich auch: 


gruppe der 15-gliedrigen Gruppe der Kugel >) aj = 1 im R;: 
1 





Qi: +402, W+iQ,, V8, Ristihes, Rastilys, Rist+ihes, 


43 
( ) Ris + tRea, Ris + tRias, Ris, Rsa, Q; + Ri, Qs + Rss. 
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Diese Untergruppe lisst die ebene /,: 
“, +ia, = 0, 2 + iz, =—0,7,—+1 
resp., welche eine Erzeugende (grésste ebene Mannigfaltigkeit) der 
Kugel im R&R, ist, invariant. 
dé) v=0, p=—3, =—6, n=. 

Qi +12, Os+iQs, Os +I06, Or, Bir +i Res, Roa iar, Bsz+iRez, 
Ris ti Res+i(Ris+i Rea), Ris +i Ros+i(Rie+i Re), 

Rss +i Ris+ i(Rse+i Rie) 

kommen vor, dagegen keine infinitesimale Transformation von der Form: 


P= 4, Q + 459; + 4595 + 13 Bis + a5 Bis + a35Rs5. 
Dann enthilt die gesuchte 22-gliedrige Untergruppe sicher in- 
finitesimale Transformationen von den folgenden Formen: 


RigtT, RiyztTZ, Ros+T. 
Es ergiebt sich nun: 


(Q;, (Q:, Bie + T)) = 4 Q, + 459%; + 459, 


also: 
a,=0, a~=0, a, =0 

folglich: : pee ii 

(Q;+7Q,, Ris + 2) = — 1139, + 43,5 Q;, 
also: 

41,3 = 0, 3,5 = 0, 

folglich: ; 

(Q, +795, Rie + 7) =— a59,, 
also: 


a5 = 0. 


Demnach kommt FR, vor. Analog zeigt man, dass auch Rs, und 
Rs, vorkommen. 
Ferner ergiebt sich: 


(Rs, Riga +- T) =a — @, Q, ue ke Ris — a35Ry5, 
(Ri, (Rss, Riz + T)) = a13 Roa, 
(Rss, (Rsu, Biz + T)) = a35Ri, 
also: 
ays = 0, B35 = 0, a, = 0; 
folglich: 


(Rs, Ria + T) =_=-— @, 0, — 1,5 Ris; 
(R,,2, (Bs,6; Rix + T)) —_ a5 Ro, 


also: 


folglich: 


as=0, a, =0; 














Gruppentheorie fiir Gleichungen 2, Grades mit m Veriinderlichen. 153 


Q;, Riz + T) = — Q, — a, Riz, 


a,=+1. 
Demnach kommt @Q, + Ri; vor. Analog zeigt man, dass auch 


Q; + Rsz, Q; + Rs: vorkommen. 
Ferner ergiebt sich: 


(Q:, (Qr» Res + T)) =a, Q + a5 Q + 459, 


also: 


also: 
a,=0, a,=0, a, =0; 
folglich : 
(VQ, +iQ¢, Ros + 7) = — a15Q, — 4359; 
also: 
as = 0, a5 = 0; 
folglich : 
(Q3 + iQ, Res + T) = — Q» — a3), 
also: 


ase — +. 


Demnach kommt 7,3 + i R23 vor. In analoger Weise findet man 
die tibrigen infinitesimalen Transformationen der gesuchten Untergruppe. 
Wir erhalten schliesslich die folgende 22-gliedrige Untergruppe 

7 


der 28-gliedrigen Gruppe der Kugel >) a;? = 1 im R,: 
1 





Qi +1Q., OH+IQ, UHI, Or, Rizrtiher, RazpiRyr, Bsz+i Rez, 

Risti bis, Rosti Ror, Ris+i Res, Ris+ihis, Res+iRec, Ris+ikes, 

Rsst+ifss, RastiRis, Rss+iRas, Rie, Roa, Roo, Q:+ Riz, Q,+ Rs, 
Q; + Bs. 


(44) 











Diese Untergruppe lisst die ebene ,: 

“,+ia,=0, 23+ ix, =—0, a, + ix, =0, x, = +1 resp., 
welche eine Erzeugende (grésste ebene Mannigfaltigkeit) der Kugel im 
R, ist, invariant. 

3) v+2u—n. 


Von den infinitesimalen Transformationen >>” a; Q; kommen also 


1 
nur die folgenden unabhingigen vor: 


Qr425--1 + 1Qr42; (j= 1,..-,4)- 
Die Anzahl der unabhiingigen infinitesimalen Rotationen, die vor- 
kommen kénnen, ist nach dem Friiheren (pag. 19): 


m(m—1) 


( 
6 28H) _ ot po—v—o + LEED. 
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Anderseits miissen: 


ee se) — (n—1) 


unabhingige infinitesimale Rotationen in den gesuchten = 5 fb 1)- 
gliedrigen Untergruppen vorkommen (vergl., den pag. 21 angefuhrten 
Satz). 

Wir erhalten nur dann Untergruppen der verlangten Art, wenn 
6 >t, also wenn: 


ae—) —(v+u)(n—v—p)+- per) i Se. a(e—d) 4+1—n 
oder: 
“(u+l) — 2(v+ym) (n—v—p) > 2(1—2) 
oder da: 
n=v-+t 2u: 
u(u+1) — 2u(v+u) > 2 — 2v—4y 
oder: 


$ 6—w) + v(l—e) 21. 


Hieraus folgt ohne Weiteres, dass wir fir w > 4 keine Unter- 
gruppen der verlangten Art erhalten. Es bleiben, wie man leicht 
verificiren kann, nur die folgenden Fiille iibrig: 

I.u—1, » beliebig, x beliebig, 
Il. w=—2, v=0, n—4, 

Il. pw=2, v=1, n=5, 
IV.p=2, v=2, n=6, 
V.p=3, v=0, n=6, 

VI w=3, v—1, nei, 
Vil. wo 4, v= 0, n=8. 





Die Fille IV, V und VII kénnen wir chne Weiteres ausschliessen, 
denn bekiimen wir in diesen Fiillen Untergruppen der verlangten Art, 
die mit den bereits bekaunten nicht gleichberechtigt wiren, so miissten 
wir auch besondere Untergruppen der allgemeinen conformen Gruppe 
des R, und R, erhalten hahen. 


I. uw=1, v beliebig, m beliebig. 


Qn. + %Q, ist allein bekannt, dagegen darf keine infinitesimale 
Transformation von der folgenden Form vorkommen: 


T= a,Q, i a,Q, sided An—1 Qn—1- 
Daher erhalten wir keine Untergruppe mit mehr als ” ed 


Parametern, In Folge dessen kénnen wir n > 3 voraussetzen. 
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Dann miisste sicher eine infinitesimale Transformation von der 
folgenden Form vorkommen: 


RyoitT (A—1,2,...,n—2). 
Nun ergiebt sich: 


(Qn-1 + tn, Rijn + T) 
_ [_- Qa— a, (Ri nar +t Rin) => &< ¢ om a 


= iy 1Re~es 


(Qu + §Qus (Gat +iQay Ray +2) =| taapeetolitese 
— t4n~1(Qn — 4 Qn—1) - 
Demnach miissten die infinitesimalen Rotationen : 
Ran-r + iRi, (4=1,...,2—2) 
vorkommen. Dann miissten aber, der ersten der obigen Relationen 


zufolge, auch infinitesimale Transformationen von der folgenden Form 
vorkommen: 


Qa + ba Ruan (A=1,...,m—2). 
Aus zwei solchen Transformationen kann man jedoch eine von 
der folgenden Form herleiten: 


C2, Qa, 1 Ca, Qa, (a, 4,=1, 0 ey nm —2). 
Eine solche infinitesimale Transformation kommt aber nach Voraus- 
setzung nicht vor. Demnach erhalten wir in diesem Falle keine Unter- 
gruppe der verlangten Art. 


Il. w=2, v=0, n= 4, 
Q, + 7Q, Q,+¢Ry, Ris + i Res + i(Ria+i Rea) 
kommen vor, dagegen keine infinitesimale Transformation von der Form: 
a,Q, + 4; Qs- 


In der gesuchten 7-gliedrigen Untergruppe kommt sicher eine 
infinitesimale Transformation von der folgenden Form vor: 


T = a2 Rig + ary Ris + a, Q; + ay Q- 
Nun ergiebt sich: 
! sas 1,2(Q.—74Q,) + a1,3Q3 — ta1,2 Rie 
(Q,+7@, 7) + as(Ris+i Res), 
(Q,+7Q,,7) =— a13Q, — a,(Ris +i Ris) — ta; Bsa, 
(Q:+8Q2, (Qs+iQ,T)) = as Riz — a,(Q +1); 
(Q. +42, (Q:+7Q2, T)) = as(Riz+iRes) — ia, (Q,—%@,), 


(@a-+ 54s (Q+5Q, 1) am {AKO F Ie Te IE) seal 
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Nehmen wir a3 2 0 an, so folgt hieraus, dass: 
Rs, Ris + iRes, Ris + tRos, Rig 


und in Folge dessen auch Q, vorkommen miissten; Q, kommt aber 
nach Voraussetzung nicht vor, also ist a;3 = 0. 
Demnach muss eine infinitesimale Transformation von der Form: 


T, = Riz + a, Q + 4; Qs 


vorkommen und ganz analog zeigt man, dass auch eine von der Form: 


T, = Rs + 0, Q, + 3; Qs 
vorkommen muss. Es ergiebt sich: 
(T,, Ty) = — 6, Q, + 43%, + (a,b; — a36,) Ris. 
Combiniren wir nun (7',, 7,) ganz auf dieselbe Weise mit Q, + iQ, 
und Q, + 7Q, wie oben 7’, so erkennen wir, dass analog sein muss 
a,b, — a,b, = 0. 
(7;, T.) =< b, Q, + a,Q,, 
b=0, a,=0. 
Folglich muss auch a, = 0 und b, = 0 sein, denn es ergiebt sich: 
(Q4+7Q., Ris+a,Q,) = Q — iQ, — ia, Riz, 
(Q;+7Q,, Bsa+b3Q3) = Q, — 1Q; — tbs Raa. 


Demnach kennen wir von der gesuchten 7-gliedrigen Untergruppe 
die infinitesimalen Transformationen: 


Q, +7%., Q3 +7Q,, Ris, Roa, Ris + i Res + i( Ris +i Roy). 
Ferner muss eine infinitesimale Transformation von der folgenden 
Form vorkommen: 


T= a3 Ris 4. 23 Ros ot a, Q, -- ay Q; ° 
Es ergiebt sich: 
(R12, (Ri, T)) =—_—_ ai3R1 3 al d2,3 Ras eG Q1> 
(Rss, (Ry, T)) = — a3 Ris — a5 R25 — a; Qs, 


Dann wire 


also ist auch: 


also: 
a, =(Q, a, = 0. 


(Qi +7Q., 41,3 Fis+ a2 Res) = a1,3Q; + ia23Q5, 
also: 
1,3 -L ids =. 


Demnach kommt R,3 + iRes und folglich auch Ry. + i Re, vor. 
Analog zeigt man, dass auch Ri; + 7Ri,4 und Res + i Ry, vor- 
kommen. 
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Wir erhalten in Folge dessen die folgende 7-gliedrige Untergruppe 
4 
der 10-gliedrigen Gruppe der Kugel >} vj =1 im R,: 
1 








Q,+i Q. ? Q;+¢ Q, ? Ri 2 ? Rs; Ris+i Res, Ryati Ras ’ Ris+i Ri . 








Diese Untergruppe lisst die ebene J: 
x, +ix#=—0, 4,+i2,=—0 
invariant. Diese M, hat mit der Null-M,? eine Gerade gemein. Die 


erhaltene Untergruppe ist eine mit der Untergruppe (42) gleichberechtigte 
und nicht als ein neuer Typus zu betrachten. 


II. w=2, vel, n=—5. 
Qe + 1Q3, Q, +10;, Roa + tRsa + t(Ros+ihs,s) 
kommen vor, dagegen keine infinitesimale Transformation von der Form: 
a, Q, + 4,Q + 4,Q,- 
In der gesuchten 12-gliedrigen Untergruppe muss eine infinitesimale 
Transformation von der folgenden Form vorhanden sein: 
T, = a23 R23 + aio Ris + aiaRis + doaReg. 
Es ergiebt sich: 


(Q,+79;,, T:) = — m4Q, — a24Q2, 


also: 
ase 0, Qs 0. 


(Q.+7Q 3, d2,3 Re,s+ aie Riz) = a2,3(Q3 — 1 Q.) — a12Q,, 
also: 
as= 0. 


Folglich kommt R,3 vor; analog zeigt man, dass auch Ry, vor- 
kommt. 


Ferner muss eine Transformation von der folgenden Form vor- 
kommen: 


. T; = bi2 R12 + Dia Ris + be Raa + b, Q- 
Es ergiebt sich: 
(Res, T.) = bis Ris — bos Rs, 
(Q.+Qs, (Res, T,)) = tbi2Q, — tba Q,, 
also: 
Die — 0, bes = (0. 
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(Qs +1Q5, O14 Riad, Q,) = — bia Q, — 1b, Ras, 
also: 
bis = 0. 


Demnach miisste Q, vorkommen, was der Voraussetzung wider- 
spricht, Wir erhalten daher in diesem Falle keine Untergruppe der 
verlangten Art. 


IV. p83, vol, wer. 
Q+703;, GU +79, +79; 


kommen vor, dagegen keine infinitesimalen Transformationen von der 


Form: 
AQ; + Ay Qe + A, Oy + 5 V- 

In der gesuchten 22-gliedrigen Untergruppe muss eine infinitesimale 
Transformation von der folgenden Form vorhanden sein: 
‘ d2,3 Res + ai Ri» + a1: Ri + a1,5 Rig + a24 Ro + a26 Rag } 
I, = 

+- a46 Rag. 
Es ergiebt sich: 


(Q, +793, 7) = — a14Q, — 249, + 4695, 


also: 
M1=9, Azyr=O0, dig = 0; 
folglich: 
(Uo + 79:, Zi) = — 16%, — 42692, 
also: 
as = 0, a6 = 0. 
folglich : 
(V +74, 7) = a2,3(Q3 —* Qo) - a12Q;, 
also: 


Q.2 = 0. 


Demnach kommt R23 vor; analog auch Fy; und Rez. 
Ferner muss eine infinitesimale Transformation von der folgenden 
Form vorhanden sein: 


r= Die Bie + bia Ris + Die Rig + d2,4 Ros + de,6 Roe + bao Rie 
- + b5 Qs: 
Es ergiebt sich jedoch: 
(Ros, T',) = — dig Rie — bor Rss — bee Rs, 
(Q 4: 4Q3, (Res, T,)) = iby» Q, —_ tbe. Q; = tba Vs) 


also: 
bi2o=0, doy 0, bog = 0; 
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folglich : 
(Ras, TZ) = — dia Ris — die Rs, 
(Q: + 49%) (Ras, Z2)) = tbr Q, — iba Qo, 
also: 
’ bia=O, big = 0; 
folglich : 
(Q +4Q;, T,) = —bieQ, — ibe Rez, 
also: 


is eR 


Demnach miisste Q, vorkommen, was der Voraussetzung wider- 
spricht. Wir erhalten daher auch in diesem Falle keine Untergruppe 
der verlangten Art. 


Damit haben wir die Bestimmung der gréssten Untergruppen der 
Gruppe (30) vollstiindig und streng durchgefihrt. 

Wir haben nur noch zu zeigen, dass die friiher erfolgte Auf- 
stellung der gréssten Untergruppen der allgemeinen conformen Gruppe 
richtig ist (vergl. pag. 26u. 27). Zu diesem Zwecke brauchen wir nur 
die Formeln (31) auf die Untergruppe (40—44) der Gruppe (30) 
anzuwenden. Man iiberzeugt sich leicht, dass der gréssten Unter- 
gruppe, welche einen Punkt der Kugel invariant lisst, die Gruppe 
aller Aehnlichkeitstransformationen entspricht. Ebenso entsprechen 
sich die gefundenen 5-, 7-, 12- und 22-gliedrigen Untergruppen der 
Gruppe der Kugel und der conformen Gruppe. Jede der Formeln 
(40—44) giebt eigentlich zwei Typen von Untergruppen, jenachdem 
man entweder das positive oder das negative Zeichen wihlt. Durch 
Anwendung der Formeln (31) zeigt sich jedoch, dass der Vertauschung 
des positiven mit dem negativen Zeichen, die Vertauschung der Trans- 
lationen P; mit den Circulationen C; in der allgemeinen conformen 
Gruppe entspricht. Demnach brauchen wir nur das eine Zeichen zu 
beriicksichtigen, 


Wir erhalten als Endresultat unserer Untersuchung das folgende 
Theorem: Die continuirliche projective Gruppe einer Fliche 
zweiten Grades mit nicht verschwindender Determinante im n-fach aus- 
gedehnten Raume besitat, wenn n= 4 oder n > 5 vorausgesetet wird, 


keine continuirliche Untergruppe mit mehr als seo) + 1 Parametern. 
Und zwar ist jede grisste Untergruppe dadurch charakterisirt , dass sie 
einen bestimmten Punkt der F’, invariant laisst. Nur fiir n = 4 und 
n = 7 erhalten wir noch einen zweiten Typus von grissten Untergruppen, 
welche dadurch charakterisirt sind, dass bei ihnen eine grésste ebene 
Mannigfaltigkeit der F’, invariant bleibt. 
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Fir n=3 und n=5 erhalten wir dagegen Untergruppen mit 
einem Parameter mehr und diese Untergruppen sind wieder dadurch 
charakterisirt , dass bei ihnen eine grisste ebene Mannigfaltigkeit der I, 
invariant bleibt. 

Zum Schlusse sei noch bemerkt, dass Lie die gréssten Unter- 
gruppen der projectiven Gruppe einer Fliche zweiten Grades im 
R,, R, und R;, wie auch die gréssten Untergruppen der conformen 
Gruppe im R,, R, und R, schon friiher, allerdings auf andere Weise, 
bestimmt hat (vergl. Abhandlungen der Ges. d. W. zu Christiania 1885). 


Leipzig, im Januar 1889. 




















Neue Begriindung der Theorie der endlichen Transformations- 
gruppen*). 
Von 


Frreprics Scuur in Dorpat. 


Es sei mir gestattet, kurz diejenigen Punkte hervorzuheben, in 
welchen sich die folgende Begriindung der Theorie der endlichen 
Transformationsgruppen von denjenigen unterscheidet, welche Herr 
Lie, der Schépfer dieser neuen Disciplin, ihr unter Mitwirkung von 
Herrn Engel in dem vor Kurzem erschienenen ersten Abschnitte seiner 
umfangreichen Monographie**) gegeben hat. Eine, wie mir scheint, 
wesentliche Vereinfachung erziele ich dadurch, dass ich nur solche 
Gruppen betrachte, welche die identische Transformation enthalten. 
Dass hierin eine vielleicht ungerechtfertigte Beschrinkung nicht liegt, 
beruht auf der schon von Herrn Lie bemerkten Thatsache, dass jede 
endliche Transformationsgruppe durch Einfiihrung geeigneter Parameter 
in eine solche iibergefiihrt werden kann, welche die identische Trans- 
formation enthilt. Wihrend aber Herr Lie dies mit dem ganzen Apparate 
seiner Theoric bewiesen hat, habe ich im letzten Paragraphen einen 
directen, nur den urspriinglichen analytischen Ausdruck der Gruppen- 
eigenschaft benutzenden Beweis dafiir gegeben. Ich hiitte daher diesen 
Beweis ebenso gut an die Spitze meiner Abhandlung stellen kénnen 
und habe dies nur desshalb nicht gethan, um mit concreteren Be- 
trachtungen beginnen zu kénnen. 

Die Ableitung der grundlegenden Differentialgleichungen ist nun- 
mehr eine directe Folgerung aus der Gruppeneigenschaft; waihrend 
sich dieselben aber bei Herrn Lie zunachst nur als nothwendige Be- 
dingungen ergeben, gelingt es mir durch eine nahe liegende Verall- 
gemeinerung eines Verfahrens, welches ich in einer vor Kurzem ver- 


*) Die vorliegende Abhandlung ist gesondert als Gratulationsschrift der Uni- 
versitdt Dorpat zum fiinfzigjihrigen Jubilium der Sternwarte Pulkowa erschienen. 

**) Theorie der Transformationsgruppen. Erster Abschnitt. Unter Mitwirkung 
von Dr. Friedrich Engel bearbeitet von Sophus Lie. Leipzig, Teubner 1888. Ich 
werde dieses Werk im Folgenden immer kurz als ,,Transf.‘‘ citiren. Die in der 
Kinleitung erwihnten Theoreme des Herrn Lie werden spiiter noch genau citirt 
werden, 
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éffentlichten Abhandlung*) zur Ableitung der Haupteigenschaften der 
Parametergruppe angewendet habe, diese Differentialgleichungen zugleich 
als die hinreichenden Bedingungen fiir die Bestimmung einer Gruppe 
nachzuweisen. Die hierbei verwendeten Recursionsformeln liefern 
gleichzeitig die directe Lésung des Problems, die endlichen Gleichungen 
einer Gruppe aus den infinitesimalen Transformationen ihrer selbst 
sowohl wie ihrer Parametergruppe zu finden. Wenn hierbei etwas 
lange Formeln kaum zu vermeiden waren, so wird auf der andern 
Seite der Vortheil erreicht, dass keine besonderen Vorkenntnisse, z. B. 
nicht die Integration der vollstindigen Systeme vorausgesetzt wird. _ 

Indem ferner die bekannten Relationen zwischen den infinitesimalen 
Transformationen einer Gruppe direct als die vollstiindigen Integrabili- 
titsbedingungen jener grundlegenden Differentialgleichungen nach- 
gewiesen werden, sind diese Relationen wiederum mit einem Schlage 
als die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir erwiesen, 
dass die betreffenden infinitesimalen Transformationen eine Gruppe 
bestimmen. Herr Lie erreicht dies dadurch, dass er von der Schaar 
der von diesen infinitesimalen Transformationen erzeugten eingliedrigen 
Gruppen ausgeht und beweist, dass dieselbe, falls jene Relationen 
bestehen, eine Gruppe bildet. Es hat dieser Beweis, weil er auf den 
Ideen beruht, welche bei Erfindung der Theorie leitend gewesen sind, 
sicher eine grosse Bedeutung, aber, von der grésseren Liinge abgesehen, 
hat er gegentiber dem von mir gegebenen immerhin den Nachtheil, 
dass er eine gewisse Kenntniss der Zusammensetzung der Gruppen 
anticipirt. 

Es werden zuletzt auch die Gleichungen, welche zwischen den 
charakteristischen Constanten einer Gruppe bestehen, als die voll- 
stiindigen Integrabilititsbedingungen der Differentialgleichungen, denen 
die Componenten ihrer infinitesimalen Transformationen zu geniigen 
haben, wenigstens fiir den Fall nachgewiesen, dass es sich um transi- 
tive Gruppen handelt. An diesen Nachweis kniipft sich zugleich die 
vollstiindige Integration dieser Differentialgleichungen durch Potenz- 
reihen, deren Glieder nach verhiiltnissmiissig einfachen Gesetzen sich 
aus den charakteristischen Constanten aufbauen. Es ist hiermit das 
Problem gelést, alle endlichen transitiven Gruppen von gegebener 
Zusammensetzung zu bestimmen, und in diesem Punkte diirfte meine 
Abhandlung wesentlich iiber das bisher iiber diesen Gegenstand Ver- 
éffentlichte hinausgehen. Die explicite Darstellung einer Transforma- 
tionsgruppe durch ihre charakteristischen Constanten setzt zugleich 
ihre blosse innere Abhingigkeit von diesen in unmittelbare Evidenz. 


*) Schur, Zur Theorie der aus » Haupteinheiten gebildeten complexen 
Zahlen, Math. Ann. Bd. 33, S. 49ff. 
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Somit erledigt diese Darstellung zugleich die Frage nach der Aehnlich- 
keit transitiver Gruppen. Handelt es sich um die Parametergruppe, 
so sind diese Formeln von besonderer Einfachheit. Ich habe daher 
die Behandlung dieses Falles vorausgeschickt, zumal die von mir 
gegebene analytische Darstellung der Parametergruppe unmittelbar die 
Zusammensetzung jeder zugehdrigen Transformationsgruppe aus ein- 
gliedrigen Gruppen erkennen lasst. Der beliebige Untergruppen be- 
handelnde Paragraph enthilt nichts Neues, musste aber der Vollstiin- 
digkeit halber eingefiigt werden. Es mag zuletzt noch bemerkt werden, 
dass fiir das Verstiindniss meiner Abhandlung keinerlei Vorkenntnisse 
aus der Theorie der partiellen Differentialgleichungen oder Trans- 
formationsgruppen erforderlich sind. 


§ 1. 


Zurickfiihrung der Gruppeneigenschaft auf die grundlegenden 
Differentialgleichungen. 


Ist in einem Gebiete von » Dimensionen eine Schaar von oo” 
Transformationen vorgelegt, von denen jede einem Punkte (,, 7,,...,2») 
einen Punkt (2,', %)',...,%n) zuordnet, so ist der allgemeinste ana- 
lytische Ausdruck derselben: 


(1) a = fa (yy Lay + + +) Gui Uy» Uyy s+) Ur) = fa(a; UU). 


Von den f, mége zuniichst nur so viel bekannt sein, dass sie Potenz- 
reihen der 2, und der uw sind, welche in der Nihe der Stelle 

Lys ho + ey ee, =, oe - os th, = 0) 
convergiren. Beschrinken wir uns auf eine gehérige Niihe dieses 
Nullpunktes, so werden wir es im Folgenden zuniichbst immer mit 
Potenzreihen derselben Art zu thun haben. 

Unter diesen Transformationen mége nun im Besonderen eine sein, 
welche jedem Punkte ihn selbst zuordnet, die sogenannte identische 
Transformation; wir werden spiter*) sehen, wie wir uns von dieser 
zuniichst als speciell erscheinenden Annahme befreien kénnen. Nehmen 
wir weiter an, dass diese Transformation dem Werthesysteme u — 0 
der Parameter entspreche, so werden die f, die Form haben: 


1 a” fF, (x; 9) 


— gen Sip, Wy, * * * Ng 
7 es 
m! @ Mp, v7) Uy, 7 My _ 


2) flav) — m+ > 


{b,,b,,---> bm, 2,---, 7}. 


. 
m 


Soll unsre Schaar von ‘l'ransformationen wirklich von +-facher 
Miichtigkeit sein, so muss es mdglich sein, wm den Nullpunkt einen 


*) Vergl. § 7 dieser Abhandlung. 
11* 
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solchen endlichen Bereich abzugrenzen, dass zwei verschiedenen Werth- 
systemen der Parameter i. A. auch zwei verschiedene Transformationen 
entsprechen. Wiirden niimlich allen Stellen (u,) eines Theiles des- 
jenigen Gebietes, fiir welches |u.| < 0, Stellen (v,) entsprechen, fiir 
welche ebenfalls |v,| < 0, 0 mag so klein sein, wie man will, derart 
dass fiir alle x, die Gleichungen bestehen: 


(3) faa; «) = fala; 2), 

so wiirde fiir unendlich kleine @ hieraus folgen: 
y Of, (@; u) 

(4) 2 Fu, (es — ms) = 0. 


Es miissten daher die Functionen 7z,(u), welche die Coefficienten der 
Entwickelung der f,(7; w) nach den 2 sind, simmtlich Gleichungen 
von der Form: 
(5) Te wos = 0 
b=1 
geniigen, sodass die Functionaldeterminante von je 7 dieser Functionen 
verschwinden wiirde. Es lassen sich demnach diese Functionen durch 
x —1 derselben ausdriicken*), oder unsere Transformationen bilden 
eine Schaar von héchstens (r—1)-facher Michtigkeit. 

Die Gruppeneigenschaft unserer Transformationen spricht sich nun 


In dem Bestehen folgender Gleichungen aus: 
(6) fa (f(a; u); 0) = fa (ws @ (u; 0). 


in Ricksicht auf unsere letzte Bemerkung ergeben sich fir die 
Functionen ,(u;v) sofort folgende Gleichungen: 


(7) Up = py (u; 0) 
und: 
(8) Vp = Mp (0; v). 


Aus (7) folgt, dass die Functionen g, die folgende Form haben: 


a” a (u, 0) — ‘ 
b fe b, 4 
9%, °° ° 0%, m 


(9) ga(us 0) =u + >t 
m=1 


{b,, b,, ef *s bn = 1, 2, . --) 7} 
von den hierdurch neu eingefiihrten Potenzreihen mége zuniichst wieder 


nur bekannt sein, dass sie in gewisser Niihe des Nullpunktes con- 
vergiren. 


*) 8. etwa Baltzer, Theorie und Anwendung der Determinanten, 5, Aufl. 
Leipzig, Hirzel, 1881, S. 142 u. 143. 
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Aus (8) ergiebt sich weiter: 


OG, (0; 0) 

(10) i 

wo 0,5 = 1 oder 0, je nachdem a=} oder a2b, und: - 
a” , (0: 0) 


(11) 


wenn m> 1. 
Weiterhin folgt, dass auch die Gleichungen: 


(12) Ua = Pal; v) 
eine Gruppe bestimmen**) Nach (6) ist nimlich erstens: 


(13) fa (f (f(x; u); v); w) = fa (f(x; ®)5 Y(0; w)) 
= fa (2 gp (us P(v; w))), 


= ho 
Oy 0%, eee 0%, ? 


und zweitens: 
(14) fa (f (Fs m5 0) sw) — fe (f(s (us); w) 
=fa (2: 9 (P(u; »); w)), 
also, sobald die u,v, w innerhalb des oben definirten Bereiches liegen: 


(15) a (p(us v); ©) = pa(u; p(v; ~)) ; 
hierbei kann man sowohl die u, als die zu transformirenden Groéssen 
betrachten und die v, als die Parameter der Transformation als auch 
umgekehrt. Die durch die Gleichungen (12) und (15) dargestellte 
Gruppe wollen wir die Parametergruppe der gegebenen Gruppe nennen. 

Entwickeln wir in Gleichung (6) auf beiden Seiten nach Potenzen 
von vy» und vergleichen die Coefficienten, so ergeben sich die folgenden 
nothwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir das Bestehen der 
Gruppeneigenschaft: , 

1 Of, (F(e5 u); 0) = 


(16) =! 80%, 805, Oe 
> 1 @Pf, (x54) \3 OB, (m5 0) 1 Oy, (1s 0) 
p! cu, du, Ou, | 8! ° 005, 005, “Op, ‘Tk os 6 a0, ons 
1 FP Hy, (us 0) 
8! O05 8%, | 


eo wey MBS Chey Copeeeg Cp = 1,2, 0.0575 Dy, Dg y.00y Dp = nen 


*) Vergl. Transf. Theorem 1, §. 18. 
**) Vergl. Transf. Theorem 71, 8, 404. 
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Diese unendlich vielen Bedingungen reduciren sich nun dadurch auf 
eine endliche Anzahl, dass sie fiir jedes m erfiillt sind, sobald sie fiir 
m = 1 befriedigt sind, sobald also: 


(17 Of, (Fes 50) — Dy Ahern) Oe, (ws 0) 
) ~ Ov, 9 Sahai : ou, Ov, r 
= 





Nehmen wir nimlich an, das System (16) sei fiir ein gewisses m und 
alle kleineren Zahlen erfiillt, so ergiebt sich durch Differentiation 


ee a 30 . 
desselben nach u,, Multiplication mit - ahead und Summation itiber ¢ 


OM 14 
in Ricksicht auf (17): 


( a" f, (f(a; w); 0)) ) 

0 ; - 
1 0p, 8%, °°°O%, / Af, (f(a; u); 0) 
(18) p 4 “m! _ 


Of, (@; u) Onis 


ap+1 asi (um: 
SR I te 5 ll 
(p+ 1)! « U. OU, tee OM s;! Oy Cp, ++ OU, 


Sy 


ai = 

6? 9%, (u; 0) 0%, . (u5 0) | 

i Pp °p-+l | 

s,! dv ee oy Ov | 

P . °m—sy 1 Om . om4t 
ap \ mS. ° 
4 1 2” f, (aw; w) 1 O* Prey, (wu; 0) 
’ ' 7 <7 “ ee 
am pl OU, OM, ou “ 81! 6%, OU, 0%. 


o'Q,. (W; 0) \ 
e 
1) ew, 1) rs 
1 e Bs -t softs 9 $1 . oe OD, (Uy 0) 


st —~— oS oe 
| . ou, e bm4tt 


ae ear 
s,! 0%, 0% 


m—s. 


8. 

a? y,, (39) - 
1 "dp | 
Pp 


jp=1,2,...,m; Cyy Coy vey Cpr], 2, 02.5973 Dy, Day -oey Op} Opp reml, 2, .. 95 p-+ 1 \. 
> . > ° tam ,) oo ¢ ~ 
| 8, +5.+-+++s, =m; c=], 2,....9; c=1, 2,...,7. 


Hier diirfte nur zu erértern sein, warum in der ersten Summe rechts 
der Nenner (p-+1)! statt p! gesetzt ist; dem wiirde in der That so 
sein, wenn wir nach der Rechenvorschrift dem letzten Factor den 
Index ¢ gegeben hiitten. Durch die angewandte Bezeichnung tritt aber 
jedes Glied der Summe (p-+1)-mal so oft auf, als dies eben nach 
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jener Vorschrift der Fall sein durfte, sodass fiir ein bestimmtes p 
die betreffenden Glieder der Summe noch durch p-+-1 zu dividiren sind. 
Aus (18) ergiebt sich fiir «, = 0 in Riicksicht auf die Gleichungen 
(10) und (11): 
o( 0” fy (#5 0) ) 
OUy, 65," OWy of, (a; 30) 1 amt ( 2; 0) 
ay iad Of 


_ Ox, Buy wht Fi = (m-+1)! Oy, OU, ° OMe 
a Pt (0; 0) 
re 23 0 NR SC Cane A ons) 
p! OUy. Ou, "Om, OM, (m—p+1)! OMe ss 
{p=1, 2, ..., ms CHT, 2,-0.5 75 Cry Coy ove, Cm = 1, 2,.-., m}. 


Setzt man hierin zuniichst f(2;w) fiir z, so erhiilt man eine neue 
Form der linken Seite von (18). 

Alle unsre Formeln von (16) ab bleiben offenbar giiltig, wenn man 
in ihnen f/f, %, u,v,” durch p, u,v, w, 7 ersetzt*). Wir wollen von 
ihnen nur diejenigen anmerken, welche (17) und (19) analog sind, 
nimlich die Formeln: 


(20) 0a (Pus v)5 0) My ic ~— (u5 0) Oq, (uw; 0) 
.~~ CW, OW, 
t=1 
und 
( OC Pq (U; 0) 
7] mag a ; a 
(21) y 1 05, 2%, °° Py, / OPy (as 0) 1 ant —, (u; 0) 
7 : = ! Das C In cee A 
_ n Cu, C Mbp m-+1)! ¢ Y%, O%, OM nt 
am—p-+1 
gn et 9, (0; 0 
(a, , 
ap 2 Ow, cw + Ow ) 
+ Za l 6” (U5 0) eT Mp tpt im 
wm! Ov “er * Ov. (m—p-+1)! dv, 
Pp é be, 0 by ssi ae ( Py } ad ee 


{p=1,2 By o0+9 03 Caml, B, 2.05 PF yy Cae oo 05 Cu 1, 2,..., m}. 


Setzt man hierin fiir m und p: s, und gq, so erhilt man einen 
Ausdruck fiir die in geschweiften Klammern stehende Grosse in der 
rechten Seite von (18). Substituirt man diesen Ausdruck in (18), so 
liefert der erste Term derselben gerade diejenigen Glieder der Formel (16) 
fiir m-+ 1, welche in der Summe der rechten Seite von (18) hierzu 
noch fehlen; die tbrigen Terme liefern auf Grund der Formel (16) 


*) Vergl, des Verf. o, a. Abhandlung, S, 52 u. 53. 
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fiir m und alle kleineren Zahlen gerade diejenige Summe, welche in 
der aus (19) folgenden neuen Form der linken Seite von (18) neben: 


1 oF, (f(@iw); 0) 


MANY 0%, 8%, --- 05 

noch steht. Aus der Giiltigkeit der Formel (16) fiir ein m und alle 
kleineren Zahlen folgt also diese selbe Formel fiir m-+-1. Die voll- 
stindige Ausrechnung glaubten wir hierbei dem Leser tiberlassen zu 
diirfen. 

Das Bestehen der Gleichungen (17) hat daher die Gleichungen 
(16) fiir jedes m und somit auch die fiir die Gruppeneigenschaft 
charakteristischen Gleichungen (6) zur Folge. Dies ist aber nur be- 
wiesen unter Voraussetzung der Gleichungen (20), welche ihrerseits 
natiirlich wieder die Gleichungen (15) zur Folge haben. Das Problem 
der Bestimmung einer Transformationsgruppe gestaltet sich also 
folgendermassen. Sind geyeben die Functionen: 


OM, (4; 9) 
(22) Fw = eu), 


Cv, 
(a, 6 1,2,...,#) 


die sogenannten Componenten der infinitesimalen Transformationen der 
Parametergruppe, so erlauben die aus (20) folgenden Recursionsformeln 
(21) die Functionen g,(w; v) nach Potenzen der v, zu entwickeln, also 
die Parametergruppe zu bestimmen. Sind ferner gegeben die Func- 
tionen : 


é (aes ( __ ¢6/ quel], 2,...5% 
(23) ty a(2), Gxi'3 - ') 


die Componenten der infinitesimalen Transformationen der gesuchten 
Gruppe, so erlauben die aus (17) folgenden Recursionsformeln (19) 
mit Hilfe der nunmehr bekannten g,(w; v) die f,(%; w) nach Potenzen 
der wu, zu entwickeln, also die gesuchte Gruppe zu bestimmen. Selbst- 
verstindlich bedarf in gegebenem Falle die Convergenz der betreffen- 
den Reihen einer besonderen Untersuchung*). Wir erhalten also das 
Resultat: 


Satz 1. Soll die Schaar von Transformationen 
La == f(y, Loy - - +> Luz My, Woy - . ay Mr) 


eine Gruppe bilden, soll also sein 


fa (F(x; u)5; 0) = fala; P(u; »)), 


*) Vergl. § 4. LEinleitung und Anmerkung anf §, 177. 
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so sind hierfiir die nothwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen die, dass die Functionen f,(x; u) und (wu; v) 
den Differentialgleichungen geniigen: 








yp, (wu; 0) 
(I) of (p(w; )) — Dd) 75, ae(v) = 0, 
c=1 
~ (a, 6 = 1,2,...,7) 
: —y Of, (a3 
(it) (Flas w)) — DPE wu) = 0; 


c=1 
qesl,2,...,” 
Gote°"5) 
und es ist die Gruppe durch die Functionen § (x) und 
co’ (uw), welche letateren den Anfangsbedingungen: o>()= 1 
oder 0, je nachdem a = oder a2b, geniigen, vollstiindig 
bestimmt. *) 
§ 2. 
Integrabilitaétsbedingungen der grundlegenden Differentialgleichungen. 
Um das System (I) zu integriren setzten wir: 


tL am 
F 1 oO” @, (uw; 0) 
2 } = ee Se y] v re »] 
(25) Pa(u; v) = Ua +> m! 00,0. .-o0 Up, Up, Cb, ° 
m=1 fla Orn 
£6), by, 2.4) ba = 1,2, 24,7}. 


Wir werden so aus dem Systeme (I) zur Bestimmung der Coefficienten 
dieser Reihe Gleichungen erhalten, welche, wie wir bewiesen haben, 
den Recursionsformeln (21) ‘quivalent sind. Die Integrabilitits- 
bedingungen des Systems (I) werden daher ausdriicken miissen, dass 
diese Formeln einander nicht widersprechen, dass also die durch Ver- 
tauschung von },,,;, mit etwa }, aus (21) entstehende Formel den- 
selben Werth des rechts stehenden (m-+1)'" Differentialquotienten 
liefert. Wir erhalten so, wenn wir: 

x aa? (0) é wf (0) 
(26) Opa a, 
setzen, fiir m= 1 die Bedingungen: 


r 


—y { dab (u) dos(u) 
(27) > {a — a (wu) — 7. co’: | = > cot (UW) ef 5,9 
dp=1 c=1 

*) Vergl. Transf. Theorem 3, p. 33, welches sich freilich mit unserem Satz 
nur theilweise deckt. 
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Es lasst sich nun zeigen, dass dies zugleich die vollstindigen Inte- 
grabilitétsbedingungen des Systems (I) sind. Differentiiren wir niim- 
lich dasselbe nach v), multipliciren mit o%(v) und summiren wir iiber 
b, so erhalten wir das System: 


dar(p(uir)) 4, 
(28) > -stom @: (p(w; v)) 
cast 
. Op, (U; v) op (w; v) Bah 
ge atte ap(o + MP. PE” om (oyl =o, 
¢,d=1 


welches das System (I) ersetzen kann. Denn bezeichnen wir die linke 
Seite von (I) mit e®(u;v), so hat das System (28) die Form: 


Be° (u v) 
EE? ab (e) =; 


d=1 

weil die Determinante |@(v)| nicht identisch verschwindet, so folgt 
hieraus, dass die e®(u; v) von den v, unabhingig sind. Da aber der 
Definition der @°(w) und den Anfangsbedingungen gemiiss g(x; 0) 
fiir alle wu, verschwindet, so folgt in der That aus dem System (28) 
das System (I). Es war daher auch berechtigt, die Doppelsumme des 
ersten Gliedes von (28) auf Grund von (I) durch eine einfache Summe 
zu ersetzen. 

Aus (28) werden sich nunmehr durch Coefficientenvergleichung 
ebenfalls Gleichungen ergeben, die den Formeln (21) iiquivalent sind. 
Hierbei ist aber folgendes zu bemerken. Nehmen wir an, die Formelu 
(21) seien fiir alle m von 1 bis / widerspruchslos erfiillt, so hat das 
zur Folge, dass im Systeme (I) alle Glieder /'*" und niederer Dimension 
in den v, fortfallen, wihrend in (28) dann nur die Glieder (J— 1)" 
und niederer Dimension verschwinden; umgekehrt wird das Fortfallen 
dieser Glieder das Bestehen der Gleichungen (21) fiir alle m von 1 bis 7 
zur Folge haben. Um aber auszudriicken, dass diese Gleichungen einan- 
der nicht widersprechen, brauchen wir nur die Bedingungen dafiir auf- 
zusuchen, dass die Glieder (J—1)'* und niederer Dimension auch in 
denjenigen Gleichungen fortfallen, die aus (28) entstehen, wenn man 
darin 6 mit 6, vertauscht und das Resultat von (28) subtrahirt. Wir 
erhalten so: 


(29) >| 604 (P(us »)) wo (p (us v)) — 6a (9: w; v)) a (o ( (us v))| 


. O@, (4; %) ¢ Oy, (U; v) | 
= 


-2 {5 7 wo (v) — a (0) a (v a} ~~ ~ 
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Auf Grund von (27) gehen diese Gleichungen iiber in: 


r 


> 4.5 of (u; v) = 0. 


t=1 


Sind demnach die Formeln (21) fiir alle m von 1 bis ! widerspruc!s- 
los erfiillt, so folgt hieraus, dass in den Gleichungen (29) alle Glieder 
ler und niederer Dimension in den », herausfallen, es stehen daher die 
Gleichungen (21) auch fiir m—1-+ 1 mit einander nicht im Wider- 
spruch und kénnen dazu dienen, auch die (J + 2)' Differential- 
quotienten zu bestimmen. Es haben also in der That die Gleichungen 
(27) alle aus den Formeln (21) sich ergebenden Integrabilititsbedingungen 
des Systems (I) zur Folge. 

Genau ebenso ergeben sich als die vollstindigen Integrabilitits- 
bedingungen des Systems (II) die Gleichungen: 


b, / 
(30) b {i ae x) go (x) : Oe eco} >: Sa (x) Cb, b: 


c=1 


Es muss aber hier noch einer Beschrinkung gedacht werden, der 
die (a) unterworfen sind, sollen anders die aus (I) und (II) sich 
ergebenden Transformationen wirklich von + Parametern abhiingen. 
Ks liisst sich nimlich dann leicht die Unméglichkeit davon einsehen, 
dass zwischen den £(«) Identitiiten von der Form: 

(31) > abs (x) = 0 

b=1 

(aoe 1,2,...,%) 
bestehen. Dies ist ja sicher nicht mdglich, falls wir &(«) durch 
co*(w) ersetzen, also dem a alle Werthe von.1 bis x geben, weil die 
Determinante |@>(w)| nicht identisch verschwindet, Setzen wir daher: 


(32) > aya (u) = 6, (u), 

b=1 
so wiirde, falls wirklich die Identitiiten (31) bestinden, aus (II) folgen, 
dass auch: 

yf ) 
(33) a ae E 6, (w) = 0. 

t=1 

Aus diesen den Gleichungen (4) ahnlichen Gleichungen wiirde aber 
wie dort folgen, dass die /,(x; «) von weniger als r Parametern ab- 
hangen. 


Serres 


== 


i 
| 
# 
} 
t 
i 
' 
i 
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Umgekehrt, wenn dies der Fall, miissen immer Identitiiten von 
der Form (31) bestehen. Wiirden nimlich die durch die Systeme (I) 
und (II) bestimmten Functionen f,(%; u) von weniger als r Parametern 
abhiingen, so wiirde es unter den a. a. O. erwihnten Functionen  ,(w) 
etwa m <r von einander unabhiingige, 7, (wu), %2(w), - - -» %m(#), geben, 
sodass nicht alle m-gliedrigen Determinanten der Matrix: 


| Ox. (u) ‘hace ae 
| Oty com 1,2,...,™ 


identisch verschwinden, wohl aber alle (m + 1)-gliedrigen Determi- 
nanten der Matrix: 


Oz,(w) | fO=1,2,..47 ) 
Oty “| Ents. «ok m+ 1/? 
WeND %m+1(%) eine ganz beliebige der tibrigen Functionen y,(u). Seizen 
wir daher: 
Ox, (0) 
(34) 7 =e, 
so wird es auch unter diesen Gréssen 7. x (J < m) solche geben, dass 
nicht alle 7-gliedrigen Determinanten der Matrix: 


e | (; = Uy, May see ne 
band. SD, .c4 & 
verschwinden, wohl aber alle (/ + 1)-gliedrigen Determinanten der 
Matrix: 
edt Co Ms Gene > or Maps 
Nel \paea, 2 oT 
b] , 229 


Wir werden daher r(r — 1) solche Gréssen d° wihlen kénnen, dass 
die Determinante: 


| pl 1 1 1 

| % ew » Gy’, 6 G_, 

| p2 2 

|, ye. ei d,*, » ae, 

(35) 

. . . . . . . . . 
P r r 

(Cir Cyr se Sys G,", .-- at, 


nicht verschwindet. Bezeichnen wir dann mit as die ersten Unter- 
determinanten derselben nach den Gliedern der letzten Verticalreihe, 
so ist evident, dass diese die Gleichungen (31) befriedigen. Wissen 
wir also, dass solche Identititen nicht bestehen kénnen, so sind die 
durch die Systeme (I) und (II) bestimmten Functionen /,(x; «) wirklich 
von r Parametern abhingig. 

Wir erhalten so den folgenden Satz: 


Satz 2. Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, 
dass die Componenten der infinitesimalen Transformationen 
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co®(u) und §°(x) auf Grund der Systeme (1) und (Il) eine 
r-gliedrige Gruppe von Transformationen bestimmen, sind 





die, dass: 
- DLR ona — SEM ara) — ofa) a, | —0 
a 
(IV) >| = Es (2) — = e)| 3 Kine 0," 
(V) a Ss 


ferner w® == 1 oder 0, je nachdem a=} oder a 2 b, 
und wo die §°(x) keine Identitiéiten von der Form: 
(VI) >) a (x) = 0*) 
b=1 
ae (a=1,2,...,m) 
befriedigen diirfen. 


Bestimmung der Componenten der infinitesimalen Transformationen der 
Parametergruppe. 
Wenn wir jetzt dazu tibergehen, das System (III) zu integriren, 
so setzen wir natiirlich die Constanten c: , als gegeben voraus; die- 
selben miissen dann zuniichst den Bedingungen geniigen: 


(36) G5 Gas 
Unsern Voraussetzungen gemiiss werden wir nun ansetzen miissen: 
2 
(37) oo (u) = 0, + P 4 aT Bs cia tmp Mey Mey + = > Meee » 
: m=1 


{cy Coy 2 0 ey Cm = | ™ oy r} 
wo 0y,5=—=1 oder 0, je nachdem a=b oder a 2 6. Hiernach er- 
giebt sich aus (III) fiir w = 0: 
(38) Cb, b _ Aj, ee Ab,» 


*) Vergl. Transf. Theorem 24, p, 158. 
**) Vergl. Transf. Theorem 8, p. 65, 
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welche Gleichungen wegen (36) widerspruchslos sind; sie erlauben 
offenbar von der r* Gréssen Af,5, durch die (< r(r—1)+r) y Gréssen 


Aj,o,, wo 6<b,, und die cf, die tibrigen auszudriicken. 


Setzen wir nun tiberhaupt die Reihen (37) in das System (IIL) 
ein, so ergeben sich durch Coefficientenvergleichung folgende Be- 
ziehungen : 


- 
a a c a 
(39) Aj, 6, by- +b», Ab, oo Ia oe8 i. = > €b,, b A, by by + by, 
C=1 
r 
1 a ¢ 
~- , Aj,» +6 
2 (m —p— 1)! p! { b, cb, a ono» Oct 
t=1 
_— a : c i 
Ab, eh, Om —p—1 Ab, a Pp Nt ia 
{p= 1,2, ..., M—15 Gy Cy ++ oy Cm = 2,3,.-., m\ 


Hiernach ergeben sich z. B. fiir die drei Differenzen : 


a a a a 
Aj, 6, baby, Ab,, 6 b,++8yq 9 Ab,, bb. Byn aad Aj,, bb, by by, » 


a a 
Aby, 6b, bsp — Ab, 6: 52-~byy 


Ausdriicke durch die ¢{ , und die Coefficienten niederer Ordnung der 
@°(w), welche gestatten durch diese Gréssen und einen der in diesen 
Differenzen enthaltenen Coefficienten die beiden andern auszudriicken. 
Es wird aber nun darauf ankommen, die Bedingungen dafiir aufzu- 
stellen, dass jene drei Ausdriicke nicht mit einander im Widerspruche 
stehen, d. h. dass auch die Summe der rechten Seiten derselben ver- 
schwindet, 

Fiir m = 2 sind diese Bedingungen leicht zu finden; dann geht 
namlich (39) iiber in: 


(40) Af. — Adon =>) {65,0480 — Adedinn, + Abc AB oF: 

c= 
Vertauscht man hierin 6, b,, 6, cyklisch mit einander und addirt die 
drei so entstehenden Gleichungen zu einander, so ergiebt sich in 
Riicksicht auf (38): 


¢ nl C Q ? 
(41) 0 ea ys {4,6 Cha + Che, b, Che + ch, bo C., cf / 


c=1 


Diese Bedingungen sind nun aber auch hinreichend, um das Bestehen 
der analogen Identitiiten fiir jedes m zur Folge zu haben. 

Um dies zu beweisen, formen wir das System (III) in ein anderes 
um, welches dasselbe ersetzen kann. Wir differentiiren (III) nach %, 
multipliciren mit o®(«) und summiren iiber ); dann erhalten wir: 
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r a2 oy ae b, ( 
(42) » Cc ag (4) ob (u) o(u) eis @ (w) ca? (w) of (w} 


= OU, OU, 6, OU, 
—y f dw2(u) 2a%(u) is Bab (wu) Aa? (x) " doi(u) 0 
+> Sa ia, co&(w) — - ie, ou, (wu) — - ou, w(u) cf pO. 


¢,d=1 


Zuniichst ist leicht zu sehen, dass das System (42) das System (III) 
ersetzen kann, Denn bezeichnet man die linke Seite des letzteren mit 
ti ,,(#), so kénnen wir (42) auch so schreiben: 
—y art, (w 
(43) es me w(t) = 0. 
d=—1 

Giebt man hierin dem 6, alle Werthe von 1 bis 7, wihrend man } 
und b, festhilt, so erhiilt man ein System von » homogenen linearen 
Oth, 6, (u) 

ou, ” 
'@&(u)| nach Voraussetzung nicht identisch verschwindet, sodass die 
tT} ,,(@) von den uw, unabhiingig sein miissen. Setzen wir also voraus, 
dass die Coefficienten der linearen Glieder in den o*(w) bereits den 


Gleichungen fiir die + Unbekannten - dessen Determinante 


Bedingungen (38) gemiiss gewiihlt sind, so folgt aus TE 6, (0) = 0, dass 
in der That das System (42) das System (III) ersetzen kann. 

Hier greift nun wieder die Bemerkung Platz, dass das Bestehen 
der Gleichungen (39) fiir alle m von 1 bis ? zur Folge hat, dass in 
den ti, (w) alle Glieder (/ — 1)'" und niederer Dimension fortfallen, 
wihrend dadurch nur die Glieder (? — 2)" und niederer Dimension in 
der linken Seite von (42) zum Verschwinden gebracht werden; um- 
gekehrt hat das Verschwinden der letzteren das Bestehen der Glei- 
chungen (39) fiir alle m von 1 bis 7 zur Folge. Wollen wir daher 
zum Ausdruck bringen, dass die Gleichungen (39) fir m = 1 -+- I ein- 
ander nicht widersprechen, so haben wir die Bedingungen dafiir auf- 
zustellen, dass die Glieder (2 — 1)'*t und niederer Dimension in den- 
jenigen Gleichungen fortfallen, die aus (42) entstehen, wenn man 
in ihnen b, b,, 6, cyklisch vertauscht und die Resultate zu (42) addirt. 
Wir erhalten so aus (42) auf Grand von (41): 


r a OD) , . 
(44) 2 Fu, tt (H) + Cys r,c(w) =0. 
Hieraus geht hervor, dass das Bestehen der Gleichungen (39) fiir alle 
m von 1 bis 7? das Verschwinden aller Glieder (7 — 1)'*" und niederer 
Dimension aus diesen Bedingungsgleichungen zur Folge hat, sodass 
die Gleichungen (39) einander auch fiir m—/-+-1 nicht wider- 
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sprechen, die Gréssen Aj, ¢,1,..»,,, also ihnen entsprechend gewihlt 
werden kénnen. Hierdurch ist bewiesen, dass die Gleichwngen (41) 
die volistiindigen Integrabilitiétsbedingungen des Systems (III) bilden. 

Ehe wir nun dazu iibergehen, die der Natur der Sache nach noch 
unbestimmten Coefficienten in den Entwickelungen fiir die w°(w) durch 
geeignete Festsetzungen zu bestimmen, miissen wir eine wichtige Be- 
merkung machen iiber die Ableitung aller Lésungssysteme von (III) 
aus einem derselben. Fiithren wir in die Parametergruppe wu, = ga(w; v) 
neue Veriinderliche mit Hiilfe der Gleichungen: 





(45) Sa = Ga(U); Uq = Ga(s) 
ein, wo g,(0)—0 und “%™ _ 4, , sein mag, 20 geht diceclb 
in, wo g(0)—0 u du, as sem mag, so ge ieselbe 
iiber in: 
(46) si = 92 (9 (G(s); GO) = vals; 9, 
es wird also: 

- 8, (8; 0) <7 89g (u) 
(47) 9°(s) = 7 -2 bu, 8)» 

c= 
und: 
ae°(0) = a0) . 

(8) Fe a 


es sind also, wenn die w°(w) Lésungen des Systems (III) sind, auch 


G 
89, ( @)) a (G(s)) Lésungen desselben, wovon 


die Functionen » 36.18) 
c 





man sich auch leicht direct und unabhiingig von der Definition dieser 
Functionen als Componenten infinitesimaler Transformationen einer 
Parametergruppe iiberzeugen kann. Man sieht aber auch umgekehrt, 
dass, sobald irgend ein Lésungssystem o®(u) von (III) gefunden ist, 
jedes andere #°(s) auf die obige Art aus ihm abgeleitet werden kann. 
Wir brauchen, um dies einzusehen, nur zu beweisen, dass die Inte- 
grabilitétsbedingungen des Systems (47) fiir die Functionen g,(w) unter 
den gemachten Voraussetzungen erfiililt sind. Dieser Beweis kann 
genau so geftihrt werden wie bei den Systemen (I) und (III); die 
Integrabilitatsbedingungen bestehen eben hier darin, dass die °(w) 
und $°(s) je Lésungssysteme des Systems (III) sind. Es diirfte tiber- 
fliissig sein, dies zum dritten Male auszufiihren. Ebensowenig brauchen 
wir besonders zu beweisen, dass die g,(u) den Gleichungen (47) gemiiss 
nunmehr als Potenzreihen, die in der Nahe des Nullpunktes con- 
vergiren, bestimmt werden kénnen, falls die (uw) und °(s) als 
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solehe Potenzreihen gegeben sind. Es geniigt darauf hinzuweisen, 
dass die Gleichungen (47) auf die Form: 


09g (u) 

aa ay 8208) (0) 

gebracht werden kénnen, wo auch die «(w) Potenzreihen sind, die 
in der Nahe des Nullpunktes convergiren, und dass daher auf Grund 
dieser Gleichungen jeder Coefficient von g,(w) als ganze, ganzzahlige 


Function der Coefficienten niederer Dimension und der Coefficienten 
der °(s) und der a®(w) ausgedriickt werden kann.*) 


Hierdurch ist also bewiesen, dass es geniigt, irgend ein Lésungs- 
system des Systems (III) aufzustellen. Wir finden ein solches, wenn 
wir den Formeln (39) die folgenden Bedingungen hinzufiigen: 
(50) Aj, bs ba--byn + Ab, bs 5-~byy 8 + Ab, bs by bm bb, +++ Ab, 66:61 Oe 
In der That sind ja durch die Formeln (39) von den m- 1 Gliedern 
dieser Summe m etwa durch das erste bestimmt, sodass das Hinzu- 
treten der Bedingung (50) geniigen wiirde, um diese m+ 1 Coeffi- 
cienten durch die niederer Ordnung ausdriicken zu kinnen. Es fragt 
sich nur, ob wir hierdurch convergente Reihen fiir die °(w) erhalten. 
Um dies einzusehen, miissen wir genauer auf die Bestimmung der 
Coefficienten eingehen. 

Vertauscht man in (39) 6, der Reihe nach mit b,, b,,..., b» und 


addirt die so entstehenden Gleichungen zu (39), so folgt auf Grund 
von (50): 


. 1 
(51) (m + 1) Ab, 66,0, = y 3 mot Ch,» Ab, 6,6, -~6 


C=s1 





(49) 


°m 


{c, Co, ery Cn = 1, 2, ote m\ 
r 
1 a c 
— A; ee . ae a 
mai et tag Atte 
c=1 


p=1,2,...,m—1; 
Saas + =.09 Gn OF By. Be <> o 


Nun ergiebt sich zuniichst aus (38) in Riicksicht auf (50) fiir m = 1: 


(52) 6, 6, = + Ch, b- 

Ferner folgt aus (51) fiir m= 2: 

(53) Aj, 6,6, ™ => {¢,, b Chas ¢ + Ch, 6 Coet * 
c==1 


*) Vergl. S. v. Kowalevsky, zur Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen, Journ. f. r, u. a. M, Bd. 80, 8S. 1 ff. und etwa Biermann, Theorie 
der analytischen Functionen, Leipzig, Teubner 1887, 8. 244 ff. 


Mathematische Annalen. XXXV. 12 
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Allgemein ergiebt sich: 
r 
a dD d ®m—1 a 
(54) Aj, 6, 6+: by, = Am Cb, be, . Cd, &,* °° Cy 


Day Day +5 Dyy_g = 1 


m—2 4” Om —1 ben? 


{Cys Coy ++) Cm 1,2, ..., mh 


wo die 4, gewisse rationale Zahlen. Nehmen wir in der That an, 
diese Forme] sei richtig fir m—1,2,...,1—1, so werden wir 
zeigen, dass sich 4, immer so bestimmen lisst, dass sie auch fiir 
m = 1 erfiillt ist. Es wiirde dann nimlich sein: 


> y 1 1 
55 —_———Ee © AS AS = 
( ) : (l ci p)! p! % be, 6, °* bcp _» 6, ae] - be, 

c= 


{Cy,C,, +++) @=1,2,..., I 


- 
—_ Dy De c e 2 et—p—1 <0 
=A, _p An > Cp, be, ©dj, be, eee Cdp_15 bey Ce, bt Ce, byte” . Co 20 Ce, - pt) %," 


Di, Day ++ dp—1 t, Cs p—1=1 


{C1, Co, coy Geamd,8, ... U\ 
Bedenken wir nun, dass 4, = — ‘. und dass in Folge dessen die 


Summe der Ausdriicke rechts fir p—1 und / —1 gleich wird der 
auf der rechten Seite von (51) stehenden ersten Summe, so folgt aus 
(51), dass Formel (54) auch fiir m—1/ erfiillt ist, wenn wir setzen: 
(662) (B41) Ap — (Ag Ava Aydin +--+ + Arody). 
Dies wiirde nur fiir 13 nicht richtig sein, weil dann / — 2=— 1, 
vielmehr ist 4,0, und es verschwindet daher 4; immer, sobald / 
eine ungerade Zahl. Wir erhalten daher zur Berechnung der d2, die 
Recursionsformel : 
(57) (2q¢ oo 1) dag = — (a, dogs a AyAsq—4 i eee -- Azq—24.). 

» 1 : 1 1 
Da nach (53) 4, =|, so finden wir so: 4,—=— a0? *s™ wan 
Es scheint kein einfaches Gesetz zu sein, nach dem die dg, fort- 
schreiten, jedenfalls aber sehen wir so viel, dass: 


> U.S. W. 


(58) | Aso] < ag; 

denn nehmen wir an, diese Formel sei fir g=—1,2,...,m—1 
richtig, so folgt aus (57), dass: 

(59) (2m + 1) |dem| < (m — 1) 2%, 


womit unsere Behauptung bewiesen ist. 
Nunmehr ist die Convergenz der fiir die w°(u) aufgestellten Reihen 


leicht zu beweisen. Liegen nimlich alle |c* ,| unterhalb der positiven 
Grésse g, so folgt aus (37), (54) und (58), dass: 














bt SRS <r 














Tm ace i er ees ne ee 
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m 


ats }@a(4)| <1 +9> (gry | to,| [to] > + |Mo,,| 
{b,, b., ae | bn = Rie ee ry r} 


= LEEDS Gry (itu | # fat] Fo + tel 


demnach convergirt die Reihe (38) sicher, so lange: 
(61) jay] E [tty] best [tel < se 


Wir kénnen jetzt das folgende Resultat aussprechen: 
Satz 3. Sobald die Grissen c , die Bedingungen: 


(VII) > {6,5 hrc + bi. he + cho chef = 9 


c=1 
erfiillen, lassen sich in der Niihe des Nullpunktes con- 
vergente Potenzreihen w°(u) aufstellen*), welche die Diffe- 
rentialgleichungen (Ill) befriedigen, und zwar kann jedes 
Lésungssystem 3°(s) aus einer canonischen Form a (1) 
desselben dadurch abgeleitet werden, dass man setzt: 


94 () = Tm ee atu), 


c=1 


wo die Sa = ga(u) solche in der Niihe des Nullpunktes con- 
vergente Potenzreihen, dass g,(0)=0 und ae ” 
Die Reihen fiir die canonische Form sind: 


— a, b- 


b 51 tn - 
(VITT) co®(u)=q,5+ 7 es be, ct be," art = be, Up, Up, ++ Ub,» 
m=1 


Dy 3 Bas. - 23 Dn—nee 1,2, 2.09973 Bye Byy o 05 Ce 
Coy Con oc Ge A,B, 1g @ 
wo: 
A Ss Mes all 0 
Ee Se ee 2941 = 
und: 
(2q+1) dog = — (Ag Aag2 Ay doga + ° ++ + Agg—2dy). 
Die Gleichungen (VII) sind eugleich die mothwendigen 
und hinreichenden Bedingungen fiir Integrabilitit des 
Systems (IIT). 
*) Vergl. den ohne Beweis aufgestellten Satz I im 17. Capitel von Transf. 
8. 297, 
12° 
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§ 4. 
Ueber die eingliedrigen Untergruppen. 


Im zweiten Paragraphen haben wir bewiesen, dass die Functionen 
(x) und @°(u), sobald sie die Differentialgleichungen (III) und (IV) be- 
friedigen, auf Grund der Systeme (I) und (II) oder der mit ihnen 
aiquivalenten Recursionsformeln (21) und (19) eine r-gliedrige Trans- 
formationsgruppe bestimmen, . Es bedarf kaum des Hinweises, dass 
hierdurch die Functionen g,(u; 0) und f,(#; ) als in der Nihe des 
Nullpunktes convergente Potenzreihen bestimmt sind, sobald die o°(«) 
und §°(w) als soleche gegeben sind. Es wird auch hier die Bemerkung 
gentigen, dass auf Grund der Differentialgleichungen (I) und (II) die 
Coefficienten der Potenzreihen fiir ,(u;v) und f,(x%;) als ganze, 
ganzzahlige Functionen der Coefficienten niederer Ordnung und der- 
jenigen der w*(w) und &(w) gegeben sind; das lehren ja auch die 
Recursionsformeln. 

Nach Satz 3 bestimmt daher im Besonderen jedes System von 
Constanten ci ,, welche die Bedingungen (VII) erfiillen, eine Parameter- 
gruppe = @,(u;v), welche alle die im ersten Paragraphen auf- 
gestellten Gesetze erfiillt; wir denken uns diese in ihrer canonischen 
Form gegeben, d. h. nehmen die Componenten @®(w) ihrer infini- 
tesimalen Transformationen in der Form (VIII) an. Nun gehdrt zu 
jeder Parametergruppe eine ihr reciproke Gruppe v; = ,(w;v); die 
Componenten der infinitesimalen Transformationen derselben: 


29, (0; 0) 
b ed ne. tl 


stehen in einer bemerkenswerthen Beziehung zu den @°(v). Differen- 


tiiren wir niimlich Gleichung (I) nach ws, und setzen dann wu, = 0, 
so folgt: 
r 3 b , 3 6, 
(63) a {: acts nt'(v) — ms ot} = 0.*) 
_ ; ; 
Hieraus folgt zuniichst: 
— + abs 
Ong’) _— Aw, (0) 
(64) Go, Ot, 


Bezeichnet man also die Coefficienten der Entwickelung von »°(v) mit 
By, 6.620? so ist: 
(65) Bi,» = Ai.s,; 


*) Vergl. die von Herrn Engel herriihrende Bemerkung in ‘l'ransf. §. 429, 
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und es ergiebt sich iiberhaupt aus (63) durch Coefficientenvergleichung 
die der Gleichung (39) ihnliche Gleichung: 


(66) Ab, 6, be.n by — Boy, 665...) 


r 
1 a 
a 
+2 (m — p— 1)! p! Oy ceo OC p—1 Bi, Sem tens 
c= 


nit At 
b,,¢ be, tee apt b, be, —p eee bt 


{p = 1,2, 1. M— 15 yy by ++ Cm = 2,3, ..4, m\ 


= (Q, 


Sind nun die w°(w) in ihrer canonischen Form gegeben, sind also die 
Bedingungen (50) erfiillt, so gelten hiernach auch die Gleichungen: 


(67) By, 6, 65.0. byy + Bi, Bg by «+. By b + and, + Bony bb... ee thas 0. 

Denn dieselben sind erfiillt fiir m — 1; nehmen wir also an, sie seien 
fir m=1,2,...,¢4—1 erfiillt, so folgt aus (66), wenn wir in 
dieser Gleichung die Indices 6, b,, b,,.. ., 6, auf alle mégliche Weise 


mit einander vertauschen und die Resultate dieser Vertauschung zu 
(66) addiren, dass Gleichung (67) auch fiir m—ZJ erfiillt ist. Es 


werden sich demnach nach (64) die Bj, byby-..6, Cbenso aus den ¢p,», zu- 
sammensetzen, wie die Aj, »,5,...5,, aus den ¢},,4, oder es ist, weil diese 
Coefficienten fiir jedes ungerade m > 1 verschwinden, fiir m > 1: 


(68) By, 6, b.u8 yy = Ab, 6,620)? 
also: 
(69) co® (uw) — 9(u) = Zz ce u.. 


c= 


Wir erhalten daher den Satz: 
Satz 4. Zwischen den Componenten der infinitesimalen Trans- 
formationen, o'(u), der Parametergruppe ua = 9a(u; v) 
und denen, 4°(u), ihrer reciproken Gruppe v, = ga(u; v) 
besteht, sobald dieselben in ihrer canonischen Form vor- 
gelegt sind, die Beziehung: 


r 


a> (u) — n? (ut) = a Cop Us 
c=! 
Von besonderem Interesse ist es aber, zu untersuchen, wie sich 
die Recursionsformeln (19) gestalten, wenn die Parametergruppe in 
ihrer canonischen Form vorliegt. Nun ist doch: 


am %q (0; 0) 
a( 0%, 0%, 205 -) 
lod 2 m 
( 70) — vy = iia as Bi by bp +. By, * 
Cy 





es 
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Vertauschen wir daher in (19) die Indices ,,6,, .-., bm 1 auf alle 
mogliche Weise mit eimander und addiren die Resultate zu (19), so 
ergiebt sich wegen (67): 


? a” f (a; 0) 
f gut hy (x; 0) * 1 C OM, Up, ewe OM, Compt 
Ol) Fadi, dim, eT 
{cy Co, ey) Cn-+1 = Ba 2, sey m + 1} 
Handelt es sich um eine eingliedrige Gruppe, so ist diese Formel eine 
unmittelbare Folge aus der Gleichung: 
2 af, (x; w) ” 
(72) de — = Eal(f(@s)), 


in welche die grundlegende Differentialgleichung (II) fiir 1 iibergeht. 


Setzen wir nun: 


(73) > F(a) te = Faw; 1) 





und bezeichnen mit | fx” (x; u) die Summe der Glieder m'** Dimension 


in der Entwickelung von /,(#;«), so folgt aus (71): 


“ SY ef L™ (ar; u) 
(74) frre; 0) — > = “Ga, "(i #) 
t=1 
Setzt man daher u, = a,¢, so ergeben sich die Functionen /,(x; at) 
aus den Differentialgleichungen: 
df, (x; at) : 
(75) aE = ba(f(w; at); a)- 

Dies besagt offenbar, dass die den unendlich vielen Werthen von ¢ 
entsprechenden Parametersysteme u,—=a,¢ in unserer r-gliedrigen 
Gruppe Transformationen bestimmen, die ihrerseits eine eingliedrige 
Untergruppe jener bilden. Wir kénnen dies auch ganz direct ein- 
sehen. Aus Formel (VIII) folgt niimlich: 


(76) P 3 co° (tt) Up = ta; 


b=1 


dasselbe folgt auch aus (37) und (50), Hieraus folgt: 


r a b 
(77) = Uy = Oa, — wi (u). 
b=1 ’ 
Nun ist doch nach (74): 
= y dw! (w) 
(78) p(w; v) -»> ou, GF (UW) Ue Ue, 


¢,d,e=1 
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also wird nach (76) und (77): 

(79) gy (w; u) = 0 

und in Folge dessen nach (74) allgemein g™(u; vu) = 0. Hieraus 
folgt aber, dass; 

(80) Pa (at, at’) =a (t+ t’), 

wodurch unsere Behauptung ganz direct bewiesen ist; ist t’ = — ¢, 
so ergiebt die Aufeinanderfolge dieser beiden Transformationen die 
Identitaét, oder die eine ist die Umkehrung der andern. Wir haben 
nunmehr den folgenden Satz bewiesen: 

Satz 5. Ist die Parametergruppe einer r-gliedrigen Transfor- 
mationsgruppe auf thre canonische Form gebracht, so 
bilden alle diejenigen Transformationen derselben, deren 
Parameter vu, = a,t man den unendlich vielen Werthen 
von t entsprechend erhidlt, eine eingliedrige Untergruppe, 
d. h, es ist pq(at, at’) = a(t +t’). Die Gruppe selbst 
hat dann die Form 


(1X) fa(@5 U) = Xq + Ps fa” (x; &), 


wo: i 

(X) fa'' (x3 4) => E(x) u, 

und: : = 

Qh (eu = > of > ) es w. 


b=1 


Sind umgekehrt die §>(x) als in der Néhe des Nullpunktes 
convergente Potensreihen gegeben, welche den Bedingungen 
des Satzes 2 geniigen, so sind die sich aus (IX) ergebenden 
Functionen f,(x; u) ebenfalls in der Nihe des Nullpunktes 
convergente Potenzrethen, welche eine r-gliedrige Trans- 
formationsgruppe darstellen, deren Transformationen sich 
2u je sweien als inverse ordnen*). 


§ 5. 
Ansatz zur Bestimmung aller Untergruppen. 


Es wird nunmehr die Frage nahe liegen nach allen Untergruppen 
einer gegebenen Gruppe, die Frage also, ob es in der r-fachen 
Mannigfaltigkeit der Parameter derselben solche p-fache Untermannig- 


*) Vergl, Transf. Theorem 24, p, 158. 











eee ee * 
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faltigkeiten geben kann, dass die je zwei Stellen derselben ent- 
sprechenden Transformationen eine Transformation ergeben, deren 
Parameter einer Stelle derselben Untermannigfaltigkeit zugehéren. Wir 
denken uns diese Mannigfaltigkeit gegeben in der Form: 


(81) Ug = q(t,, t,,.. ») bp), 
(a= 1,2,..., 9) 

wo wir im Besonderen noch annehmen wollen, dass dieselbe den Null- 
punkt enthalte, dass also etwa: a (0)—0; wir werden spiiter einsehen, 
bis zu welchem Grade diese Annahme nothwendig ist*). Gehért nun 
zwei Stellen # und s, dieser Mannigfaltigkeit unserer Voraussetzung 
gemiiss die Stelle ¢, — x,(¢;s) zu, so muss sein: 

(82) aa (% (#5 8)) = ga (a); a(s)). 

Ehe wir darauf eingehen, hieraus die Functionen x,(¢; s) zu bestimmen, 


bemerken wir, dass dieselben jedenfalls wieder eine Parametergruppe 
bestimmen. Aus: 


(83) g.( (a(d); a(s)); a(a)) = ga (al; 9 (a(s)5 a(a))) 
folgt namlich: 


(84) Pa (a (x(t; s)); a(q)) = % (a(#); a (x (83 )), 


oder: 
(85) ag (x (x(t; 8); 4)) = a(x (+; x(; 0), 


also, wenn anders die a,(¢) wirklich von p Verinderlichen abhingen 
sollen: 


(86) Hy (x(t; $); q) = x» (t; % (S; q)). 


Um nun die Componenten der infinitesimalen Transformationen dieser 
p-gliedrigen Parametergruppe zu finden, differentiiren wir (82) nach 
S$»; wir erhalten so: 


87 >> da, (x(t; 8) 6x, (t; 8) - Og, (a(t); a(s)) Aa,(s) 
( ) i %, (t; 8) 08 — 0a, (8) : Os, . 
c=1 c=1 


Setzen wir daher: 


0a, (0) 
(38) 3a, = a’, 
und 
P t; ; 
(39) Ox, ( 0) wn ae (t), 
c Sp 


*) Vergl. § 7. 











Neue Begriiudung der Theorie der endlichen Transformationsgruppen, 185 


so folgt: 
da, (t 
(90) ys oa wat a(t) -> a? a (a(t). 
c=1 
Differentiirt man diese Gleichung nach 4, so folgt: 


- 


aa, (t) so. Ga? (t) » 2% (a(t) da, (t) 
(91) _ ey ot, a(t) + Ot, , “a at — Ga.) ot, 


Setzt man daher: 
(92) 


so folgt hieraus: 


(93) S« a 2s babar. 


c=1 


ae (0) 22° 0) 
sinaiumnintiie ‘Taste ; =y, 
ot, ot, Yo, b 


Sollen die yf, hierdurch bestimmt sein, so diirfen offenbar nicht alle 
Determinanten p'* Ordnung der Matrix | a’|| verschwinden; dies folgt 
auch schon aus (90), weil sonst, da ja sicher nicht alle Determinanten 
p'* Ordnung der Matrix: 

|| a, (t) || 

ty | 
identisch verschwinden diirfen, zwischen den Componenten der infini- 
tesimalen Transformationen der Untergruppe Relationen von der Form 
(VI) bestehen wiirden, dieselbe also weniger als p-gliedrig wire. Wir 
kénnen daher die Matrix ||a’|| zu einer nicht verschwindenden Deter- 


minante r‘* Ordnung |a‘| ergiinzen und dann durch die Gleichungen: 


(94) Ua == Ps a’ s 
bel 


die neuen Parameter s, einfiihren, Sind die Parameter u, so gewiihlt, 
dass die Componenten der infinitesimalen Transformationen °(u) in 


ihrer canonischen Form erscheinen, so gilt dasselbe von den trans- 
. formirten Componenten u(s); denn zwischen ihnen besteht die (90) 


analoge Gleichung: 


(95) > «u()= >) a ow); 


c=1 c=1 


multiplicirt man dieselben mit s, und summirt tiber 6, so ergiebt sich 
auch fiir die u'(s) die fiir die canonische Form charakteristische Glei- 


chung (76). Aber die Grossen c. , gehen nunmehr in andere y* , iiber 














on 


SSS as SSS SS 


2 


————s 





—— 








186 Friepricn Scuur. 


auf Grund der Gleichungen, die man aus (93) erhilt, wenn man auf 
der linken Seite die Summe von 1 bis y nimmt. Wir werden daher 
jede Verwandlung der Parameter einer Transformationsgruppe dadurch 
bewerkstelligen kénnen, dass wir erstens eine solche wie (45) aus- 
fiihren, welche die ci, nicht andert, und zweitens eine homogene 
lineare Transformation, welche die canonische Form bestehen lasst. 
Ist nun in diesen neuen Parametern die der Untergruppe ent- 
sprechende Mannigfaltigkeit in der Form: s, = 0,{t) gegeben, so ist 


offenbar: 
0,() _ 
as 9 t, — <5 a, b: 


Wir kénnen daher die Parameter von vornherein so gewihlt denken, 
dass a’ = 0,5, wodurch die Gleichungen (93) in die folgenden tiber- 
gehen: 

(96) yf, = ,, wenn a,b,d0<p, und: O=ct,, wenn b,d<p, a>p. 


Hieraus sieht man, dass die y¢, = ct, 
(VII) geniigen, wenn man in ihnen nur bis p summirt, dass also die 
vi, wirklich die Zusammensetzung einer p-gliedrigen Gruppe bilden. 
Denkt man sich ferner sowohl w®(w) wie A°(¢) in ihrer cononiechen 


Form, so ergiebt sich aus (III) leicht, dass: 


wirklich den Bedingungen 


{a2 (t) = me (t,, te, -. + tp, 0, ..., 0) 
(a, b <p) 

(97) ) and: 
{0 = @a(t, ¢ oy oy bp, O, «.., 0); 
( (a>p, b<p) 


denn haben die Indices 6,, b,,..., 6,, nur die Zahlen von 1 bis p zu 
durchlaufen, so fallen von selbst diejenigen Glieder fort, fiir welche 
Di, Boy - ++) Dn—a Cimen der Werthe p+ 1, p+2,...,7 hat. Hieraus 
ergiebt sich auf Grund des Satzes 5, dass: 


tq (6, €) =e a(t, , . - -» by, O, . . 9 OF 85... -» Spy O, ~~, O) 
(a<p) 
(98) { und: 
a ee ee 2 ee 
(a > p) 


Daraus folgt, dass a,(¢)—¢,, wenn a<p, und =O, wenn a > p. 
In dem zuerst angenommenen allgemeinen Falle sind daher die a,(¢) 
homogene lineare Functionen, deren Coefficienten a> den Bedingungen 
zu geniigen haben, die sich aus (93) ergeben; dieselben stellen sich 
dar in der Form einer Reihe von Determinanten, die von den yf , 


frei sind, sodass das Problem der Bestimmung aller Untergruppen 
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einer gegebenen Gruppe auf algebraische Untersuchungen hinaus- 
kommt*). Aus (98) geht noch hervor, dass jedem solchen Systeme 
von Coefficienten a> wirklich eine Untergruppe der gegebenen Gruppe 
entspricht. 
Wir erhalten daher das Resultat: 
Satz 6. Ist die Parametergruppe einer Transformationsgruppe in 
threr canonischen Form vorgelegt, so erhidlt man alle 
p-gliedrigen Untergruppen derselben, wenn man: 


== > b 
t= a’ t, 


b=1 


setzt, wo die a® so zu wiihlen sind, dass die Gleichungen: 


Pp r 
(XU) a= EEG, 
d=1 


d, c= 1 
(b,c 1,2,...,p) 
durch geeignete y> . befriedigt werden kinnen. 


§ 6. 
Bestimmung der Componenten der infinitesimalen Transformationen aller 
transitiven Gruppen von gegebener Zusammensetzung. 


Unter einer transitiven Gruppe verstehen wir eine solche, welche 
einen Punkt allgemeiner Lage in jeden benachbarten iiberfiihrt, woraus 
folgt, dass dann »<~r sein muss, Ist der Punkt z = 0 ein solcher 
Punkt allgemeiner Lage, so folgt weiter, dass nicht alle n-gliedrigen 
Determinanten der Matrix: 


| €4(0) | 
verschwinden diirfen. Hieraus folgt, dass man immer solche Parameter 
einfiihren kann, dass: 
(99) 2 (0) = da,». 
Fiihren wir nimlich die neuen Parameter durch die Gleichungen (94) 
ein, so gehen die £°(x) tiber in: 


— ( aoe ms ) => £5 (x) a. 


Setzen wir daher £(0) = 0°, so ergeben sich fiir die a, die Be- 


dingungen : 


*) S. Transf. Theorem 33, 8. 210. 








————E 


ee 


— 


ee 
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ie q=1,2,...,% 
(101) Daan (Clr 3' 78) 


welche unter der oben gemachten Voraussetzung stets erfiillt werden 
kénnen; nehmen wir z. B, an, dass die Determinante 


[b2| (a, d= 1,2,...,) 


von Null verschieden ist, so kénnen wir die Grossen at, wo c=1,2,...,7 


und p=n-+1,n+2,...,7, noch insoweit willkiirlich annehmen, 
dass nicht alle (r—n)-gliedrigen Determinanten der betreffenden Matrix 
af || verschwinden, und es werden dann die tibrigen aj dadurch so 


bestimmt sein, dass die Determinante des Systems (94) nicht ver- 


schwindet. Denn resultirte eine verschwindende Determinante jai |, 80 


miissten entweder alle b oder alle d,,. verschwinden, was ausgeschlossen. 
Wir kénnen uns daher die Parameter immer so gewiihlt denken, dass 
die Gleichungen (99) erfiillt sind. 

Soll nunmehr die Zusammensetzung unserer Gruppe, d. h. sollen 
die Gréssen ci, gegeben sein, so folgt aus den Differentialglei- 


chungen (IV): 


b 0 a b, 
ae a (a, b, b, <n), 


b,, b Oxy, 0x, 

(102) 2&" (0) 
», . 3a, (a, b<n, by >), 
Go, = 9. (a <n, b, b, > n). 


Die letzten Gleichungen besagen offenbar, dass unsere Gruppe eine 
(r—n)-gliedrige Untergruppe enthalten muss. Enthiilt umgekehrt die 
Gruppe eine (r — m)-gliedrige Untergruppe, so miissen sich nach 
dem letzten Paragraphen die ci, immer in eine solche Form setzen 
lassen, dass ci, = 0, falls a<m und b,b, >; die aus den Glei- 
chungen (XII) durch Ausdehnung der Summation iiber ) von 1 bis r 
entstehenden Gleichungen dienen dazu. 


Um nun das System (IV) zu integriren, setzen wir wieder: 


(103) Eo (x) — 8,6 +> oi Ch, bib: Lp, Xp, > * * Loy 3 


m 
m=1 


{15 b., oe 2g Bin _ # Be eee n} 


dann ergiebt sich zuniichst: 








=> “sane 
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(104) ys ." Ch, — Ch, b> (a, b, b, < n) 
Co, b, = Ch, 6 (a, b, <2, b > m) 
Ferner: 
r 
(105) Ch, 0,60-+- 6p, ca Ch, bba-+-Bm = > C,, b ina. 
c=1 
n 
1 a c 
—»>’ (m— p— 1)!p! {Chrcby, — Cy, a» **Oeg 


¢=1 


— Cb, cb.» Cs pe: 
bis Cb ,°*- Bey, pg Pr Oty 6, ah? 
{p = 1, 2,..., M—15 Cy, Cy ~~ +) Cm—1 = 2, 3,..., m} 
wenn b < », und: 
a c a 
(106) Co, 6, ba+++ Oyy = z } C,, 6 Cy by b+ + -Byy 


¢c=1 
n 


1 ‘ 
- 18 x 
Das 1)! p! Ob, 6,°°° Bey Ch,, Cesamp *** Mtns 


¢c=1 
c 
Cs, Sen» tee ee \ ’ 


{P = 1, 2,..., M—1; Oy, Cay ++ +) Oma = 2, 3B,.. 2, mh 


ii 
bi, Che, eee | 


wenn b > n, endlich: 


r 


(107) > } Cb, ,6 Xe, Babs ++ By 


c=n+1 
n 
1 a c 
— —_——— ” oe 
eae iat { by cbc, a p—1 Os Oey | 
c=1 
— CF, be, «+ Cs ” 
by, ¢ be a = b, On —p a f > 


{p = 1, 2, .. +, m—15 Cy, Coy ++ +) Cm—1 ="2, 3, .. m\ 


wenn 6 und b, >. Es lisst sich nun genau wie im dritten Para- 
graphen zeigen, dass die Gleichungen (VII) die nothwendigen und 
hinreichenden Bedingungen fiir das widerspruchslose Bestehen dieser 
Gleichungen sind, Bezeichnet man nimlich mit 2 , (x) die linke Seite 


von (IV), so ergeben sich als solche Bedingungen wieder die, dass die 
Gleichungen : 


<7 388 (2) = 
a, %,, , (@) +> C,, 0, %,¢(%) = 0 


c=1 c=1 


(108) 


identisch befriedigt sind, und zwar hat das Verschwinden der Coef- 
ficienten aller Glieder (J— 2)" und niederer Dimension das wider- 
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spruchslose Bestehen der Gleichungen (105) bis (107) fiir alle m von 
1 bis 2 zur Folge, und umgekehrt. Da man aber dann die Cy\¢,5, ... ,, 
so bestimmen kann, dass in (IV) die Coefficienten aller Glieder (J —1)'*" 
und niederer Dimension verschwinden, so gilt dasselbe fiir die Glei- 
chungen (108), also bestehen die Gleichungen (105) bis (107) auch 
widerspruchslos fiir m = 1+ 1. 

Nimmt man in der That an, man kenne alle Cj\5,5,...5,,, wenn m 
alle Werthe von 1 bis 7 hat, so lehren die Gleichungen (106) diese 
selben Gréssen fiir m=—1-+ 1 und b >» kennen, wihrend die Glei- 
chungen (105) die Differenzen derselben fiir m—1-+ 1 und b<n 
liefern. 

Diese Gréssen werden also wiederum vollstindig bekannt sein, 
wenn wir noch festsetzen, dass: 


(100) OS b,.---b, + O8e, 80;--+fe_g Po TCE, tite = 9. (68) 


Wir erhalten dann wieder die folgenden Recursionsformeln: 


r 


(110) (m+ 1) Cb, 6,6,---b, = >, m@—ilt Ch... 6 Cs Be, Bg 


c=1 “ 


{c, Cops sey Cr = in 2, edie m} 





n 


1 Cc? of 
-_ (m — p)!p! Cy Be, Beg ** a b, ae hd bey? 


{p = 1,2,..., m — 15 Cy, Cay- + +5 Cm 1,2,.... mt 


wenn 6 < , und: 
- 
a a > 1 ¢ 7a 
(11 1) mC, 6, ba: +6, = (= — iy! Cb, 6 Cz. 0c, be, 
c=1 


{t, Coys +> Cn = i - sary m} 


al 1 - ya Cs 
a (m—p)!p! “© Be, Oey °** oy e Cn ptt “7h? 
c=1 
g e . . 6 
{p= 1,2,...,m— 15 Cy, Coy +++) (m= 1, 2,..., mh 


wenn 6 >. Hieraus lassen sich die Coefficienten Cy'4,4,...5,, voll- 
stiindig bestimmen. Man findet so: 


(112) Cn=> C,,6 Oder =, 5, 


je nachdem 6 < oder > m; ferner: 


r 
‘ ya 1 r a £. 4p I fc 4 c 1a 
(113) Cp,0.6,= 45 > (c,s, Ce,b, F 66,0, €e, o,) += > (6,6, €6,,-+ €6,0,€6,0,) 


¢=1 (n+l 











ee Sr eee oe 
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wenn §6 < , und: 


(114) Csu=> D>, (ci, CE, bs E Cb, bs Ce, 6,) ‘ 
c=n+1 

wenn 6 >. Man erhalt so den Formeln (54) durchaus gleich- 
gebildete Ausdriicke fiir die C)\¢,5,...5,, mit dem einzigen Unterschiede, 
dass die dort stehende einzige Summe durch mehrere mit verschiedenen 
Coefficienten 4,, behaftete Summen zu ersetzen ist, die sich ihrerseits 
von einander dadurch unterscheiden, dass in den verschiedenen Sum- 
men tiber einige der Indices d,, d,, ..., Dm—-1 von 1 bis m tiber die 
andern von »-+1 bis r zu summiren ist. Die vollstaindige Ent- 
wickelung dieser Ausdriicke ist zu complicirt, als dass sie mehr liefern 
kénnte als die Recursionsformeln (110) und (111). Wir verzichten 
daher auf diese Entwickelung, zumal wir die Convergenz unserer 
Reihe auch ohne dieselbe beweisen kénnen. 

Ersetzen wir nimlich die Gréssen c?. wieder durch die positive 
Grosse g, wo |c? | <g, so ist leicht zu sehen, dass fiir m — 1 und 2: 


(115) | Cor 182-*- by | < gm! 

Nehmen wir daher an, diese Ungleichung sei fiir alle m von 1 bis 

t— 1 bewiesen, so folgt aus (110) fiir b< mn 

(116) | CFs ovb4---6 | S pq grt (1d—1)!4+4,— 1)! +4, —2)!12! 
+1,(1—3)!3!+----+h_»2! (l—2)! 
+1 (I—1)!), 


wo l,, 1,, ..+, h-« die Binomialcoefficienten; dieselbe Formel erhilt 
man aus (111) fiir 6 >, nur dass rechts der Nenner / steht. Es 
gilt also die Ungleichung (115) auch fiir m= J. Hieraus folgt 
wiederum, dass: 


(117) [88 @)| <1 +5 Sory(\a| + lae|te- + ltl)", 


sodass unsere Reihen sicher convergiren, so lange: 
1 
(118) |%,| + |%,| +-- et i 


Um nun festzustellen, ob die so gefundenen Componenten £8 (ar) 
der infinitesimalen Transformationen wirklich eine r-gliedrige Gruppe 
bestimmen, miissen wir noch untersuchen, ob Relationen von der Form 
(VI) bestehen kénnen. Aus (99) ergiebt sich nun, dass dann sicher 


a, =a,=—-+:-=a,=—0 
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sein muss. Es friigt sich also, ob die folgenden Relationen bestehen 


kénnen: 
4 


(119) Dy C8064: = 93 
b=n-+1 
hieraus folgt im Besonderen: 
(120) Diah,0=9, (a,b, = 1,2,..., 0). 
b=n-+1 


Nach (106) miisste demnach sein: 


y 


(121) >a Cb, , 6 Cosb.by---6,, iad 0, 


b,c=n+1 
woraus wieder im Besonderen folgt: 


; 
(120) >, Ga = 0. 
6,c==n+1 
(a, b,, 6, = 1,2,...,%). 


So weiter schliessend findet man, dass die nothwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen fiir das Bestehen der Relationen (119) die 
Gleichungen sind: 


r 
db De Om—1 a 
(121) > %, bh Obs en “Om —2>°m—1 om—1» 8m amines 
D,Day*** Dy, = B+1 
. (a, b,, by, -. +) Ba oe 1,2,..., #). 


Nur also, wenn es Gréssen a, giebt, welche alle diese unendlich vielen 
Gleichungen befriedigen, hangt unsere Gruppe von weniger als r Para- 
metern ab. Man wolle bemerken, dass die letzten Entwickelungen 
unabhingig von dem Bestehen der Gleichungen (109) sind, also fiir 
alle Lisungssysteme der Differentialgleichungen (IV) gelten, die den 
Anfangsbedingungen (99) geniigen. 

Wir erhalten diese allgemeinsten Lésungen wieder aus dem ent- 
wickelten speciellen Systeme durch Einfiihrung neuer Veriinderlicher 
vermittelst der Gleichungen: 


(122) aQ= ha(x), %, = H, (2), 
wo: 
h,(0) = 0 
und 
Gh, (0) 1 


7 om Va,b5 
Ox, 
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dieselben sind: 


- ( hy H(z) 
(123) & (2) -> > a (2) J gf (H (e)). 


c=1 


Wir brauchen diese mit den Entwickelungen auf S. 176 und 177 fast 
identischen Schliisse nicht besonders auszufthren. Fihrt man endlich 
hierin vermittelst einer linearen Substitution neue Verinderliche ein, 
so erhilt man die Componenten der infinitesimalen Transformationen 
der allgemeinsten transitiven r-gliedrigen Transformationsgruppe des 
Raumes von » Dimensionen von gegebener Zusammensetzung ( cf ) 
und gegebener Zuriickfiihrung dieser Gréssen auf die den letzten der 
Gleichungen (102) entsprechende Form. 

Wir kénnen die Resultate dieses Paragraphen in folgenden Satz 
zusammenfassen : 

Satz 7. Ist eim System von Constanten y* p gegeben, welche den 

Gleichungen: 


D> Cis Mac Me, sthet M0 Md = 

c=1 
gentigen, so findet man folgendermassen die Componenten 
der infimitesimalen Transformationen der allgemeinsten 
zugehorigen transitiven, r-gliedrigen Transformationsgruppe 
des Raumes von n Dimensionen: Nachdem man die Con- 
stanten y{, auf jede migliche Art mit Hiilfe der Sub- 
stitution : 


(X11) Sa ce Dee aby? , 


c=1 


wo die Determinante |\a’| von Null verschieden sein muss, 
auf eine solche Form gebracht hat, dass erstens ¢ , = 0, 
sobald a,b > n und c<n, und eweitens nicht solche von 
Null verschiedene Grissen ay gefunden werden kinnen, 
dass die stimmtlichen Gleichungen: 


» 
Pe 


r¥v\r . Din-1 
(XIV ) a ¢,, by Mos ba inde Com—2> Om —a _ 0, 


D, Dy Da,* ++, Dp, = n+l 
(a, by, boy - + «» Om ome 1, 2,..., #) 
wenn m alle Werthe von 1 bis oo hat, erfiillt werden 


kinnen, nachdem man ferner die Coefficienten der in der 
Niihe des Nullpunktes convergenten Reihen: 


Mathematische Annalen. XXXY. 13 
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«© 
b > a. 
4 (x) = Oa,6 + — Ch, 6, bo ++ by, VO, Vbq * * + X,, 


m=1 


{6,, ba, + ++) bm = 1,2,..., 0} 


den Anfangsbedingungen (112) und den Recursionsformeln 
(110) wnd (111) geméiss bestimmt hat, sodass: 


(XV) > E(t) = 0, 


b=1 


(aoe 1,2,...,m), 
so wihle man irgend eine Transformation 

%q = Hy (2,, ++ +5 Bn); 
deren Umkehrung 2, = hq(«); alsdann sind die: 


ory SY A (HO) por, 
(XVI) ba (2 —_ py 4 oH, (2) E- (H (2)) 
c=1 
ae _ Pa | 


b=—1,2,...,rf 
die verlangten Componenten. *) 

Die Bestimmung aller r-gliedrigen intransitiven Transformations- 
gruppen des Raumes von » Dimensionen von gegebener Zusammen- 
setzung (ci) kann auf die der transitiven Gruppen zuriickgefthrt 
werden. Sie verlangt aber dann die Kenntniss nicht nur des gegebenen 
Systems von Constanten c{,, sondern aller solcher Systeme, welche 
die Gleichungen (VII) befriedigen; wir glauben desshalb auf dies 
Problem hier noch nicht eingehen zu diirfen. 


§ 7. 
Ueber die identische Transformation. 

Wir haben bisher immer nur solche Transformationsgruppen be- 
trachtet, welche die identische Transformation enthalten; in der That 
lisst sich der allgemeinere Fall auf diesen zuriickfiihren. Haben wir 
namlich die durch die Gleichung: 

(124) fa (f(x5 u); v) = fa (x; (us »)) 
charakterisirte Gruppe, so mégen die Functionen /,(x; w) und ,(w; v) 


*) Vergl. Transf. Kap. 19 und 22; man wolle aber bemerken, dass bei 
Herrn Lie die Bestimmung aller transitiven Gruppen von gegebener Zusammen- 
setzung immer nur gelést ist unter der Voraussetzung, dass eine solche Gruppe 
bekannt sei. Was die Theorie der Aehnlichkeit r-gliedriger Gruppen betrifft, so 
sei darauf hingewiesen, dass unser Satz den Satz 3 in Transf, 8. 359 umfasst. 














td 


Neue Begriindung der Theorie der endlichen Transformationsgruppen. 195 


etwa zuniichst fiir gewisse Umgebungen (2), (w), (v) von resp. 2, = 0, 
u = 0, v =O sich nach Potenzen der x, wp, v entwickeln lassen. 
Wenn dann die Transformation: 


(125) Ya = fa(x; 0) = fa(2x) 
als den dem Bereiche (~) entsprechenden Bereich keinen in diesen 
hineinfallenden Bereich (y) liefert, so miissen, sollen die Gleichungen 
(124) iiberhaupt Bedeutung haben, die nach Potenzen von 

Ya — ba = Ya — fa(9) 
fortschreitenden Reihen f,(y; «) jedenfalls analytische Fortsetzungen 
der um den Nullpunkt convergenten Reihen /,(%; «) sein. Liegen auch 
die Punkte des dem Bereiche (w) auf Grund der Gleichung: 
(126) Sp = Ho (4; 0) = Ho(u) 
entsprechenden Bereiches (s) nicht in (w), so miissen auch die nach 
Potenzen von s, — ¢) = Ss — (0) fortschreitenden Reihen /,(2; s) 
und g»(s; ) analytische Fortsetzungen der in der Nahe der Nullpunkte 
convergenten Reihen f(x; w) und g,(w; ¥v) sein. 

Wir machen weiter die Annahme, die man durch Einfiihrung never 
Parameter wird realisiren kénnen, dass die Gleichungen (125) umkehr- 
bar seien, also: 

(127) tq = Fy); 


nehmen wir im Besonderen noch an, dass diese Umkehrung in der 
Nihe des Nullpunktes 7,0 mdglich sei, so werden die F,(y) zu- 
niichst als nach Potenzen der y, — 6, fortschreitende Reihen definirt 
sein, die sich aber auch in nach Potenzen von y, —/f,(b’) fort- 
schreiteude Reihen miissen fortsetzen lassen, wo die Stelle b,’ in be- 
liebiger Niihe von 6, liegt. Setzen wir daher: 


(128) fax; U) = fa (Fy); 4) = gay; ¥) = Ga (f(x); u), 

so gilt dasselbe von den Functionen g,(y; «) beziiglich der yp; was 

die w betrifft, so sind die g,(y; «) zuniichst ebenso wie die /,(x; u) 

als nach Potenzen der wu, fortschreitende Reihen definirt, die sich aber 

in nach Potenzen der s, — c fortschreitende Reihen fortsetzen lassen. 
Aus (124) folgt nun zunichst fiir v = 0: 

(129) fa (f(a; 0)) = falas 8) = ga(y3 8)3 

es ist daher: 


(130) fa (F(@5 1); 0) = gu(F(f(es w)5¥) = ge (9(y5 8)5»)- 
Andrerseits ist: 


(131) fa (25 pu; 0)) = ga (ys (m5 0) == ga (ys HOS; »)). 
wenn: 


13* 
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(132) U = ®, (s) 
und: 
(133) po(U; 0) = Ps (O(s); v) = ¥o(s; 0) 


gesetzt wird; denn durch Einfiihrung der neuen Parameter kénnen wir 
auch die Umkehbrbarkeit der Gleichungen (126) erreichen. Wir erhalten 
daher die Gleichungen: 


(134) 9a (9(y; 8); v) = Ga (v3 ¥(e5 0) ; 

dieselben sind zuniichst bewiesen, so lange als die y, in der Niihe von 
ba, die s, in der Nahe von c, und die , in der Nihe von Null liegen. 
Nun ist aber die linke Seite jener Gleichungen auch definirt, wenn die 
Yq in der Nahe von b,, die sy und v, in der Nahe von Null liegen 
und zwar durch die Fortsetzung obiger nach Potenzen der s, — ¢, fort- 
schreitenden Reihen; dasselbe gilt daher von der ihr jedesmal gleichen 
rechten Seite. Denn denkt man sich die Fortsetzung links und rechts 
fiir einen geeigneten Punkt s, = d, des urspriinglichen Bereiches in 
in der Nahe von s, = cy, gemacht so, dass die linke Seite tiber diesen 
Bereich hinaus convergirt, so gilt dasselbe von der rechten Seite, da 
die Coefficienten der einzelnen Potenzen der s, — d, auf der linken 
und rechten Seite unabhiingig von den s, einander gleich sind. 

Es ist demnach durch die Gleichungen (128), (133) und (134) 
eine Gruppe charakterisirt, welche die identische Transformation ent- 
halt; denn aus (128) folgt sofort: 

(135) Gay; 9) = fa(a; 0) = ya. 

Wir erhalten daher jede Transformation der urspriinglichen Gruppe, 
wenn wir erst die Transformation (125) und dann eine Transformation: 
(136) Ya = Ja(y; %) 

der von uns behandelten Art von Gruppen ausfiihren. Was nun die 
Transformation (125) betrifft, so folgt aus (130) leicht, dass: 


(137) fa(y) = ga(y3 ¢); 
dass diese Transformation also die analytische Fortsetzung einer Trans- 
formation der Gruppe (136) ist. Es ist also auch jede Transformation 
der urspriinglichen Gruppe eine analytische Fortsetzung einer Trans- 
formation dieser Gruppe. In der That ist: 


(138) ga (9(y5 €); v) = ga (ys W(C3 v)) = fa (#5 H(C; 0) = fa (73 05 »)) 
= fa(F(#; 0); 0) = fay; »), 


oder: 
(139) faly; v) = ga (ys v(c; v)) - 


Diese Gleichung zeigt uns nun auch, wie die identische Transformation, 
welche eigentlich jede endliche Transformationsgruppe enthilt, bei einer 
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bestimmten analytischen Darstellung derselben gewissermassen latent 
werden kann: Man fiihre in die Gruppe y, = g.(y;) durch die 
Gleichungen “= y,(c; v) neue Parameter ein; geht g,(y; «) hierdurch 
in f,(y; v) tiber, so ist es sehr wohl mdéglich, dass diese nach Potenzen 
von v fortschreitenden Reihen nicht in denjenigen Punkt v, = ¢,’ 
fortsetzbar sind, welcher durch die Gleichungen %,(c; c’) = 0 bestimmt 
ist. Ist dem wirklich so, so enthilt die durch die Functionenelemente 
Yo =fa(y;v) definirte Transformationsgruppe die identische Trans- 
formation nicht, sie kann aber durch Einfiihrung geeigneter Parameter 
immer in eine solche mit der identischen Transformation tibergefiihrt 
werden. Wir erhalten demnach das Resultat: 

Satz 8. Jede endliche Transformationsgruppe, welche im Bereiche 
der Fortseteungen der sie definirenden Functionenelemente 
die identische Transformation nicht enthdlt, kann durch 
Einfiihrung geeigneter Parameter in eine die identische 
Transformation enthaltende Gruppe tibergefiihrt werden.*) 

Hiermit ist auch die Berechtigung der von uns in § 5 gemachten 

Annahme nachgewiesen, dass jede Untergruppe die identische Trans- 
formation enthalte. 


Dorpat, im April 1889. 


*) Vergl. Transf. Theorem 26, S. 163. 








Grundziige einer allgemeinen Systematik der hyperelliptischen 
Functionen I. Ordnung. 


Nach Vorlesungen von F. Klein. 


ausgearbeitet von 


Herricn Burxsarpt in Gottingen. 


Die folgenden Entwickelungen kniipfen an Vorlesungen an, welche 
Herr F. Klein im Wintersemester 1887/88 in Gittingen gehalten hat. 

Dieselben verfolgen in erster Linie den Zweck, eine Reihe von 
Gesichtspunkten, welche sich fiir die Theorie der elliptischen Functionen 
als fruchtbringend erwiesen haben, auf die hyperelliptischen Functionen 
I, Ordnung zu iibertragen, Es wird daher, nach einer Einleitung, 
welche eine Reihe von Begriffen aus der Theorie der Integrale recapitu- 
lirt, zunachst eine gewisse Classification hyperelliptischer Functionen 
gegeben, welche sich enge an die entsprechende Classification (,,Stufen- 
eintheilung“) der elliptischen Functionen anschliesst; es folgen dann 
Anwendungen der entwickelten Principien auf speciellere Probleme, 
insbesondere auf die der Theilung und der Transformation. Dabei ist 
vor allem Gewicht darauf gelegt worden, die leitenden Gesichtspunkte 
in volle Beleuchtung zu riicken; Ausfiihrung von Einzelheiten bleibt 
anderen Arbeiten tiberlassen, fiir welche durch diese ,Grundziige“ der 
Boden geebnet sein soll. 

Nach einer bestimmten Seite hin bieten, wie sogleich an dieser 
Stelle hervorgehoben sei, diese Entwickelungen in so fern eine Liicke 
dar, als darauf verzichtet wurde, das wesentlichste Hilfsmittel specieller 
Theorien, nimlich die Thetafwnctionen, in die Systematik einzuordnen: 
eine Einordnung, die zwar durchaus zur Vollendung der Systematik 
erforderlich, aber mit eigenthiimlichen Schwierigkeiten verbunden 
za sein scheint, so dass dieselbe einstweilen zuriickgestellt werden 
musste, — 

Der Herausgeber hat sich bei aller Freiheit, die er sich in der 
Durchfiihrung der Einzelheiten gestatten zu sollen glaubte, vor allem 
bestrebt, die Ausfiihrungen seines hochverdienten Lehrers mdglichst 
getreu ihrem Inhalte nach wiederzugeben. Dabei hatte er sich vielfach 
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der Unterstiitzung desselben zu erfreuen, wofiir ihm auch an dieser 
Stelle verbindlichsten Dank auszusprechen gestattet sei. *) 


Kinleitung. 
Vorbegriffe aus der Theorie der hyperelliptischen Integrale. 


§ 1. 
Das zu Grunde gelegte algebraische Gebilde und die zweiblittrige 
Riemann’sche Fliche mit 6 Verzweigungspunkten. 


Jedes algebraische Gebilde vom Geschlechte p — 2 (jedes hyper- 
elliptische Gebilde I. Ordnung) kann bekanntlich durch umkehrbar 
eindeutige Transformation bezogen werden auf eine doppelt iiberdeckte 
Gerade mit 6 Verzweigungspunkten (sommets). Die Hinzunahme der 
complexen Stellen des Gebildes bedingt die Erweiterung der Geraden 
zur zweiblittrigen Riemann’schen Fliche, deren Blatter dann ebenfalls 
in 6 Verzweigungspunkten mit einander zusammenhiingen. Diese 
Fliche, bezw. die doppelt iiberdeckte Gerade, aus welcher sie hervor- 
gegangen, erscheint sonach als die canonische Form des hyperelliptischen 
Gebildes; an sie sollen alle folgenden Entwickelungen ankniipfen. 

Die einzelnen Punkte der Geraden sollen von einander unter- 
schieden werden durch Einfiihrung von homogenen biniiren Coordinaten: 
ed les E) 
von homogenen Coordinaten, indem die denselben zu Grunde liegende 
projective Vorstellungsweise die ganze Darstellung beherrschen soll. 
Ueber die Auswahl der Fundamentalpunkte dieser Coordinatenbestim- 
mung soll keinerlei specielle Voraussetzung getroffen werden, vielmehr 
sollen alle allgemeinen Untersuchungen unter der Voraussetzung ganz 
willkiirlicher Lage dieser Punkte gefiihrt werden. Dadurch bleibt zu- 
gleich die Freiheit gewahrt, falls die Natur eines zu behandelnden 
speciellen Problems etwa eine besondere Wahl derselben als zweck- 
miissig erscheinen lassen sollte, solehen Griinden der Zweckmissigkeit 

in jedem einzelnen Falle nachzugeben. 


*) Indem die Ausarbeitung des Herrn Burkhardt in den Annalen zum Ab- 
druck gelangt, darf ich nicht unterlassen, von mir aus ausdriicklich hervorzuheben, 
wie viel Arbeit von seiner Seite in derselben enthalten ist. In der That hatte 
Herr Burkhardt nicht nur den in meiner Vorlesung gegebenen Stoff zu sichten, 
neu anzuordnen und in druckfertige Form zu bringen, sondern er hatte auch 
manche Punkte, betreffs deren ich mich auf blosse Andeutungen beschriinkte, 
tiefer zu ergriinden und selbstiindig klarzulegen, So finden sich in den folgen- 
den Paragraphen verschiedentlich tiber meine Vorlesungen hinausgehende Ent- 
wickelungen; ich nenne in dieser Hinsicht insbesondere Stiicke der §§ 8, 23, 24, 


40, 52, 54. F. Klein. 








| 
| 
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Ebenso wird ein etwa wiinschenswerther Uebergang zu unhomo- 

gener Schreibweise durch die Substitution 
== £, : 2, 
in jedem Falle ohne Schwierigkeit erfolgen kéunen. 

Die ebenfalls homogenen Coordinaten der 6 Verzweigungspunkte 
seien mit: 
a,° : @,°, w,' : «,', a,* : @,*, a,* : a,°, a*:a,*, a«,°:a,° 
bezeichnet, wihrend die entsprechenden oberen Indices 0,1...5 zu- 
gleich als Namen dieser Verzweigungspunkte gebraucht werden mégen. 
Es sei jedoch im Gegensatz zu sonst iiblichen Festsetzungen ausdriick- 
lich hervorgehoben, dass die Vertheilung dieser 6 Indices auf die 
6 Verzweigungspunkte als eine durchaus willkiirliche — keineswegs 
etwa durch die Gréssenfolge ihrer Coordinaten bedingte — anzusehen 
ist; vielmehr werden diese Gréssen als frei veriinderlich zu gelten haben, 
und die Untersuchung der Abhéngigkeit der auftretenden Functionen 
auch von thnen bildet einen wesentlichen Theil des Programms, dessen 
Grundziige hier skizzirt werden sollen. Es werden jedoch dabei die- 
jenigen Fille stets eine Ausnahmestellung einnehmen und einer beson- 
deren Untersuchung bediirfen, in welchen zwei oder gar mehrere 
Verzweigungspunkte zusammenfallen. Wo solche besondere Untersuchung 
nicht gefiihrt ist, sollen diese Fille im folgenden stets als stillschweigend 
ausgeschlossen gelten. 

Die 6 Verzweigungspunkte werden wir im folgenden zunichst 
nicht als einzeln gegeben voraussetzen, sondern nur durch ihre sym- 
metrischen Functionen, also etwa durch die Coefficienten der Gleichung 
6. Grades: 

(1) f(@,, %) == ay u,° + 6a, 4,?x, + 5a, 2,52," 
+ 2a,z,>x,° + +--+ agx,° = 0 
oder unhomogen geschrieben : 
f(z) = Ay x® + 6a, 2° + Pets + = 0, 
deren Wurzeln sie sind. 

Es ist dann auch //(x,, 2) eine eindeutige Form (/f (x) eine 
eindeutige Function) auf der Fliche, welche durch ihre Werthe zwei 
,conjugirte’‘ Stellen derselben unterscheidet; und es bestehen die beiden 
Siatze: 

Jede eindeutige algebraische Function einer Stelle der Fliiche ist 
rational darstellbar durch « wnd fx. 

Jede eindeutige algcbraische Form einer Stelle der F liiche ist rational 


und ganz darstellbar durch x,, 2, V{(x,, %2). 


Durch die Werthe von x und Y/(x) ist die einzelne Stelle des 
Gebildes unzweideutig festgelegt. 
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§ 2. 
Die canonischen Querschnittsysteme und die Integrale I. Gattung. 


Auf der Riemann’schen Fliche werde nun ein System von 2p = 4 
Querschnitten : 
A,, A,; B,, B,, 
welche die Fliche nicht zerstiicken, in folgender Weise gezogen: Die 
vier Paare von Querschnitten 


A,A,, B, B,, A, B,, A,B, 


sollen keinen gemeinsamen Punkt besitzen; dagegen sollen A, und B, 
sich in einem und nur einem Punkte schneiden, ebenso A, und B,. 
Der Sinn dieser Querschnitte sei wie bei Riemann (ges. W. p. 123) so 
festgelegt, dass der Querschnitt A, den Querschnitt B, ,,von links 
nach rechts“, also B, den A, ,,von rechts nach links“ tiberschreite. 
Ein Querschnittsystem, welches diesen Bedingungen geniigt, soll 
canonisch genannt werden. 

Auch hier ist es fiir die allgemeinen Untersuchungen weder erforder- 
lich noch auch nur zweckmiissig weitere specielle Voraussetzungen tiber 
die Auswahl des zu Grunde gelegten canonischen Querschnittsystems 
zu machen. 

Die Perioden, welche zwei von einander linear unabhiingige Inte- 
grale erster Gattung, etwa: 


(2) w,= "ay (wd) “— * xe (ad x) 
Vf x) 7 : Vf ia) 


an den Querschnitten eines solchen canonischen Systems (d. h. bei 
Ueberschreitung derselben) besitzen, sollen mit: 








A, A, | B, | B, 
(3) Uy | @1, 19 Ms | Oy 
netic nseneriatagh wnementonl 
Uy | ay @yy | @ay | Way 
| 














bezeichnet werden; dieselben sind bekanntlich nicht von einander 
unabhangig, sondern durch die bilineare Gleichung: 


(4) 14 oy — yy Woy yy @_q — Gy, Wyo = O 


mit einander verkniipft; und ausserdem sind ihre reellen und imaginiren 
Bestandtheile an gewisse Ungleichungen gebunden, deren explicite 
Aufstellung hier nicht erforderlich ist. 
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§ 3. 
Die Periodendeterminanten, die transcendent-normirten Integrale 
I. Gattung und die Thetamoduln. 

Die Unterdeterminanten der Matrix ||; ||, i=1,2,*=1,2,3,4, welche mit: 
(5) Dik = 4; Dax — Wg; yy 
bezeichnet werden sollen, sind endlich und von Null verschieden, so- 
lange die Verzweigungspunkte alle von einander verschieden sind; das 
folgt daraus, dass es sonst nicht mdglich sein wiirde, Integrale 
I. Gattung mit vorgeschriebenen Perioden am i'** und k'" Querschnitt 
zu bilden, die doch einem Riemann’schen Existenztheorem zu Folge 
existiren miissen.*) Es wird daher auch insbesondere méglich sein 
»Normalintegrale I. Gattung“ 





Us Vg 


zu bilden, welche an den Querschnitten I. Art A beziehungsweise die 
Perioden: 


1 0 
0 1 
besitzen, wihrend ihre Perioden an den Querschnitten Il, Art B mit: 
by i © 
San as 


bezeichnet und ihrer hauptsiichlichen Verwendung wegen _,, Theta- 
moduln“ genannt werden. Zwischen diesen neuen Gréssen und den 
bereits eingefiihrten bestehen dann die Beziehungen: 


(6) Wy = Dy Vy PF WyQVq, Wy = Wy Vy $F Wyo Vo, 


und umgekehrt: 


(7) nm oS ‘tin. — Gg Wy 44 We 
——— = 
. Pre ’ ‘ Pre 
ferner: 
Pre Pag 
thane ’ os ta , 
Pre Pre 
' 
D 
(8) T= 28, Ty, = 24, | 
i Pie Pre 
2 Psa 
t = T,, To. — Tig = 
41 %22 Pre 


*) Wegen des Beweises dieses Existenztheorems vgl. man den Math. Ann. 
Ba. 21, p. 157 abgedruckten Brief von Herrn H. A. Schwarz an Herrn f. Klein 
und die daran ankniipfenden Noten des Herrn Ascoli, Ist. Lomb, Rendic. ser. 2, t. 18, 
sowie die 2. Auflage des Werkes von Herrn C. Neumann itiber Abel’sche 
Functionen. | 
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Die Bilinearrelation p,, + p., = 0 (Gl. 4) geht damit iiber in: 
(9) Tig = Ta) 
wahrend die § 2 a. E. erwihnten Ungleichungen sich dahin zusammen- 
fassen, dass die biniire quadratische Form: 
(10) by, my? + 2b, mm, + by, m,”, 
deren Coefficienten 0;, die imaginiren Bestandtheile der 1;, sind, definit 
und positiv sein muss. Die nothwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen hiefiir sind bekanntlich: 


(11) — 
by bay — diz > 0 
(also auch b,, > 0). 
§ 4. 


Uebergang von einem canonischen Querschnittsystem zu einem 
andern; Abel’sche Substitutionen. 


Die in § 2 eingefiihrten Perioden waren definirt unter Zugrunde- 
legung eines ganz bestimmten, wenn auch willkiirlichen canonischen 
Quersclinittsystems. Wird dasselbe durch ein anderes ersetzt, so treten 
an die Stelle der @ andere Perioden, die mit @’ bezeichnet werden 
sollen. Da aber unsere Integrale keine von den @ unabhiingigen 
Perioden besitzen, so werden *) diese neuen Perioden lineare Functionen 
der alten mit ganzzahligen Coefficienten sein, welche folgendermassen 
geschrieben werden mégen: 


@j1 = 4, @;1 + A, @i2 + a, a3 + 4,044, 

Wj. = Db, @1 + b, @j2 + b, 5 + Dy, @i4, 

;3 = €; 1 + Cy @i2 + Cs Mis + C,@ia, 

M4 = A, @1 + d,@i2 + d,a@i3 + d, wis, 
Da die Relation (4) auch von den neuen Peérioden erfiillt werden 
muss, und da auch die alten Perioden ganzzahlige Functionen der 


neuen sein miissen, so miissen**) zwischen den Coefficienten der Sub- 
stitution (12) sechs Relationen bestehen, welche kurz: 


[a,b] =9, [a,c] =1,**) [a,d]=0, 
[b, c] = 0, [b,dJ=—1,**) [¢ dj) =—0, 
geschrieben werden sollen, indem zur Abkiirzung: 

a,b, — a,b, + a,b, — a,b, = [a, b} 


(12) 


(13) 


*) Hermite, sur la théorie de la transformation des fonctions abéliennes, 
§ Il. (C. R. t. 40, 1855). 
**) a, a. O. § 3. 
***) Dass hier + 1 und nicht —1 steht, ist durch die § 2 a. E. erwihnten 
Ungleichungen bedingt. 
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gesetzt ist. Damit wird die Auflésung der Substitutionen (12) in der 
Form erhalten: 


1 = 3. 1 + Ay Win — Ay Wis — D, wis, 
(14) 0:2 = C11 + d, ia —_— Os — by wis, 

Wig = — C,@jy — A, Wig + A, Wg + 1, Wis, 

Rees = Sy @;1 — d, Wj + A, Wis + b, wi4 


und den Relationen (13) treten, wenn zur Abkiirzung: 
[1,2] = a,c, — a,c, + bd, — b,d, 

gesetzt wird, die folgenden an die Seite: 

(15) [1,2] =—0, [1,3] =1, [1, 4] = 0, 
(2,3) =0, [(2,4)—1, [3,4] =—0, 


welche mit jenen vollstindig aquivalent sind. 

Eine lineare Substitution, deren Coefficienten den Bedingungen 
(13) resp. (15) geniigen wird nach Herrn C. Jordan*) _,, Abel’sche 
Substitution‘ genannt. Wo im folgenden von linearer Periodentrans- 
formation die Rede ist, soll stets darunter verstanden werden, dass 
dieselbe durch eine Abel’sche Substitution geschehe. 


§ 5. 
Lineare Transformation der Normalintegrale und der Thetamoduln. 


Zu dem in § 4 eingefiihrten ,,neuen‘‘ Querschnittsystem, auf 
welches sich die gestrichenen Perioden beziehen, gehéren auch neue 
Normalintegrale und Thetamoduln. Zwischen diesen und den ,,alten“ 
Normalintegralen und Thetamoduln besteht eine grosse Anzahl von 
Beziehungen, von welchen in den Anwendungen der allgemeinen 
Theorie auf specielle Probleme bestiindig Gebrauch zu machen ist. 
Da diese Beziehungen von verschiedenen Autoren**) abgeleitet sind, 
welche sich verschiedener Bezeichnungen bedient haben, so ist eine 
Zusammenstellung einer Reihe solcher Beziehungen in gleichmissiger 
Bezeichnungsweise vielleicht nicht iiberfliissig; es soll daher an dieser 
Stelle eine solche gegeben werden. 


*) Traite des subst. p.171. Uebrigens nennt Herr C. Jordan auch solche 
Substitutionen ,,abéliennes“, welche durch Bedingungen charakterisirt sind, in 
denen rechts statt wie in (13) und (15) eine 1, eine beliebige ganze Zahl k steht, 

**) Vgl. z. B. Hermite a. a O.; Thomae, die allg. Transformation der 
0-Functionen (Diss. Gitt. 1864); Clebsch und Gordan, Abel’sche Functionen 
(Leipzig 1865); Kiénigsberger, Cr. J. Bd. 65, p. 344 ff; Witting, Ueber eine 
Configuration im Raume (Diss, Gitt, abgedr. in Schlémilch’s Zeitschr, 1887); sowie 
die zusammenfassende Darstellung bei Krause, Die Transformation der hyperell. 
Fet. I. O. (Leipzig 1886) p. 69 ff. 
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Die zu den alten Querschnitten gehérenden Normalintegrale v be- 
sitzen an den Querschnitten des neuen Systems Perioden, welche mit: 




















bezeichnet werden sollen;*) den Formeln (12) entsprechend ist dann: 


Ay = 4G, + 45%) $b 2, Ay = Ay + Ay Tyy + AT, 

B, = d, + byt + byt2, By = db, + dyty, + dy tH, 

Cy = Cy Heyyy Cyt Q, Cy = Cy fH Cy Tey $F Cy Te, 

D, = dy + dytyy + yt 9, Dy = dy + dyty + dy Ty. 

Die zu den neuen Querschnitten gehérenden Normalintegrale v,'v,' be- 
sitzen an eben diesen Querschnitten die Perioden: 


(16) 





, | , | , , 

A, A, B, B, 

v, 1 0 Ti Tis 
Sree ae ee 











Die Vergleichung der Perioden an den beiden ersten Querschnitten 
liefert die Ausdriicke der v durch die o’: 
(17) = A, * + B, Ye» 
v, = A,v, + Byv, 
und mit Hilfe dieser Ausdriicke liefert die Vergleichung der Perioden 
an den beiden andern Querschnitten die Relationen zwischen den 
urspriinglichen und den transformirten Thetamoduln: 
as: C,=Aytu + Bytn, C, = Ayti + Bit, 
°) D, A, tis + B,t2, D, = A,tis + B,t2. 
Werden ebenso die Perioden der mewen Normalintegrale an den 
alten Querschnitten bezeichnet mit: 


TIT, = = ¢, — gt, —dgti2, Ila —= dy — gto, — byte, 
16 Vem Cy gti —Dyti2, IVa dy — ay te, — byt, 
( sic I, = — ¢, + ath + b, tis, I, == — d, + 4, Ta + D, the, 


TT, = — Cy tayti + byte, ITa= — dy + ayty + byt 


*) Die doppelte Bedeutung der Buchstaben A, B wird nicht stiren. 
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so werden die zu (17) und (18) analogen Relationen erhalten: 


o,' = III,v, + IV, 


— », =» Eiiav, + 1¥ 00, 
und: 
asa eet t Weta Te = Mat + Vor, 


II,= TII,t,, + IVet.,, Ia= IWlat,, + IVato, 


Die Relationen (17), (18) und (17a), (18a) enthalten rechts noch die 
Gréssen beider Systeme; durch Elimination kénnen aber avs ihnen 
andere erhalten werden, welche die Gréssen des einen Systems durch 
die des andern ausdriicken. Um diese Relationen bequem schreiben 
zu kénnen, mdgen die Abkiirzungen: 

(ab),. = (a,b, — ayb,); 

N = A,B, — A,B, 

(19) = (4b), + (@b)s0%) + ((ab):3+ (ab) ,») T 12+ (Ab), 4 Too + (@d)34t, 

N’=III,IV,—IV, 111, 

= (d)34—(Ad)gy tu + (— (bd)s,+ (a C)as) Tia + (be)s4 tae + (ab),,¢" 


eingefihrt werden*); dann wird erhalten: 
No, = B,v, — B,»,, Noy = — A, + A,%, 
(20) Nr = B,C,— B,C,, Nr, = — A,C,+ A,C,, 
Ntiz = B,D, —B, D,; Nrxz= — A, D,+A,D,; 
und umgekehrt: 
(20a) N’v, =IVav,, —IV.v,, Nv, = — WI, + Il,v,; 
N’t,, = IVal, — 1V-1a, N’t,, = — Tl, + TLTtLa, 
N’t,, =1VaII.—IV.1a; Nt) = — TI, + UI,Ia. 
Die Vergleichung der Ausdriicke fiir tig und t,, bezw. t,, und 7,, 


liefert die Bilinearrelationen je fiir die Normalintegrale des einen und 
die Querschnitte des andern Systems in der Form: 


A,C, — A,C, + B,D, — B,D, = 9, 

I,TIIg— IgfII, + I,1IVa — IVall, = 9, 

deren entwickelte Formen: 

(1, 2] + [8, 2] c,, + ({1, 3] + [4 2]) 12 + (1, 4] to. + [3, 4] t = 0, 
[a, 0] + [c, 8] tia + ([a, €] + (4, b]) is + [a, d] cn + [o, dt’ = 0 


als Zusammenfassung der Relationen (13) und (15) angesehen werden 
kénnen. 


(21) 


(22) 


*) Herr Witting schreibt N’ statt NV. 





¢ 


- 








a> 
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Es mégen noch einige einfache Relationen angefiihrt werden, 
welche die zur Abkiirzung eingefiihrten Gréssen verbinden. Bestimmt 
man die Perioden der alten Integrale an den alten Querschnitten aus 


(17) mit Hilfe von (16a), so findet man: 


1 =—A,III, + B, ITN, 
QO = A,III, + B, IVa, 
=A il +Bli ,; 
t,.=A, II, +B Ih , 
und ebenso aus (16) und (17a): 


1 =A,III, + A,IV., 
0 = B, III, + B,IV., 
tu = C, III, + C,1V., 
ty = D, III, + D,1V., 


(23) 


(23a) 


0 = A,III, + B,IlIa, 
1 = A,IV, + B,IVi, 
T= AI, +A,la , 
t.= A,II, + B,II- 


0 = A,lII,+ A,IVa, 
1 = 8B, lII,+ B,1Va, 
t = C, UI, + C, 1Va, 
tog = D, IIa + Dy IV. 





Die Vergleichung der in diesen beiden Formelgruppen enthaltenen 
verschiedenen Ausdriicke fiir dieselben Gréssen fiihrt noch zu den 
Identititen : 


oy, 4H = BIV., AT + BI =A, + Bl, 
(4) 4,10, =B,UI, — C, 11a + O,1Va =D, III, +D, 1V;; 


endlich liefert der Multiplicationssatz der Determinantentheorie die 
Relation: 


(25) NN’ =1 
welche iibrigens auch unmittelbar daraus folgt, dass, wie eine einfache 
Ueberlegung zeigt: 
9 he P 12 ‘ae 
(26) N= a N Fa 
ist. 
g 6. 
Gleichzeitige Vermehrung der urspriinglichen und der transformirten 


Integrale um Vielfache der Perioden. Die Elementarcharakteristiken 
und ihre Transformation. 


Ist ein bestimmtes System von canonischen Perioden: 


@,, Go, Wz, Wy 


gegeben (der Kiirze wegen seien die ersten Indices weggelassen), so 
erscheint jede andere Periode desselben Integrals als homogene lineare 
Function derselben, mit ganzzahligen Coefficienten: 


(27) h,@, + h,@, + hyo, + h,a,, 
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oder wenn man bei der herkémmlichen Schreibweise stehen bleiben 
will: 

(28) h,@, + h,@, + 9, @; + 9g, a. 

Ueberhaupt kann, wie leicht zu sehen, jedes Werthepaar u,, «. auf 
eine und nur eine Weise in der Form gescbrieben werden: 


Uy = hy yy + hye + hg 43 + hy O44, 
Uy = hy G4 + hy Go + hg G5 + hy @p,, 
wenn die h (zwar nicht mehr ganze, aber doch) reelle Zahlen bedeuten 


sollen. Ein soleher Complex von 4 reellen Zahlen, wie er hier dem 
einzelnen Paare zusammengehdoriger Integralwerthe zugeordnet ist: 


h, h ~ (Kn 9 

( h,) oder: (f: i) 
soll im Folgenden eine Elementarcharakteristik*) heissen; insbesondere 
wird von solchen Elementarcharakteristiken die Rede sein, deren 


(29) 


Elemente ganze Zahlen oder ganze Vielfache von R 3 sind. 


Die Elementarcharakteristiken sind definirt mit Zugrundelegung 
eines bestimmten Periodensystems; wie werden sie sich iindern, wenn 
man die Perioden einer linearen Transformation unterwirft? Die Ant- 
wort auf diese Frage ergiebt sich daraus, dass identisch sein muss: 


(30) h,@, + hw, + ha, + hyo, = h,'@,' + h,' a, + h,' @,' + h,' a,’ 
Der Inhalt dieser Gleichung kann unter Benutzung eines in der In- 


variantentheorie iiblichen Ausdrucks folgendermassen ausgesprochen 
werden: 

Die Transformation der Elementarcharakteristiken vollzieht sich in 
der Weise, dass ihre Elemente als zu den Perioden contragrediente 
Variable auftreten ; 
oder ausfiihrlicher: 

Die Substitution, welche die Elemente der alten Elementarcharak- 
teristik durch die der neuen ausdriickt, geht durch Vertauschung der 
Zeilen mit den Colonnen der Coefficientenmatrix aus derjenigen Sub- 
stitution hervor, welche die neuen Perioden durch die alten ausdriickt 
— und gleiches gilt bei Vertauschung der Worte ,,alt“ und ,,neu“. 

Ausfihrlich geschrieben lauten die Substitutionsformeln der Ele- 
mentarcharakteristiken folgendermassen : 


h, = a,h, + bh. + eh, + dh, 
h. = anh, + b, hy + eh + dah, 
GY) hy = ash, + bghy + eshy + dh, 
hy = a,hy’ + dyhy + eyhy + dy hy; 


*) Spiiter (§ 27) wird auch von ,,Primcharakteristiken‘’ die Rede sein. 
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und umgekehrt: 


hy = eh, teh, —e,h, —Qh,, 
(ta) hy = ad,h,+ d,h,— d,h,-— d,h,, 
hy = — ash, — agho+ ah, + a,h,, 
hy’ = — byshy — by hy + bh, + DB A,. 


Hieran mégen noch einige Formeln angereiht werden, welche auf 
einander entsprechende Perioden der Normalintegrale v,v, einerseits, 
v, v_ andererseits sich beziehen. Werden die v um simultane Perioden: 
Ty = hy + hy ty, + hy tr, 

Ty = hy + hyty + hy t2» 

vermehrt, so sind die wv’ gleichzeitig um die Perioden: 

Tf, = h, Le he’ ti + hy tis, 

T. =he + hy ti + hy tie 

zu vermehren; die h, h' bedeuten dabei nun wieder ganze Zahlen, 

welche durch die Relationen (31), (31a) verbunden sind, 

Fiir diese 7’, 7” erhalt man nun die Relationen: aus (16) und (16a): 
T, = hy A, + hy B, + hy C, +h D,, 
T, = h, A, +h,’ B, + h,'C, + hy D,, 


(32) 


(32 a) 


(33) 

und umgekehrt: 
T, =h, TI, + h, IV. + hy I. + h,II., 

Ty = hy LTTa + hy LVa + hy Ta +h, La, 

welche (in ihnlicher Weise wie (30)) als Zusammenfassung der Rela- 
tionen (31) und (31a) gelten kénnen; ferner aus (17) und (17a): 
(34) T,=A,T/ + B,Ty, T,= A,T; + BT, 

und umgekehrt: 

(84a) 7, = JTTI.T,+I1V.1,, TT, = WT, + IVaT; 

endlich aus (20) und (20a): 


(33a) 


(35) NT, = B,T,—B,T,, NT; =— A,T, + A,f, 

und umgekehrt: 

(35a) N'T, =1IVaT, —IV.T,, NT, =— UT, + ULTy. 
§ 7. 


Elementare Modificationen des Schnittsystems. Zusammensetzung aller 
Abel’schen Substitutionen aus 4 Erzeugenden. 
Als nothwendige Bedingungen dafiir, dass eine lineare ganzzahlige 


Substitution geeignet sei, ein canonisches Querschnittsystem in ein 
anderes itiberzufiihren, sind oben (§ 5) die Relationen (13) bezw. (15) 
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gefunden worden. Es entsteht nun die Frage ob diese Bedingungen 
auch hinreichend sind, m. a. W. die Frage: 


Wenn irgend ein Querschnittsystem gegeben ist, kann man dann 
immer zu ihm ein zweites so finden, dass die zu den beiden Systemen 
gehirenden Perioden durch die Gleichungen (12) beew. (14) verbunden 
sind, wenn die in diesen Gleichungen auftretenden ganzen Zahlen den 
Bedingungen (13) bezw. (15) geniigen, im iibrigen aber willkiirlich ge- 
geben sind? 

Der Beweis dafiir, dass diese Frage zu bejahen ist, zerfillt in 
zwei Theile, einen geometrischen und einen zahlentheoretischen. Zuerst 
wird nimlich gezeigt, wie alle tiberhaupt méglichen Querschnitts- 
iinderungen aus 4 einfachsten solchen Aenderungen sich zusammen- 
setzen lassen; dann wird gezeigt, wie aus den jenen 4 Querschnitts- 
inderungen entsprechenden Substitutionen alle diejenigen sich zu- 
sammensetzen lassen, welche den Bedingungen (13) bezw. (15) gentigen. 

Der erste, geometrische Theil des Beweises beruht auf folgenden 
Ueberlegungen, welche im Wesentlichen von Herrn Thomae*) ent- 
wickelt worden sind. 

Zunichst kann man die Benennungen der beiden Querschnitts- 
paare (A,B,) und (A,B,) mit einander vertauschen; das liefert eine 
Substitution: 


(D) **) @, =), @ =O, @, = @,, @, = Ws. 
Zu dieser Substitution gehéren die folgenden Umsetzungen der Normal- 
integrale und der Thetamoduln: 
, ’ 
V,, =, Vo =, 
(36) Tit = Ty, Tie = T, T22 = T). 
N=WN' =1. 

Zweitens kann man aber auch die beiden Querschnitte eines Paares 
unter sich vertauschen, wenn man dabei den Sinn des einen iindert. 
Von den hierin begriffenen Vertauschungen braucht nur eine, etwa 


die von A, mit B,, beriicksichtigt zu werden, da die andere vermége 
(D) aus ihr hervorgeht. Ihr entspricht die Substitution: 


, , , 
(B) @ = —O;, @, =), @ =, W = a, 


mit den Umsetzungen der Normalintegrale und Thetamoduln: 


*) Zeitschr. f. Math. u. Phys. Bd. 12; auch Cr. J. Bd, 75, p. 230. Herr 
Thomae hat noch eine grissere Anzahl elementarer Aenderungen. 

**) Die Buchstaben fiir die Erzeugenden wie bei Krazer, ann. di mat. 
ser, II. t, XII p. 296. 
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, 4 , — T1 Vy $F Ty4Ve 
N = -- ¢,,, ,=--—-, % = ——— 
TH TH . 
, 1 , Ti2 , = T11 T29 + Ti2 
Tt = — ti. = —~- Tt, = ~O--- -———_—-_- 
il ’ 12 ’ 22 , 
— TH TH TH 
~~ ee vy — ty + 1% 
N = Ti1> VY = > Uo = ’ 
Th ‘ , - a 
, 
- 1 e Ti2 “ — Ty Tyo + 3 
1 == 7 ’ 1 = a »” , TY Sem 
TH . TH ’ TH 


Es ist klar, dass aus den beiden Operationen (D) und (B) jede 
andere Aenderung des Querschnittssystems abgeleitet werden kann, 
welche auf eine blosse Aenderung der Bezeichnung sich zuriickftihren 
lisst. Weitere Querschnittinderungen kénnen also nur noch erhalten 
werden dadurch, dass man einen der Querschnitte durch irgend eine 
Combination der andern erweitert und diese Operation — immer unter 
Beriicksichtigung der fiir ein canonisches Querschnittsystem festgesetzten 
Regeln — eventuell an verschiedenen Querschnitten nach einander 
vornimmt, Nun sind wir aber vermége (B) und (D) im Stande, jeden 
Querschnitt an irgend eine Stelle zu bringen; es wird also gentigen 
zu untersuchen, wie wir etwa den Querschnitt B, erweitern kéunen. 
Wir kénnen ihn erweitern um den zugehérigen Querschnitt A,; wir 
kénnen ihn ferner erweitern um einen der Querschnitte des andern 
Paares, etwa um B,. Die Vermehrung von B, und A, besonders zu 
betrachten, ist nicht erforderlich, da A, und B, vertauscht werden 
kénnen, ohne dass B, seinen Platz wechselt. 





A, (-«,) —» By(w,) A B 
Sa = > By 
li Yip, ar gt 
/ \ \ / - \ , 
[| ei | > ( nawfnme ) —> 
\ : oe \. / 
_ % dtl 
er, a eet ys 
: Fig 1. Fig. 2 


Wir erweitern also drittens B, um A, (vgl. die vorstehende Figur) ; 
das giebt die Substitution: 














(A) @; = @,— @,, @,' =O, @ =O, O, = Oy 
mit den Umsetzungen der v und t: 
N=1-%, y= - » = ae aa aS 
th = mi Tie = — + tem ea ahs tts) ; 
Ll — Tay 1 — T14 1— Ty 
(38) Nn} i | wath one — eM t+ ty) % | 
aera: Se sees itm | 
“a ~ i: shame es »= “=t (ru tn _ wd) . 
Th I+ ty I+ ty 


14* 
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Viertens endlich erweitern wir B, um B,; dann wird aber B,’ 
von A, getroffen, was nicht sein soll. Um dem abzuhelfen, miissen 
wir A, so erweitern, dass es B,’ noch einmal im entgegengesetzten 
Sinne trifft, also um (— A,). So erhalten wir die Substitution: 

(C) o/’=a,+0,, a=, @=—,, a) =a — o, 
mit den Umsetzungen der v und t: 


’ , ’ ’ 
N= e. Vv; =U, Vo =U, — %) Tir = TH» T12 = Ty — Ti 
, ¢ & 
(39) Tro = Top — 29 + T1153 
« , ’ ’ , ’ ’ 
N= > Vy —U;, Vg = Vq +); Ty = T11, To = Ti2 + Ti5 


Toy = To + 2tie + Tir. 


Damit ist der Kreis der elementaren Operationen geschlossen und 
wir kénnen das Resultat aussprechen: 


Jede Aenderung unseres canonischen Querschnittsystems, welche 
dasselbe wieder in ein canonisches System iiberfiihrt, und nur eine 
solche kann aus den 4 erzeugenden Operationen A, B, C, D zusammen- 
gesetzt werden. 

Nun haben die Herren Clebsch und Gordan*), andererseits 
Hr. Kronecker**) auf arithmetischem Wege gezeigt, dass in der 
That jede Substitution, deren Coefficienten den Bedingungen (13) 
bezw. (15) gentigen, aus jenen 4 Erzeugenden zusammengesetzt werden 
kann. Aus diesem Satze und dem vorhergehenden ergiebt sich dann 
das schliessliche Resultat als Antwort auf die zu Anfang des Para- 
graphen aufgeworfene Frage: 

Die Gleichungen (15) resp. (15) sind nicht nur nothwendige, sondern 
auch hinreichende Bedingungen dafiir, dass eine lineare Substitution der 
Form (12) resp. (14) eine zuliissige Aenderung unseres Querschnittsystems 
darstelit. 


§ 8. 
Monodromie der Verzweigungspunkte. 


An die im vorigen Paragraphen discutirte Frage kniipft sich nun 
eine weitere, welche fiir die Entwicklung der Theorie nicht minder 
fundamental ist. 

Wie bereits § 1 hervorgehoben, erfordert eine vollstindige Durch- 
bildung der Theorie durchaus, die Verzweigungspunkte der Riemann’- 
schen Fliche als frei verdnderliche Gréssen zu betrachten. Die Perioden 
erscheinen dann als Functionen dieser Verinderlichen; sollen sie stetige 
Functionen derselben bleiben, so muss man die durch ihre Aenderung 


*) Abei’sche Functionen p, 304. 
**) In Vorlesungen, vgl. Berl. Ac. Monatsber. 1866 (abgedr. Cr. J. Bd. 68, p.273). 
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bedingte Deformation der Riemann’schen Fliche und des auf derselben 
verzeichneten Querschnittsystems als in der Weise vor sich gehend 
sich vorstellen, dass die Verzweigungs- 


punkte die Querschnitte vor sich ge > Te 
herschieben*), (Riickt z. B. in der | im | 
Figur der Verzweigungspunkta nach | %“  @ | @ © 
a’, so ist das Stiick ced des Quer- “J” 
schnitts bis etwa zu der Form ced a 
Fig. 3. 

auszudehnen. ) 

Diese Deformation der Fliche kann man nun — immer unter 


Vermeidung des Zusammenfallens von Verzweigungspunkten — solange 
fortsetzen, bis schliesslich jeder Verzweigungspunkt wieder eine Stelle 
einnimmt, welche schon in der urspriinglichen Gestalt der Fliche von 
einem solchen Punkte — sei es demselben, sei es einem andern — 
eingenommen war. Dann ist schliesslich die hyperelliptische Irratio- 
nalitit wieder die urspriingliche geworden, aber das Querschnittsystem 
hat eine Aenderung erlitten — natiirlich unter Beibehaltung seiner 
Kigenschaft, ein canonisches System zu sein. Von einem solchen 
neuen Querschnittsystem soll nun unter Benutzung eines Terminus 
des Herru Hermite**) gesagt werden: es gehe durch Monodromie der 
Verzweigungspunkte aus dem urspriinglichen hervor. 

Die in Aussicht gestellte Frage ist dann diese: 

Lassen sich alle canonischen Querschnittsiinderungen durch Mono- 
dromie der Vereweigungspunkte erzielen, oder zerfallen vielleicht die 
stimmtlichen Querschnittsysteme in eine Anzahl getrennter Classen derart, 
dass nur die je derselben Classe angehdrenden Systeme durch Monodromie 
der Verzweigungspunkte in einander tibergefiihrt werden kinnen?***) 

Um zu zeigen, dass in der That ersteres der Fall ist, dass also 
alle canonischen Querschnittsysteme in diesem Sinne zu einer und der- 
selben Classe gehéren, wird man an irgend ein passend zu wiihlendes 
Ausgangssystem ankniipfen diirfen: denn kann man von diesem zu 
jedem andern gelangen, so ist auch zwischen diesen andern der Ueber- 
gang méglich. Als solches Ausgangssystem mége das folgende (auch 
sonst schon mehrfach benutzte) gewihlt werden :7) 

Die Verzweigungspunkte 0 und 1, 2 und 3, 4 und 5 mégen 


*) Vgl. die Figuren aus Riemann’s Nachlass, ges. W. p. 404. 

**) ©. R. Bd, 32 (1851). 

*#*) Fiir die folgenden Entwicklungen vergleiche man die des Hrn, C. Jordan, 
tr. des subst, p. 357 ff. Dort leidet nur die Uebersicht darunter, dass die Frage mit 
der viel specielleren des Theilungsproblems verquickt und von dem anschaulichen 
Hilfsmittel der zweiblittrigen Riemann’schen Fliiche kein Gebrauch gemacht ist, 

+) Das von Herrn Weierstrass und seinen Schiilern benutzte Perioden- 
system wird aus dem im Texte gewiihlten dadurch erhalten, dass man A,, B, 
durch B,, — Ag, ersetzt. 


{| 
iH 
{| 
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durch Verzweigungsschnitte verbunden sein, von welchen keiner den 
andern trifft. Dann mégen 


die Querschnitte : a 4° 2% 

die Punkte 0,1 3,4 1,2 45 

in der in der Fig. 4 angegebenen Weise umschliessen (im obern Blatt 
verlaufende Linien sind ausgezogen, im 
/ - \ pf >--—~  untern verlaufende punktirt). 

a Ee i /™ Durchlaufung der Querschnitte in 
47 aN ey } positivem Sinne liefert dann *) die Perioden: 
( od pine * a , By 
\ J _ ae oa, —-@ +a, +o 

\ ! 3 4 1 2° 

ee Man kann nun leicht 4 Mono- 
> ¢ dromien der Verzweigungspunkte an- 


geben, deren Einfluss auf dieses Querschnittsystem gerade durch die 
erzeugenden Substitutionen A, B, C, D des § 7 dargestellt wird. 

Lasst man niimlich erstens die Punkte 0 und 1 ihre Plitze wechseln, 
indem man den sie verbindenden Querschnitt um -+ 180° um seine 
Mitte dreht, so nimmt das Querschnittssystem, wenn man gleichzeitig 
die tibrigen Punkte in fiir die Zeichnung bequemer, sonst aber 
irrelevanter Weise verschiebt, die folgende Gestalt an: 


. js 
\ = _ eter O 
\ 

\ / \ 

2 | iz 4 \ 7 

—_— Oh|CrRR 
‘ \ ; i] 
‘ / 





Fig. 5. 
und man erhilt aus dieser Figur, wie leicht zu tibersehen, die folgenden 


4 Beziehungen zwischen den alten 
—+2_~-B, und neuen Perioden: 
wn 





\ 


( A ee ee \ @, = @,+0;, @ =a, 

ly = H \ \_ ° ° ; 

\ 2=0 (4 j C2 | ‘ ? 7 “$/ @, =a,, a oo, 
ae 4 “OU ~=— — also genau die Substitution A. 
4, Lisst man zweitens die Punkte 
Hig. 6. 0 und 2 ihre Platze wechseln, 


indem man beide den Punkt 1 so umgehen lisst, dass er links 
von ihren Wegen bleibt, so gelangt man zu Figur 6, welche die 


*) Vgl. Math. Ann, Bd. 32, p. 392. 














Systematik der hyperelliptischen Functionen. 215 


Relationen: @, = —@,, @, =@, @, =a, @ =a, 
zwischen den alten und neuen Perioden liefert — m. a. W. die Sub- 
stitution B. 

Lisst man drittens durch Vertauschung der Punkte 0 mit 1, 
2 mit 3, 4 mit 5 das Querschnittsystem sich so verzerren, dass es 
die nachfolgende Gestalt erhiilt: 





\ 
- Sie A ‘ —  —— 
{ or 352 i aie 
| He a] | 
«a |} a3 | eR) 
\& a i —~. ” 
\ NSE BA, 
esi + Fig. 7, 
| so erhiilt man folgende Substitution: 
«,' = 0, oe @., @,' = @,, @, = @,, oOo, = @, — @,, 


welche in § 7 mit C bezeichnet war. 
Viertens endlich wird die Substitution D oder: 
wre, FOOD | Fh, & e@, 


erhalten durch Vertauschung von 0 mit 3, 1 mit 4, 2 mit 5 in der 
Weise dass die Figur in die folgende iibergeht: 


ts kinnen also alle 4 erzeugenden Substitutionen durch Monodromic 
der Verzweigungspunkte erreicht werden. Nun haben wir aber in § 7 
gesehen, dass jede lineare Periodentransformation aus diesen 4 Er- 
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zeugenden zusammengesetzt werden kann; also ergiebt sich in der 
That als Antwort auf die zu Beginn dieses Paragraphen aufgeworfene 
Frage der folgende Satz des Herrn C. Jordan*): 

Jede canonische Querschnittsiinderung kann durch Monodromie der 
Verzweigungspunkte erzielt werden**). 


§ 9. 
Das Umkehrtheorem und die hyperelliptischen Functionen. 


Nachdem alle diese vorbereitenden Betrachtungen erledigt sind, 
wenden wir uns zu dem fundamentalen Satze, welcher die Grundlage 
aller folgenden Entwicklungen bildet, nimlich zu dem Jacobi’schen 
Umkehrtheorem, das zunichst in seiner einfachsten Form ausgesprochen 
werden mdge: 

Sind u, und u, mit den beiden Stellen (x, Yf(x)) und (y, Vf(y)) 
verbunden durch die Gleichungen: 


x y 
° dz “ dz 
wv,= — — 9 
, q) Vite) +f Vi (a) 


x y 
* wdx * vwdx 
wv, = - — 
s q VF (a) T Vf (a) 


(41) 





in welchen unter a ein Verzweigungspunkt der Riemann'schen Fiche 
verstanden ist (von dessen Auswahl die Werthe der Integrale unab- 
héngig sind), so sind die symmetrischen Functionen jener beiden Stellen 
eindeutige vierfach periodische Functionen von w, und w,***), 

Unter symmetrischen Functionen sind dabei zunichst die rationalen 
symmetrischen Verbindungen beider Stellen, wie x + 2” oder /f2’ 


+/fz" verstanden, des Weiteren aber auch bestimmte Categorien 
algebraischer Functionen dieser Verbindungen. Die letzteren sind durch 
mannigfache algebraische Relationen mit einander verkniipft, und die 
Theorie der vierfach periodischen Functionen besitzt eine Reihe von 
Mitteln, um solche Relationen in systematischer Weise abzuleiten und 
mit einander in Beziehung zu setzen. Man gelangt so durch die 


*) Tr. des subst. p. 360. 

**) Obwohl die Betrachtung hyperelliptischer Functionen héherer Orduung 
ausserhalb des Rahmens dieser Vorlesungen liegt, so sei es doch an dieser Stelle 
gestattet ausdriicklich hervorzuheben, dass zwar die Entwicklungen von § 7, 
nicht aber die von § 8 fiir hyperelliptische Functionen von hdherem p giiltig 
bleiben; es soll dies an anderer Stelle ausgefiihrt werden (vgl. auch C. Jordan 
a. a. QO. p. 364, art, 497). 

***) Ueber eine allgemeinere Wahl der unteren Grenzen vergl. § 42. 
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Theorie dieser transcendenten Functionen hindurch zu einer tiefer- 
gehenden Erkenntniss bestimmter Classen algebraischer Relationen. 
So erscheint als eine Hauptaufgabe unserer Theorie: 


Aufsuchung und Behandlung derjenigen algebraischen Probleme , in 
deren Natur man durch den Besitz der vierfach periodischen Functionen 
Einblick erhéilt. — 

Solche Probleme sind es, welche den Gegenstand der folgenden 
Entwicklungen bilden; ihre genauere Bezeichnung kann erst im weiteren 
Verlauf gegeben werden. 


I. Abschnitt. 
Hyperelliptische Functionen und Formen; Gruppe. 
§ 10. 
Algebraische Definition hyperelliptischer Functionen. 


Wir kniipfen zuniichst an an das in § 9 aufgestellte Umkehr- 
theorem, indem wir damit beginnen, dass wir dasselbe in eine ver- 
allgemeinerte Form bringen. An Stelle der Gleichungen (41) schreiben 
wir namlich die folgenden: 

x 2" xl) 
(42) y= / det f date: +f du, ¢a0t,2 
y y" yl”) 

indem wir 2» von einander unabhingige Stellen (x, /f(x)) und 
(y, Vf(y)) der Riemann’schen Fliche einfitthren und statt der all- 
gemeinen Integrale I. Gattung w die Normalintegrale v benutzen. 
Die vierfach periodischen Functionen von v, und v, gehen dann iiber 
in rationale Functionen dieser Stellen; dieselben werden ausserdem 
noch abhiingen von den Coefficienten a der Function f(z), und wir 
wollen dahin tibereinkommen, dass wir fiir’s erste (d. h. in diesem 
Abschnitt) nur solche Functionen in Betracht zichen, welche auch von 
diesen Coefficienten in rationaler Weise abhdngen. 

Die so erhaltenen Functionen der x, y, a sollen also zuniichst 
hyperelliptische Functionen heissen. 

Dieselben besitzen zwei charakteristische Eigenschaften. Erstens 
nimlich bringt eine lineare Transformation des zu Grunde liegenden 
algebraischen Gebildes keine Aenderung der v, t mit sich. Die hyper- 
elliptischen Functionen fndern sich also nicht, wenn man die z, y 
linear transformirt und gleichzeitig die a durch die Coefficienten der- 
jenigen Function f ersetzt, in welche f durch jene Transformation 
iibergeht ; m. a. W.: 
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Hyperelliptische Functionen sind Covarianten der Function f und 
der Stellen av ...2, y’...y™. 

Zweitens aber bleiben unsere Functionen ungeaindert, wenn man 
die Stellen x,y so durch andere ersetzt, dass die v,, v, ungeindert 
bleiben. Wenn aber die 2y Stellen x, y mit den 2» Stellen &... &”; 
7...” durch die beiden oe 


ad ) 


(43) pax. tf dv; : = fav Sd +f du, (@=—1,2 
y y) " ”” 

verbunden sind, so existirt nach der Umkehrung des Abel’schen 
Theorems eine rationale Function R(«#) auf der Fliche, welche nur 
an den Stellen # und » Null und nur an den Stellen y und & un- 
endlich gross wird (wobei etwa mehrfach auftretende Stellen in be- 
kanuter Weise zu beriicksichtigen sind), Man nennt nun zwei Punkt- 
gruppen der Art, dass die Punkte der einen Gruppe Nullstellen, die 
der andern Unendlichkeitsstellen derselben rationalen Function auf der 
Fliche sein kénnen, zu einander_,,corresidual“ oder ,,iiquivalent*; 
und die erwihnte zweite Eigenschaft hyperelliptischer Functionen kann 
in der Weise ausgesprochen werden, dass man sagt: 


Die hyperelliptischen Functionen bleiben ungedndert, wenn man die 
x,y durch andere Stellen &, der Fliiche ersetet, welche die Eigen- 
schaft haben, dass die x mit den y zusammen eine zu deny und den & 
diquivalente Punkigruppe bilden. 

Ks ist vielleicht gestattet die Definition der Aequivalenz auf Doppel- 
gruppen der hier bezeichneten Art in der Weise auszudehnen, dass 
man die Doppelgruppe der x, y zu der Doppelgruppe der &, 9 dann 
fiquivalent nennt, wenn die z mit den y zusammen zu den & und y 
im urspriinglichen Sinne Aquivalent sind. 

Beide charakteristischen Eigenschaften zusammen liefern dann die 
folgende algebraische Definition: 

Hyperelliptische Functionen sind rationale Covarianten der Function 
{, welche von einer Doppelgruppe von Stellen x’,a” ... 2, yy”... y™ 
in der Weise abhiingen, dass sie sich nicht dndern, wenn man diese 
Doppelgruppe durch eine dquivalente Doppelgruppe ersetet. 

Insbesondere miissen sie also ungeindert bleiben, wenn man die 
« fiir sich oder die y fiir sich durch eine iiquivalente einfache Gruppe 
ersetzt. Hieher gehort als einfachster Specialfall derjenige, in welchem 
die beiden tquivalenten einfachen Gruppen dieselben Stellen in ver- 
iinderter Reihenfolge erhalten: die hyperelliptischen Functionen sind 
symmetrisch in den x und symmetrisch in den y. 
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§ 11, 


Erweiterungen der Definition durch Heranziehung des formentheoretischen 
Gesichtspunkts und durch Einfiihrung von Hilfspunkten. 


Die im vorigen Paragraphen aufgestellte Definition soll nun nach 
zwei Seiten hin erweitert werden. 

Bereits in der Einleitung sind die einzelnen Stellen der Riemann’- 
schen Fliche durch homogene Coordinaten definirt und die Coefficienten 
von f in homogener Weise eingefiihrt worden: in der grundsitzlichen 
Benutzung solcher homogener Verinderlicher soll die erste Erweiterung 
unserer Definition bestehen. Die bisher eingefiihrten Functionen werden 
dann homogene Functionen nullter Dimension der neuen Variabeln und 
die Consequenz der erweiterten Auffassung besteht nun eben darin, 
dass auch homogene Functionen von anderer Dimension betrachtet 
werden. Solche homogene Functionen von anderer als der nullten 
Dimension sollen, wie es in der Algebra allgemein iiblich ist, im folgen- 
den kurz als Formen bezeichnet werden: die Veriinderung in der Auf- 
fassung der Fragestellungen, welche der Gebrauch von homogenen 
Variabeln mit sich bringt, lisst sich dann kurz in die Worte zusam- 
menfassen : 

Nicht allein Functionen, sondern auch Formen sollen Gegenstand 
der Untersuchung sein. 

Die zweite Erweiterung unserer Definition kniipft an eine Auf- 
fassung der Grundbegriffe der Invariantentheorie, von welcher zwar in 
invariantentheoretischen Schriften gelegentlich Gebrauch gemacht 
worden ist, die aber trotz ihrer fundamentalen Bedeutung in die ein- 
leitenden Capitel der Lehrbiicher, wohin sie gehért, noch keine Auf- 
nahme gefunden hat. 

Es handelt sich nimlich darum, dass man stets auch solche 
Formen mit in den Kreis der Betrachtung zu ziehen hat, welche 
ausser von den durch die jedesmalige Aufgabe bedingten Variabeln 
noch von gewissen Hilfsgréssen in beliebiger Anzahl abhingen. Diese 
Hilfsgréssen sind als zu den bereits vorhandenen cogrediente Veriinder- 
liche aufzufassen; ibre Einfiihrung bedeutet also die Herbeiziehung von 
Covarianten mit einer noch grésseren Anzahl von Variabelnreihen, als 
sie an und fiir sich schon durch die Aufgabestellung bedingt ist. 

Diese Einfiihrung von Hilfsgréssen scheint auf den ersten Blick 
nur eine unnéthige Beschwerung der Formeln mit sich zu bringen; 
aber sie gewihrt einen nicht geringen Vortheil. Es hindert nimlich 
nichts — und das ist der Gesichtspunkt, welcher hier hervorgehoben 
werden sollte — den Nullpunkt, den Unendlichkeitspunkt und den Ein- 
heitspunkt des benutzten Coordinatensystems selbst als solche cogrediente 
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Hilfspunkte einzufiihren. Dadurch bekommen alle Rechnungen, welche 
an das Coordinatensystem ankniipfen, an sich invariantentheoretische 
Bedeutung. So erreichen wir mit viel geringeren Mitteln dieselben 
Vortheile, die man sonst wohl von der Kinfihrung sogenannter 
,typischer“ Coordinatensysteme erwartet.*) 

Fiir unsere gegenwirtige Untersuchung bedingt diese Auffassung, 
dass wir die symmetrischen Verbindungen der x und die Coefficienten 
von f direct als die einfachsten hyperelliptischen Functionen auffassen 
diirfen. 


§ 12. 


Erste transcendente Definition hyperelliptischer Functionen; natiirlicher 
Bereich der transcendenten Variabeln. 


Neben die in den beiden vorigen Paragraphen erliuterte alge- 
braische Definition der hyperelliptischen Functionen stellt sich nun 
eine zweite, welche als transcendente Definition bezeichnet werden soll. 
Sie beruht darauf, dass man statt der Stellen z, y des hyperelliptischen 
Gebildes und der Coefficienten a@ von f die durch Glehg. (42) definirten 
Normalintegrale » und ihre Thetamoduln t als unabhiingige Veriinder- 
liche ansieht. Die hyperelliptischen Functionen werden dadurch zu 
eindeutigen Functionen der fiinf Grossen: 


(44) ry Vr> Tins Tia; Tae» 
welche ungedndert bleiben, wenn man v,, v, durch 


% thy + hyty, + yt, 
Uy f hy + hyty, + hyt,, 
ersetzt, unter h,, hy, hy, hy beliebige ganze Zahlen verstanden. 

Die fiinf Gréssen (44), welche als ,,transcendente Argumente“ be- 
zeichnet werden mégen, wihrend die x, Yf(x) und a ,,algebraische Argu- 
mente “ heissen sollen, sind nun ihrer urspriinglichen Entstehung zufolge 
auf einen natiirlichen Bereich beschriinkt: die v kinnen nur endliche 
Werthe annehmen, die t nur solche, fiir welche die Ungleichungen (11) 
erfiillt sind. Die Umkehrung des Abel’schen Theorems lehrt dann, dass 
unsere hyperelliptischen Functionen im Innern dieses natiirlichen Bereiches 
keine wesentlich singulire Stelle**) besitzen. 

Unendlich grosse Werthe der v hingegen und diejenigen Werthe 
der t, fiir welche eine jener Ungleichungen in eine Gleichung iiber- 


(44a) 


*) Functionen, welche von solchen Hilfspunkten frei sind, werden wir woh! 
als reine Invarianten und Covarianten bezeichnen, ohne damit einen besonderen 
Vorzug derselben ausdriicken zu wollen. — Die ,,typischen‘‘ Coordinateusysteme 
behalten natiirlich ihre Bedeutung fiir specielle Probleme. 

**) Vgl. Weierstrass, Abh, zur Funct.-Lehre p. 130. 
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geht, sind als Grenzstellen des nattirlichen Bereichs der Variabeln zu 
betrachten; in ihnen werden die hyperelliptischen Functionen wesent- 
liche Singularitiiten besitzen. Welcher Art aber diese Singularititen 
sind, dariiber ist bisher nur sehr wenig bekannt; und noch weniger 
weiss man dariiber, ob jede Function der v und t, welche die erwihn- 
ten Eigenschaften hat, wirklich eine hyperelliptische Function im Sinne 
der algebraischen Definition des § 10 ist. Es scheint daher vorliiufig 
am zweckmiissigsten zu sein, diese Frage ganz bei Seite zu lassen und 
der tranuscendenten Definition der hyperelliptischen Functionen die 
folgende Fassung zu geben: 

Hyperelliptische Functionen im Sinne des § 10 sind solche ein- 
deutige Functionen der transcendenten Argumente, welche in den alge- 
braischen Argumenten rational sind. 


§ 13. 
Einfihrung des formentheoretischen Gesichtspunkts in die transcendente 
Definition. 


Die zu Anfang von § 11 vorgenommene Einfiihrung des formen- 
theoretischen Gesichtspunkts in die algebraische Definition bedingt nun 
auch fiir die transcendente Definition eine analoge Umgestaltung. Um 
dieselbe zu erhalten, miissen wir zuniichst von den Normalintegralen und 
Thetamoduln, die ja absolute Invarianten sind, wieder zuriickgehen 
zu den urspriinglichen Integralen «w und ihren Perioden. Wir haben 
dann die beiden Reihen von je fiinf Veriinderlichen: 

(45) W, M1 Dy Ms 7 

Wz Da, @q_7 Meg W435 
die hyperelliptischen Formen werden homogene Functionen dieser Ver- 
iinderlichen, deren Eigenschaften nun niiher anzugeben sind. 

Werden zuniichst die 2,, x, linear transformirt, was der alge- 
braischen Definition zufolge auf unsere Functionen ohne Einfluss ist, 
so transformiren sich auch die w und @ linear, sodass etwa: 

w, , Ww, durch aw, + Buw,, yw, + 0a» 
und gleichzeitig: 

@j1, Wie durch Qi -+- Bais, Y Oi + 0; 
ersetzt werden. Bezeichnet man diese Operation als Combination der 
beiden Variabelnreihen (45), eine Form auf welche dieselbe keinen Einfluss 
hat, als eine Combinante, so kann man diese Eigenschaft so aussprechen : 

Wir betrachten jetet hyperelliptische Formen; dieselben sind Combi- 
nanten der beiden Variabelnreihen (45). 

Nach den ersten Siitzen der Invariantentheorie setzen sich alle 
Combinanten von zwei Variabelnreihen aus den einfachsten derselben, 
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den zweigliedrigen Determinanten zusammen. Solcher Determinanten 
treten hier 10 auf, niimlich die sechs bereits in § 3 als p,;, eingefiihrten, 
und ausserdem vier von der Form: 


(46) Vi = 2, W, — 1; W, (t—1, 2, 3, 4). 


Diese 10 Gréssen sind durch eine Reihe von Identitiiten mit 
einander verbunden, von welchen drei unabhingige z. B. sind: 


Pi2Psa + PisPa2 + PisP23 = 9, 
(47) Pr2V3 + Pos¥) + Pai V2 = 9, 

ProVg + Pog Vy + PV, =O. 
Ausserdem besteht noch die Relation (4): 


Pix + Pay = 9. 
Hyperelliptische Formen sind also eindeutige homogene F'unctionen dieser 
so verkniipfien zehn Determinanten. 

Zeichnet man eines der p;,, etwa p,,, aus und dividirt mit ihm die 
iibrigen Determinanten, so erhailt man wieder die v und rt. Indem 
man die Identitiiten (47) dazu verwendet, v,, v,, p,, durch diese Gréssen 
auszudriicken, gelangt man zur Formulirung des Satzes: 

Hyperelliptische Formen sind Functionen von 0,, 0,, T;) Ti25 To25 
multiplicirt mit einer Potenz von p,,*). 


§ 14, 
Benutzung von Hilfsgréssen bei der transcendenten Definition. 


Wie fiir die algebraische Definition (§ 11) kann es auch bei 
Benutzung der transcendenten Definition zweckmiissig sein, auch solche 
Functionen in Betracht zu ziehen, welche von geeignet gewiihlten 
Hilfsgréssen abhingen. Soll insbesondere das Analoge zu dem erreicht 
werden, was dort die Auffassung der Grundpunkte des Coordinaten- 
systems als cogredienter Hilfspunkte erzielte, so wird man hier solche 
Gréssen einzufiihren haben, dass man die w selbst als Combinanten 
auffassen kann. Dies wird am bequemsten dadurch erreicht, dass man 
die Coefficienten in den Ausdriicken der w durch die v, also die vier 
Perioden erster Art,**) selbst als solche Hilfsgréssen einfiihrt. So 
gelangt man zu der folgenden erweiterten Bestimmung: 


*) Ganz ebenso gelangt man im Falle der elliptischen Functionen dazu, die 
ganzen Invarianten , ¢', J», gs als Product je einer Potenz von a, in eine Function 
von v und ¢ aufzufassen, 

**) Vgl. z, B. auch Staude, diese Ann, Bd. 24, p, 288ff., wo die a,, eben 
unsere ,, sind. 
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Hyperelliptische Formen sind doppelt bindre Formen von @,,. 4» 
einerseits, @.,, @,, andererseits, deren Coefficienten eindeutige Functionen 
VOM Vs, Vy, T11y Tay To Sind.*) 


§ 15. 
Die Hauptgruppe. 


Es bleibt noch iibrig, die unter (44a) gegebenen Eigenschaften 
der hyperelliptischen Functionen auf die Formen zu iibertragen und 
dadureh die Definition derselben zu vervollstindigen. Dazu miissen 
wir beachten, einmal, dass unsere algebraischen Argumente un- 
geiindert bleiben bei Vermehrung der w um gleiche Vielfache ihrer 
entsprechenden Perioden; dann aber auch, dass jene Argumente unab- 
hiingig sind von der Art, wie die Querschnitte auf der Riemann’schen 
Fliche gezogen sind. Beides fassen wir zusammen in die Aussage: 

Die hyperelliptischen Formen bleiben ungedndert, wenn ihre Variabeln 
vermoge folgender Gleichungen durch neue ersetet werden: 


w =w+ho, +h,o, + ha, + h,a,, 


= A, @, + Ay @_ + A, @3 + 4,0, 
(48) Q, = b, @, + b,@, + b,@, + b, @,, 
o,; = C10, + Cy + C03 + C,@,, 
a, = d,o, + d,@, + d,@, + d,a,. 


Die h, sowie die a,b,c, d bedeuten dabei ganze Zahlen; die 
letzteren miissen tiberdies den Bedingungen (13) bezw. (15) geniigen. 
Zur Abkiirzung sind die Indices der w und die ersten Indices der @ 
weggelassen. 

Werden zwei Substitutionen der Form (48) nach einander an- 
gewendet, so hat die resultirende Substition ebenfalls dieselbe Form; 
m. a. W.: 

Alle in der Form (48) enthaltenen Operationen bilden eine Gruppe. 

Diese Gruppe soll im folgenden kurz als ,,die Hawpigruppe“ be- 
zeichnet werden; die transcendente Definition hyperelliptischer Formen 
nimint dann folgende Gestalt an: 

Hyperelliptische Formen sind eindeutige analytische Invarianten der 
Hauptgruppe (welche in den algebraischen Argumenten rational sind). 


*) Hier zeigt sich der Theorie der elliptischen Functionen gegeniiber insofern 
ein bemerkenswerther Unterschied, als man bei letzteren nicht im Stande ist, die 
Coefficienten von f, in iihnlicher Weise, wie dies im Texte mit denjenigen von f, 
geschehen ist, als Functionen der transcendenten Variabeln aufzufassen; man muss 
dort vielmehr bei den ,,reinen“ Invarianten stehen bleiben, weil man eben den 
v,t nur eine Periode o, hinzufiigen kann, die gerade ausreicht, um iiberhaupt 
zu Formen zu gelangen. 
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Diejenigen hyperelliptischen Formen und Functionen welche die 
x, y, bezw. die w nicht enthalten, sondern allein von den a, bezw. den @ 
abhangen, sollen im Folgenden, analog der im Gebiete der elliptischen 
Functionen eingebiirgerten Terminologie, als hyperelliptische Modul- 
formen und Modulfunctionen von den eigentlichen hyperelliptischen 
Formen und Functionen unterschieden werden, welche von beiden 
Classen von Argumenten abhingen. 





Il. Abschnitt. 
Untergruppen und Stufen. 
§ 16. 
Algebraische Functionen der algebraischen Argumente; Untergruppen 
von endlichem Index. 


Neben den rationalen Functionen der algebraischen Argumente 
sollen nunmehr auch solche algebraische Functionen der algebraischen 
Argumente betrachtet werden , welche eindeutige Functionen der trans- 
cendenten Argumente sind. 

Diese Functionen werden nun nicht mehr allen Operationen der 
Hauptgruppe (46) gegeniiber sich invariant verhalten, sondern sie 
werden, wenn man alle diese Operationen auf sie anwendet, eine end- 
liche Anzahl verschiedener Werthe annehmen. Da alle jene Operationen, 
welche einen Werth einer solchen Function ungeiindert lassen, eine 
Untergruppe bilden, deren Index gleich ist der Anzahl der verschiedenen 
Werthe der Function, so folgt, dass jede der neuen Functionen als 
Invariante zu einer Untergruppe von endlichem Index der Hauptgruppe 
(46) gehért. 

Bleibt andererseits eine Function bei allen Operationen einer 
solechen Untergruppe ungeiindert, so wird sie, wenn alle Operationen 
der Hauptgruppe auf sie angewendet werden, nur eine endliche Anzahl 
verschiedener Werthe annehmen, nimlich so viele, als der Index der 
Untergruppe betrigt. Die symmetrischen Functionen dieser verschie- 
denen Werthe werden daher bei allen Operationen der Hauptgruppe 
ungeaindert bleiben, d. h. sie werden, falls sie den pag. 221 angedeuteten 
Bedingungen geniigen, hyperelliptische Functionen im Sinne des ersten 
Abschnitts sein. 

Die eingefiihrte erweiterte Definition hyperelliptischer Functionen 
erweist sich also als identisch mit der folgenden: 

Hyperelliptische Functionen sind eindeutige Functionen der transcen- 
denten Argumente, welche einer in der Hauptgruppe (46) enthaltenen 
Untergruppe von endlichem Index gegeniiber sich invariant verhalten und 
dabei von den algebraischen Argumenten algebraisch abhidngen. 
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Es wiirde daher eine erste Hauptaufgabe einer systematischen 
Theorie der hyperelliptischen Functionen sein: 

Alle in der Hauptgruppe enthaltenen Untergruppen von endlichem 
Index aufzuzdhlen. 

Die entsprechende Hauptaufgabe in der Theorie der elliptischen 
Functionen kann insofern als gelést angesehen werden, als man im 
Stande ist, die zugehérigen ,,Fundamentalpolygone“ in der Ebene der 
complexen Grésse t anzugeben. 

Soll diese Theorie auf hyperelliptische Functionen iibertragen 
werden, so wiirde vor allem néthig sein, dass Analogon zum ,,lunda- 
mentaldreieck“ der t-Ebene, den Fundamentalbereich im sechsfach 
ausgedehnten Gebiete der drei complexen Grossen 1,,, Tj), To. einer 
eingehenden Untersuchung zu unterwerfen. Auf die fundamentale 
Bedeutung dieser Frage sei deshalb hier nachdriicklich hingewiesen. 


§ 17. 
Congruenzuntergruppen und Stufen.*) 

Die bis jetzt allein bekannten Untergruppen besitzen eine gemein- 
same Kigenschaft, (welche keineswegs allen itiberhaupt mdglichen 
Untergruppen zukommt, wie man aus dem Verhalten der elliptischen 
Functionen schliessen darf): die Operationen jeder dieser Untergruppen 
lassen sich dadurch von allen iibrigen Operationen der Hauptgruppe 
trennen, dass ihre Coefficienten gewissen Congruenzen in Bezug auf 
einen Zahlenmodul » geniigen. 

Jede solche Untergruppe, deren Operationen sich durch Congruenzen 
modulo n defmiren lassen, welchen ihre Coefficienten geniigen, soll 
» Congruenzuntergruppe n” Stufe“ heissen. 

Das Wort ,,Stufe“ wird dann von den Gruppen auf die 2u ihnen 
gehérenden Functionen iibertragen; wir sprechen von hyperelliptischen 
Functionen ni Stufe als von solchen, welche bei den Operationen einer 
Congruenzuntergruppe ni” Stufe ungedndert bleiben. 

Eine besonders erwiihnenswerthe Art von Congruenzuntergruppen 
sind die Principaluntergruppen, welche folgendermassen zu definiren 
sind. Kine Substitution der Hauptgruppe heisst modulo n zur Identitit 
congruent, wenn in thr alle Coefficienten bis auf a,, b,, ¢,, d, der 
Null, diese vier aber der Eins congruent sind. Zwei solche Substitu- 
tionen nach einander angewandt, liefern wieder eine Substitution der- 
selben Eigenschaft; man kann daher sagen: 

Alle Substitutionen, welche mod. n zur Identitét congruent sind, 
bilden eine Gruppe, welche die zum Modul n gehorende Principalunter- 
gruppe heissen soll. 

#8) Vgl. hier und im folgenden: Klein, zur Theorie der ell. Modulfunct., 
diese Ann. Bd. 17, p. 62. 
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Zwei Substitutionen, deren entsprechende Coefficienten nach dem 
Modul congruent sind, sollen selbst nach diesem Modul congruent 
heissen. Nun kann man leicht zeigen: Zwei Substitutionen, deren 
eine durch Zusammensetzung mit einer zur Identitait congruenten Sub- 
stitution aus der andern hervorgeht, sind nach demselben Modul zu 
einander congruent; und umgekehrt: sind zwei Substitutionen zu 
einander congruent, so kann jede durch Zusammensetzung der andern 
mit einer nach demselben Modul zur Identitét congruenten Substitution 
erhalten werden. Daraus folgt aber weiter: wenn man eine zur 
Identitit congruente Substitution durch irgend eine Substitution der 
Hauptgruppe transformirt, erhilt man wieder eine zur Identitit con- 
gruente Substitution; m. a. W.: 

Die Principaluntergruppen sind in der Hauptgruppe ausgezeichnet 
enthalten. 

Der Index der zum Modul n gehirenden Principaluntergruppe, also 
die Anzahl der modulo » verschiedenen Substitutionen bestimmt sich *) 
fiir primzahlige Moduln folgendermassen: 

Die Zahlen a in (12) kénnen alle (mod. m) verschiedene Werth- 
systeme annehmen, mit Ausnahme des Systems: 

a, =a, = a, = a, = 0 (mod. n) 
(mit welchem die Gleichung [a, c] — 1 nicht befriedigt werden kénnte), 
im ganzen also nt — 1 Werthsysteme. Sind die a bestimmt, so kénnen 
drei von den ¢ noch willkirlich angenommen werden, was auf n° 
Arten mdglich ist; das vierte ist dann durch [a,c] —1 bestimmt. 
Sind die a und ¢ fixirt, so miissen die 6 den Gleichungen [a, b] = 0, 
[b, c] = 0 geniigen, was durch n? mod. » verschiedene Werthsysteme 
geschehen kann; von diesen ist aber wieder dasjenige unbrauchbar, in 
welchem alle 6 durch » theilbar sind. Die d kénnen dann noch auf 
nm Arten den drei iibrigen Gleichungen (12) gemiiss bestimmt werden. 

Beschriinkt man sich also auf Modulfunctionen, so hat man das 
Resultat : 

Ist n eine Primzahl, so betrigt der Index der Principaluntergruppe 
n* Stufe innerhalb der Abel’schen Gruppe: 

(49) N = (n*—1)-n® .(n?—1)-n. 

Werden auch die h in Betracht gezogen, welche n* mod. » ver- 
schiedene Werthe annehmen kénnen, so folgt: 

Der Index der Principaluntergruppe n‘” Stufe innerhalb der Haupt- 
gruppe betrdgt, wenn n Primzahl: 

(50) n' N. 


*) C. Jordan, traité des subst. p, 176. 





ea ean IE 








tlre CSCC COO, 


—_ Li ae 

















Systematik der hyperelliptischen Functionen, 


§ 18. 


Der x‘ Stufe adjungirte Functionen. 


Die Untersuchung derjenigen Functionen, welche im Sinne des 
§ 15 zu einer bestimmten Stufe gehdren, wird hiiufig dadurch erleichtert, 
dass man gleichzeitig mit ihnen noch gewisse andere Functionen be- 
trachtet, welche bei den Operationen der zugehérigen Congruenzgruppe 
zwar nicht vollig ungeindert bleiben, aber doch nur einfache leicht 
angebbare Aenderungen erfahren. Insbesondere gilt das von denjenigen 
Functionen, bei welchen diese Aenderungen nur in dem Hinzutreten 
multiplicativer Einheitswurzeln bestehen. Diese werden daher mit 
einem besonderen Namen versehen, indem man definirt: 

Aendert sich eine Function bei den Operationen einer Congruenz- 
untergruppe ni" Stufe nur um multiplicative m' Wurzeln der Einheit, 
so wird sie ,in Bezug auf m Einheitswurzeln eur n' Stufe adjungirt* 
genannt. 

Diejenige Untergruppe, zu welcher eine solche Function wirklich 
gehért, braucht dabei keineswegs eine Congruenzuntergruppe zu sein. 

Bisher wurde daran festgehalten, dass nur eindeutige Functionen 
der transcendenten Variabeln in Betracht gezogen werden sollten. 
Dadurch wiirden alle diejenigen Formen ausgeschlossen werden, bei 
welchen die in dem Satze pag. 222 erwihnte Potenz von p,, keinen 
ganzzahligen Exponenten besitzt, also alle Formen von gebrochener 
Dimension in den transcendenten Argumenten. Gleichwohl dringen 
sich solche Formen vielfach der Untersuchung auf, und es scheint 
daher ihre Ausschliessung nicht gerechtfertigt. Es mége daher der 
Kreis der zu untersuchenden Functionen durch die folgende Festsetzung 
erweitert werden: 

Neben den eindeutigen Formen der w, @ sollen quch solche mehr- 
deutige Formen derselben beigezogen werden, welche durch Multiplication 
mit einer gebrochenen Potenz von p,, im eindeutige Functionen der 
Normalintegrale und Thetamoduln tibergehen. 

Solche Functionen werden sich, wenn die Variabeln geschlossene 
Wege durchlaufen, um Einheitswurzeln findern kénnen, die man nur 
za bestimmen im Stande ist, wenn man die Wege kennt, welche die 
einzelnenen homogenen Variabeln durchlaufen haben (nicht nur den 
Weg ihres Verhiiltnisses). 

Wie aber sind — so wird man fragen miissen — Formen dieser 
Art in die Stufeneintheilung einzuordnen? Das wird offenbar dadurch 
geschehen kénnen, dass man die niedrigste Potenz der betreffenden 
Form bildet, welche von ganzzahliger Dimension und somit in den @ 
eindeutig ist. Gehért diese Potenz tiberhaupt nicht in die Stufentheorie, 
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so wird die Form selbst um so weniger dahin gehéren; bleibt die 
Potenz aber bei einer Congruenzuntergruppe n'* Stufe ungeiindert, so 
wird man berechtigt sein, die Form selbst als dieser Stufe adjungirt 
zu betrachten. 

Diese Ueberlegungen migen zusammengefasst werden in die 
Formulirung: 

Im weiteren Sinne sollen auch solche Formen der n‘™ Stufe adjungirt 
heissen, welche bei den Operationen dieser Stufe sich wm multiplicative 
Einheitswurzeln dindern, die durch Angabe der Operation allein, ohne 
Angabe des Weges, auf welchen die urspriinglichen Werthe der homogenen 
Variabeln in die neuen tibergefiihrt werden, sich nicht bestimmen lassen. 


§ 19. 
Rationalitaétsbereiche, volle Formensysteme, volle Relationensysteme. 


Durch die Stufeneintheilung ist nun den weiteren Entwickelungen 
ein bestimmtes Programm vorgezeichnet. 

In erster Linie wird man verlangen, alle Functionen der einzelnen 
Stufe zu kennen. Das wird dann als erreicht angesehen werden kénnen, 
wenn man eine endliche Anzahl] solcher Functionen kennt, durch 
welche sich alle andern derselben Stufe rational darstellen lassen; 
oder um die gebriiuchlichen Ausdriicke zu benutzen: es wird sich darum 
handeln, den der einzelnen Stufe zugeordneten Rationalitdtsbereich durch 
ein volles System associirter Formen festzulegen. 

Es wird dann weiter erforderlich sein, die algebraischen Relationen 
aufzusuchen, welche die Formen dieses Systems einerseits unter sich, 
andererseits mit den Formen der niedrigeren Stufen, besonders der ersten, 
verbinden. Diese Relationen besitzen bestimmte algebraische Eigenthiim- 
lichkeiten, tiber deren Natur eben der Umstand Aufklirung verschafft, 
dass man im Stande.ist, alle in ihnen auftretenden Gréssen derart als 
eindeutige Functionen unabhingiger Verinderlicher darzustellen, dass 
die Relationen identisch (fiir alle zulissigen Werthe dieser Variabeln) 
erfiillt werden. Damit ist dann zugleich, bestimmter als es schon in 
§ 9 geschehen ist, den algebraischen Anwendungen der Theorie der 
Weg gewiesen: es wird sich darum handeln, die algebraischen Eigen- 
schaften derjenigen Relationen zu charakterisiren, in deren Natur man 
dadurch Einsicht erhdlt, dass man im Stande ist, sie durch Einsetzen 
hyperelliptischer Functionen von unabhdngigen Verdnderlichen identisch 
eu befriedigen, oder wie man es hiufig auszudriicken pflegt ,,welche 
man durch hyperelliptische Functionen zu losen im Stande ist.‘ 

Die Einfiihrung des formentheoretischen Gesichtspunkts modificirt 
beide Fragestellungen. Man wird sein Augenmerk darauf richten 
kénnen, alle Formen der einzelnen Stufe aufzustellen; und man wird 
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dies dadurch zu erreichen streben, dass man nach einer endlichen 
Anzahl von Formen fragt, durch welche sich alle Formen derselben 
Stufe rational und ganez darstellen lassen. 

Dass ein solches endliches volles Formensystem in jedem Falle 
existirt, wird man aus den Untersuchungen des Herrn Hilbert*) 
schliessen diirfen; man wird dann die Aufgabe folgendermassen zu 
formuliren haben: 

Fiir jede Stufe ist ein sugehdriges volles Formensystem aufzustellen. 

Dem ganz entsprechend wiirde die zweite Fragestellung zu modi- 
ficiren sein. Man wiirde alle auftretenden Relationen so zu schreiben 
haben, dass sie aussagen: bestimmte ganze Functionen der Formen 
des Systems sind identisch Null. Man wiirde dann nur solche Rela- 
tionen dieser Art als selbstindig aufzufassen haben, deren linke Seiten 
sich nicht aus den linken Seiten einfacherer Relationen mit ganzen 
Functionen als Coefficienten rational und ganz zusammensetzen lassen, 
und man wiirde eine erschépfende Aufzihlung aller solcher selbstin- 
digen Relationen verlangen kénnen; m. a. W. die Aufgabe wiirde sein, 
dem vollen Formensystem ein volles Relationensystem an die Seite zu 
stellen. 

Uebrigens sind diese Fragen nach den vollen Systemen bei der 
gegenwirtigen Entwicklung der Theorie keineswegs von unmittelbarer 
Bedeutung: fiir diejenigen Fragen der Anwendung, welche zur Zeit 
allein in Betracht kommen, geniigt stets die Kenntniss aller derjenigen 
Formen u. bezw. Relationen, deren Grad eine bestimmte Grenze nicht 
iiberschreitet. Deren erschépfende Aufzihlung aber kann in den meisten 
Fallen mit weit einfacheren Mitteln geleistet werden. — 

Alle diese Aufgaben nun, die hier fiir die ganze Stufe, m. a. W. 
fiir die Principaluntergruppe, ausgesprochen sind, werden in gleicher 
Weise fiir die tibrigen Untergruppen der Stufe sich formuliren lassen. 

Im Folgenden wird es sich nun keineswegs darum handeln, diese 
Aufgaben, sei es allgemein, sei es fiir specielle Untergruppen, zu lésen 
oder auch nur systematisch in Angriff zu nehmen. Vielmehr sollen 
alle diese allgemeinen Formulirungen zunachst nur dazu dienen, den 
folgenden Einzeluntersuchungen hestimmte anzustrebende Zielpunkte 
anzuweisen und die Stellen zu bezeichnen, an welchen die erhaltenen 
Kinzelresultate in einer systematischen Entwicklung Platz finden wiirden. 


*) Gdtt. Nachr. 1888, p. 450. 





| 


SS 





230 Heinnich Burxnarpr. 


Ill. Abschnitt. 
Specielle Discussion der ersten und der zweiten Stufe. 


§ 20. 
Hyperelliptische Formen I. Stufe. 


Zum Zwecke der Aufstellung der hyperelliptischen Formen I. Stufe 
moge zuriickgegriffen werden auf die algebraische Definition der §§ 10, 11. 
Zuniichst handelt es sich um die Aufzihlung der Modulformen I. Stufe: 
das sind nach den Erérterungen a. a. O. keine andern als die sieben 
Coefficienten der Grundform f. 

Von eigentlichen hyperelliptischen Formen I. Stufe mégen hier 
allein diejenigen Erwaihnung finden, welche von nur zwei Stellen x’ x” 
des algebraischen Gebildes abhiingen. Fiir solche reducirt sich die in 
§ 11 geforderte Eigenschaft, fiir alle corresidualen Werthsysteme den- 
selben Werth anzunehmen, einfach auf die Symmetrie in z und 2”; 
denn ein allgemeines Punktepaar des hyperelliptischen Gebildes vom 
Geschlechte 2 ist nur mit sich selbst aiquivalent. Alle F'unctionen dieser 
Art im erweiterten Sinne des § 11 werden sich, wie eine einfache Ueber- 
legung zeigt, rational ausdriicken lassen durch die folgenden vier: 


(51) X—a'+2", X,—a-0", XV F(@)VF (2), Y=Vf(@)+V i’). 
Aus diesen lassen sich an Formen gewinnen einmal die folgenden vier: 
(52) X, = ya", Ky = Ly” + wy Hy", Xy = 2y'xy", 

X= VF (ay'; 2’) » VF (@,", 2"); 


Dann aber noch (an Stelle des einen Y) vier weitere der Form: 





welche auch unter Einfiihrung eines Hilfspunkts zu: 

(54) Ve = (@ OPV (21's Bo") + (2 tS VF, Xe) 
zusammengezogen werden kénnen und erst diese 8 Formen werden 
zusammen mit den 7 Coefficienten a), a, ... a, das volle Formensystem 
I. Stufe darstellen. 

Diese Functionen und Formen sind nun durch eine Reihe Rela- 
tionen verbunden. Die 7 Coefficienten a@ zwar sind von einander 
unabhangig; aber die vier Functionen (51) hiingen von nur zwei un- 
abhingigen Veriinderlichen ab und miissen daher durch zwei Relationen 


mit einander verbunden sein. Solche zwei Relationen erhilt man leicht 
in der Gestalt: 


(55) X= G,(X,,X,); Y2—G@(X,, X,) + 2X, 
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indem G,, G,’ ganze Functionen 6. Grades von X,, X, bedeuten, 
deren Coefficienten sich rational (und ganz) aus den a zusammen- 
setzen lassen. 


§ 21. 
Die Kummer’sche Flache, bezogen auf ein rationales Coordinatensystem. 


Statt der ersten Gleichung (55) kann auch eine Gleichung erhalten 
werden, welche nur vom 4. Grade ist. Man braucht zu diesem Zwecke 
nur statt X, eine andere Function: 

Vf a’) Vila") + F(a’, x”) 
(56) x, Sa 
einzufiihren, welche mit Y, durch eine umkehrbar eindeutige Beziehung 
mit in X,, X, rationalen Coefficienten verbunden, also X, vollstindig 
zu vertreten geeignet ist. Unter F(a’, 2) ist dabei eine ganze sym- 
metrische Function von 2 und 2” verstanden, welche in jeder dieser 
Gréssen vom 3. Grade ist und fiir 2’ = 2” mit /(#’) identisch wird. 
Die verlangte Gleichung wird sofort erhalten, wenn man aus der 


Definition von X, die Wurzeln entfernt; man findet zuniichst: 

Te ¢ F(a’, x”) F(a’, x’)? — f(a’) - f(a” 
(7) «-Xy—2X,. Ges. + ere re) m0. 
Nun ist (7 — 2”)? eine ganze Function 2. Grades, F(z’, x”) eine solche 
3. Grades von X, und X,; ferner ist F(a’, x’)? — f(a’) - f(x") durch 
« — x", also wegen der Symmetrie in 2 und 2 auch durch (2’—z’) 
theilbar, und der Quotient ist eine ganze Function 4. Grades von X, 
und X,. Wird also die Gleichung (57) mit (a —”)* multiplicirt, so 
nimmt sie folgende Gestalt an: 
(58) X;? - G(X, X,) + X;-G(X,, X,) + G, (X,, X,) = 0, 
in welcher G,, G,, G, ganze Functionen der angegebenen Grade be- 
zeichnen. 

Diese Gleichung (58), welche die erwahnte reducirte Gestalt der ersten 
Gleichung (55) vorstellt, ist vom vierten Grade in den drei Variabeln 
X,, X,, X,;. Deutet man diese als Punktcoordinaten im dreidimen- 
sionalen Raume, so stellt Gleichung (58) eine Fliche vierten Grades 
dar, welche wir eine Kummer’sche Fldche*) nennen wollen, indem wir 
den Nachweis ihrer Identitat mit der gewéhnlich so genannten Fliiche 
auf spiiter verschieben **). 








a ee 


*) Dies ist offenbar die einfachste Definition der Kummer’schen Fliiche. Man 
vergleiche iibrigens, was die Bezichung derselben zu den hyperelliptischen Func- 
tionen angeht, die zusammenfassende Darstellung bei Reichardt. (Ueber die 
Darstellung der Kummer'’schen Fliche durch hyperelliptische Functionen, Leipz, 
Diss. 1887, auch Nova acta Leop. Bd. 50). 

**) Vgl. p. 241, Fussnote, 
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Die Werthe von X, und X, bestimmen vier Punktepaare des hyper- 
elliptischen Gebildes, die etwa (vgl. z. B. diese Ann. Bd. 27, p. 446) mit: 
v2", #3, «,2°, #,2° 
bezeichnet werden mégen. Wird noch der Werth von X, oder X, hin- 
zugenommen, so werden von diesen vier Punktepaaren die beiden 
letzten ausgeschlossen, wihrend die beiden ersten bleiben. Dass kann 

aber folgendermassen ausgedriickt werden: 

Jedem Punktepaare des hyperelliptischen Gebildes entspricht ein und 
nur eim Punkt der Kummer’schen Fliche, aber jedem Punkte der 
Kummer'schen Fliiche entsprechen im allgemeinen zwei und nur zwei 
Punktepaare des hyperelliptischen Gebildes. 

Die Trennung dieser beiden Punktepaare geschieht nun dadurch, 
dass man noch die Function Y mit heranzieht, welche fiir das eine jener 
Punktepaare den entgegengesetzten Werth annimmt wie fiir das andere. 
Das legen wir uns auf Grund der zweiten Gleichung (55) dahin aus, 
dass wir uns die Kummer’sche Fliiche als doppelt iiberdeckt vorstellen; 
und wir erhalten so das Resultat: 

»Die Punktepaare des hyperelliptischen Gebildes entsprechen im all- 
gemeinen in umkehrbar eindeutiger Weise den Punkten der doppelt iiber- 
deckten Kummer’schen Fliiche.“ 

Was die in den beiden letzten Sitzen beigefiigten Worte ,,im 
allgemeinen“‘ betrifft, so sind dieselben dahin zu pricisiren, dass nur 
eine Ausnahme besteht, indem dem unendlich fernen Punkte der Fliche 
auf der X,-Aze (fiir welchen also X, = 00, X, und X, endlich), die 
Gesammtheit der specialisirten Punktepaare des Gebildes entspricht, a. h, 
derjenigen Punktepaare, fiir welche x = x” ist. Weitere Ausnahmen 
aber sind nicht vorhanden. 

Die doppelte Ueberdeckung der Fliche ist tibrigens iiber derselben 
unverzweigt, indem Y? = 0 eine Beriihrungsfliche der Kummer’schen 
Flache vorstellt. 

Will man die Gleichung der Kummer’schen Fliche in homogener 
Form haben, so muss man, um den Nenner von X, zu beseitigen, die 
iibrigen Coordinaten mit (z’2)* multipliciren. Man wiirde also an 


Stelle der vier Formen (52) die vier folgenden zu Grunde zu legen 
haben: 


(59) X, = (22 x,’ 2,"; X, = (2' 2")? (ay 0.” + 2, 2,""); 
a wv "\e , ” . "er yt. ’ “ 
Xs = (a x" )P ay x9"; Xy =VE(@) VE(@") + Fle, #”). 
Die Gleichung der Kummer’schen Fliche nimmt dann die Gestalt an: 
(60) X,?-G, (X,,X2, X,) +X, G(X), Xo, X,) + G(X, Xo, X,)=0 


in welcher unter den G ganze homogene Functionen der Grade 2, 3, 4 
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zu verstehen sind. Der Ausnahmepunkt von welchem soeben die Rede 
war, hat in diesem homogenen Systeme die Coordinaten: 


(61) X, = 0, X, =U, X, = 0, X, 20; 
er ist also ein Knotenpunkt und: 
G,(X,, Xo, X;) =0 
ist die Gleichung des Tangentialkegels, welchen die Fliche in ihm 
besitzt. 


Die doppelte Ueberdeckung der Fliche stellt sich in diesem homo- 
genen Systeme durch irgend eine der Gleichungen: 


(62) Y= G, (X,, X,, X;, X,) 


dar, welche als Analoga zu der zweiten Gleichung (55) erhalten wer- 
den, wenn: 


(63) Yi= (a2 Pte sy, 
gesetzt wird. Welche von diesen Gleichungen gewahlt wird, ist gleich- 


giiltig; denn man zeigt leicht, dass auch Gleichungen der Form be- 
stehen: 


(64) Ye Y, = G(X, ? Xo, Xs, X,), 


sodass also die verschiedenen Y sich rational durch einander ausdriicken 
und die den verschiedenen Werthe von ¢ entsprechenden Gleichungen 
(62) dieselbe Irrationalitit auf der Flache definiren. Wir haben sonach 
eine ganze Schaar Beriihrungsfliichen 6. Ordnung, welche alle dieselbe 
Irrationalitiit auf der Kummer’schen Flache definiren. 

Das Coordinatensystem, auf welches die Kummer’sche Fliche in 
den Gleichungen (58) oder (60) bezogen erscheint, kann als ein rationales 
bezeichnet werden, insofern die Coefficienten mit deren Hilfe sich die 
Coordinaten der einzelnen Punkte als rationale Functionen der Punkte- 
paare des algebraischen Gebildes ausdriicken, rational von den Coef- 
ficienten der Grundform f abhingen. Wollte man aber von der — etwa 
in einem ganz beliebigen Coordinatensystem gegebenen — Kummer’schen 
Flache ausgehen, so wiirde man zur Einfiihrung unseres Coordinaten- 
systems allerdings einer Irrationalitit bediirfen, da der durch (61) be- 
stimmte Knotenpunkt der Fliiche von einer solchen abhingt.*) 

*) Wollte man Gewicht darauf legen, keine entbehrlichen Hilfspunkte zu be- 
nutzen, wie es in den Formeln des Textes die Grundpunkte des Coordinatensystems 
sind (vgl. § 11), so wiirde man in den Formen X, X, X; die bilinearen Factoren, 
welche nach Abtrennung des Determinantenquadrats iibrig bleiben, zu ersetzen 
haben durch Polaren von irgend drei quadratischen Covarianten von f, etwa 


e. m., ne *) und die Form F durch eine Polare von f selbst, sodass man erhielte: 


*) Vgl. Clebsch, binire Formen p, 296, 
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§ 22. 
Hyperelliptische Modulformen II. Stufe. 


Die Untersuchung der hyperelliptischen Formen II. Stufe soll in 
den folgenden Paragraphen in der Weise gefiihrt werden, dass mit 
der gruppentheoretischen Untersuchung der Principaluntergruppe II. Stufe 
begonnen wird. Daran wird sich die Aufstellung eines Systems von 
hyperelliptischen Formen schliessen, die bei den Operationen dieser 
Gruppe ungeiindert bleiben. Jede einzelne dieser Formen, und ebenso 
bestimmter Combinationen derselben, wird aber auch noch bei andern 
Operationen ungeiindert bleiben; und dadurch werden wir zu einer 
Reihe weiterer Untergruppen II. Stufe gelangen. 

Diese Untersuchung mége begonnen werden mit einer Reihe von 
Siitzen des Herrn C. Jordan, fiir deren Beweis auf dessen traité des 
substitutions verwiesen werde: 

I. Jede Monodromieinderung der Verzweigungspunkte, welche jeden 
einzelnen derselben in seine Anfangslage zuriickfiihrt, kann zusammen- 
gesetet werden aus einer Anzahl elementarer Aenderungen, welche darin 
bestehen , das jedesmal ein Vereweigungspunkt einen andern umkreist.*) 

II. Jede solche elementare Aenderung bewirkt eine Transformation 
der Perioden, welche modulo 2 zur Identitdét congruent ist. **) 

Aus diesen beiden Sitzen folgt: 


Ill. Jede Monodromiednderung der Verzweigungspunkte, welche 
jeden einzelnen derselben in seine Anfangslage suriickfiihrt, bewirkt eine 
Transformation der Perioden, welche mod.2 zur Identitiét congruent ist.***) 


IV. Die Principaluntergruppe II. Stufe entsteht aus folgenden fiinf 


erzeugenden Substitutionen. +) 


X, = (a@’a”)* 1 Ly, Xp = (a a”)?m, m,, X; = (2'x")Pn, n,-, 
X, = Vile) fix’) +8. ad... 


(Vgl. auch diese Ann. Bd. 27, p. 463) Die Coefficienten in der Gleichung der 
Kummer'schen Fliche werden dann rationale ganze Functionen der vier geraden 
Fundamentalinvarianten A, B, C, D der Form 6, Ordnung (vgl. etwa Clebsch, 
a. a, O. p. 451ff.) wo die betr. Rechnung fiir z=.’ durchgefiihrt ist. Dagegen kann 
eine Form der Art wie Y tiherhaupt nicht ohne Einfiihrung mindestens eines Hilfs- 
punktes gebildet werden, da die Form 6. Ordnung keine Covariante entsprechen- 
der Natur mit nur zwei Reihen von Variabeln besitzt. Man wiirde also immer 
gendthigt sein eine Form wie etwa das Y, des Textes zu benutzen. 
*) a. a. O. p. 357f. 
**) a. a. O. p. 361, Z. 8. 
***) a. a, O. p. 361, Z. 10. 
+) a. a. O. p, 360, 
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S,:@, = @, + 2@,, a, = a, @; = Ws, @, =, 

S,: @, = @,, @, = 1p, @, = @, — 2a,, a =a, 

S,:@, = @,, @, = @, + 2@,, @, = @,, @,' = 0,, 

S,: @, = @,, @, = @,, @:' = @s, @,'=@,—2 0, , 
S,: @, = @, — 2@,, @, = @, @;' = @;, @,=«,-+ 2, .*) 


V. Jede dieser fiinf Substitutionen kann durch Monodromie der 
Vereweigungspunkte in der Weise erzielt werden, dass jeder einzelne 
Verzweigungspunkt in seine Anfangslage zuriickkehrt.**) 

Aus IV und V ergiebt sich folgende Umkehrung des Satzes III: 

VI. Jede Transformation der Perioden, welche mod. 2 zur Identitiit 
congruent ist, kann bewirkt werden durch eine Monodromiednderung der 
Verzweigungspunkte, welche jeden einzelnen derselben in seine Anfangs- 
lage suriickfiihrt. 

Den Siitzen IL] und VI mége noch folgende erweiterte Fassung 
ertheilt werden: 

IIIa. Zwei Monodromiedinderungen der Verzweigungspunkte, welche 
dieselben in gleicher Weise permutiren, bewirken nach dem Modul 2 
congruente Periodentransformationen. 

IVa. Zwei nach dem Modul 2 congruente Periodentransformationen 
kinnen bewirkt werden durch Monodromiednderungen der Verzweigungs- 
punkte, welche dieselben in gleicher Weise permutiren. 

In der That ist die Anzahl der modulo 2 verschiedenen linearen 
Periodentransformationen nach (49) = 15.8.3 .2 = 720, also genau 
gleich der Anzahl aller méglichen Permutationen der sechs Ver- 
zweigungspunkte. 

Nun tibertragen wir diese Siitze von den Gruppen auf die zu- 
gehérigen Functionen; dann sagen sie aus: 

Jede rationale Function der Nullstellen von f(x) ist eine hyper- 
elliptische Modulfunction II. Stufe. ' 

Jede hyperelliptische Modulfunction ITI. Stufe ist eine rationale Func- 
tion der Nullstellen von f(a). 

Daneben bestehen zwei analoge Siitze, welche aus diesen beiden 
hervorgehen, indem man dem Wort ,,rational‘ den Zusatz ,,wnd ganz“ . 
giebt und fiir ,,Modulfunction“ ,,Modulform“ schreibt. 


*) Die hier als S, bezeichnete Substitution ist in der Bezeichnung des 
Herrn C. Jordan S,S,S,;. . 
**) a, a, O. p. 360, Z. 21. 
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§ 23. 
Die Richelot’sche Normalform. 


Die im vorigen Paragraphen betrachteten Functionen sind invariant 
in dem erweiterten Sinne des § 11, indem der Uebergang von der Form /, 
selbst zu ihren sechs Linearfactoren die EKinfiihrung von fiinf Hilfs- 
gréssen bedingt. Will man die Kinfiihrung solcher Hilfsgréssen vermeiden, 
was hier in der That in einfacher Weise mdglich ist, so wird man 
folgendermassen verfahren. Man wird die Form f(x), in ihre linearen 
Factoren zerlegt, etwa folgendermassen schreiben: 


(66) fe = (a) (Ba) (yx) (0x) (ex) (a). 

Dann werden sich alle rationalen Invarianten der sechs Factoren, welche 
keine Hilfsgréssen enthalten, zusammensetzen lassen aus den 15 Deter- 
minanten : 


(67) (@B), (ay), --+ (ab), (By)... (e8)- 

Aber nicht jede Function dieser Determinanten wird eine reine In- 
variante der Grundform f sein. Diese andert sich nimlich nicht, wenn 
man etwa a@,, «, durch ma,, ma, und gleichzeitig B,, 6, durch 
m-*B,, m-1B, ersetzt. Hin Product aus eimer Ansahl der Deter- 
minanten (67) ist daher nur dann eine reine hyperelliptische Modul- 
form — eine Form der Coefficienten von f selbst — wenn es jedes der 
Symbole a, B ...£€ ebenso oft enthdlt als jedes andere.*) 

Jede solche Invariante kann aufgefasst werden als das Product 
aus einer absoluten Invariante in eine Potenz irgend einer linearen 
Invariante, Man wird also im Besitze aller reinen Modulformen II. Stufe 
sein, sobald man alle absoluten Invarianten der sechs Linearformen 
(ax), (Bx)...(€%) und ausserdem eine lineare Invariante kennt. 

Diese absoluten Invarianten sind nun simmtlich rationale Functionen 
der aus den Determinanten (67) zu bildenden Doppelverhiiltnisse; die 
letzteren aber lassen sich rational aus drei geeigneten unter ihnen zu- 
sammensetzen, als welche etwa: 
, (v8) (B@) 2 _ (8§) Ba) : (2&) (Be) 
(8) = Gagy? “= alge? “= ea GD 
gewihlt werden mégen. Eine lineare Invariante, welche spiiter noch 
Verwendung finden wird und deshalb auch hier gleich benutzt werden 
moge, ist: 
(69)  —_— ae (ya) (da) (ea). 

(a B) (wg) 

Damit ist das Resultat erhalten: 

Alle reinen Modulfunctionen II. Stufe sind rationale Functionen 








*) Auch dieser Punkt sollte in den Lehrbiichern der Invariantentheorie mehr 
hervorgehoben werden, als es bis jetzt der Fall ist. 
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von x*, 2?, w?; alle reinen Modulfunctionen II. Stufe sind Producte 
solcher Functionen in Potenzen von E. 

An diese Modulfunctionen II. Stufe kniipft eine canonische Dar- 
stellung des hyperelliptischen Gebildes an, von welcher vielfach Gebrauch 
gemacht wird und auch im folgenden gelegentlich Gebrauch gemacht 
werden soll: die Richelot’'sche Normalform.*) Um die allgemeine Form 
auf diese zuriickzufiihren, setze man: 


(x) = > m) 
(70) ™ 
(62) = eeay Mei 


damit wird zugleich erhalten: 
x) 
(Bx) = Chea (Ye—%)) 


(yx) = we (Yo—x*y,), 





é 
(82) = OO (y.— Ay), 


ee a 
(€x) nia (Sa) (Ba) (Y2 u \)- 
Soll die Substitutionsdeterminante zu 1 gemacht werden, so ist: 


(71) e =V (Ba) (af) (Bf) 


zu setzen. Geschieht dies, so geht die Form f iiber in: 


(72) P= E- y+ 9+ (Y2—) * (Yo—%%) - Y2— 4?) * Y2— 1). 

Wird der Factor E nicht beriicksichtigt und unhomogene Schreibweise 
benutzt, so erhiilt f diejenige Gestalt, welche als Richelot’sche Normal- 
form bezeichnet zu werden pflegt, niimlich: 


(73) F = y(1—y) (1—x?*y) (1 -a?y) (L— uy). 


§ 24. 
Eigentliche Functionen II. Stufe. 


Wir wenden uns nun zur Aufstellung des Systems der eigentlichen 
hyperelliptischen Functionen II. Stufe. Als eindeutige Functionen der 
transcendenten Argumente diirfen dieselben tiber der Riemann’schen 
Flaiche nicht verzweigt sein; tiber der x-Ebene diirfen sie daher nur in 
den Punkten x = a, B,...§ Verzweigungen besiteen. Ferner sollen sie 
nach zweimaliger Durchlaufung eines Periodenwegs zum Anfangswerth 
zuriickkehren; nat. einmaliger Durchlaufung eines solchen werden 


*) Crelle J. Bd. 16, p. 226, 
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sie daher eine Aenderung von der Periode zwei erfahren haben. Daraus 
folgt nach einem bekannten Principe: 

Alle hyperelliptischen Functionen II. Stufe lassen sich rational aus 
solchen Functionen zusammensetzen, welche hichstens das Zeichen wechseln, 
wenn eines der algebraischen Argumente einen Periodenweg durchliuft. 

Sie setzen sich also zusammen aus Ausdriicken der Form: 


(74) V (ax), V(Bx),...V (Ga). 
Versuchen wir also aus den Ausdriicken dieser Form Functionen auf- 
zubauen, welche unsern sonstigen Bedingungen gentigen. Wir erhalten 


zunichst einmal die folgenden sechs hyperelliptischen functionen 
II, Stufe: 


Dy =V (ax) ax"), Di =V(Bx')(B2"), D, = (y2')(yx"), 

D; =V(Ox)\(Gx"), DV (ex) (e2"), DV Ex) Ee’). 

Soll dem Homogeneitiitsgesetz in Bezug auf die a, B...€ geniigt 
werden, so sind diese Formen noch mit geeigneten Invarianten zu 
multipliciren. Dass solehe, wenn die Rationalitét in den a,B...£€ 
gewahrt werden soll, nur unter Benutzung von Hiilfsgréssen gebildet 
werden kénnen, stért uns ja nicht, 

Aus diesen sechs Formen (75) werden nun alle symmetrischen 
Formen sich zusammensetzen lassen, welche nur eine Quadratwurzel 
aus einem Producte von Linearfactoren (a2), (ax”)... enthalten; 
dieselben kénnen als gerade bezeichnet werden, indem sie auch dem 
Zeichen nach ungedndert bleiben, wenn gleichzeitig 2 durch 2’, x” 


(75) 


durch x” ersetzt wird. Aber man wird auch wngerade Formen der ver- 
langten Art bilden kénnen durch additive Vereinigung zweier solcher 
Wurzelgréssen, welche bei Vertauschung von 2 mit 2” in einander 
iibergehen. Wenn nun eine solche Wurzel einen der Punkte a... € 
in zwei Factoren enthilt, so kann man einen der Factoren (@2’), (a2), 
D, u.s. w. herausheben. Sind alle solchen Factoren beseitigt, so bleibt 
unter dem Wurzelzeichen ein Product, das jedes der Variabelnpaare 
«...§ einmal enthalten muss; denn sonst kénnte es nur durch Hinzu- 
fiigung solcher Factoren in a, 6... § homogen gemacht werden, welche 
als Functionen dieser Gréssen noch an andern Stellen als 2 und 2” 
verzweigt wiren, was nicht sein darf. Es bleiben also nur Wurzel 
gréssen der folgenden drei Typen: 











(76) Da, 5) = V (ax) (Bx") (yx) (0 x") (ex”) (Ex"); 
7m) Da, = Vea) (Ba) (ya) (Oa) (60 \(a"): 
(78) Dis, 3; = Vax) (B2’) (yx’) (8x") (ex”) (E2”). 


Nun geht Da, ;) durch Multiplication mit D, tiber in (a@2’) f(x"), und 
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Dye,4) durch Multiplication mit D, in (62’). Das) oder durch Multipli- 
cation mit D, in (yx") Dg,s); ausser den Formen (75) und rationalen 
Formen von x (Formen I. Stufe) kommen daher nur die aus (78) ent- 
springenden Formen in Betracht, nimlich: 


V(ax')(Bx’)(ya') (Ox) (ex”) (8 x") + Y (ax") (Ba) ya" (0 a’)(¢ x’) (E 2’) 
welche, wenn: 
(79) (ax)(Bx)(yx) = p(x), (dx)(ex)(Ex) = ¥(2) 
gesetzt wird, folgendermassen in Determinantenform geschrieben wer- 
den kénnen: 





| Vole) Vo) | 

(80) Dog,w = | pA tow 
—V9@) Vo) 

Sollen die zehn verschiedenen Formen dieser Art auseinandergehalten 

werden, so mége mit: 


Drix 


imn 


diejenige bezeichnet werden, fiir welche: 
P(X) = (nx) (x) (px). YL) = (OX) (Om X) (On) 
1st. 

Wir haben also zuniichst das Resultat, dass alle Formen II. Stufe 
sich rational aus den Formen I. Stufe und den 16 Formen (75) und 
(80) eu ensetzen lassen. 

Aber auch die Formen I. Stufe sind rational ausdriickbar durch 
die D, wie man am bequemsten mit Hilfe der Richelot’schen Normal- 
form erkennt. Fiir dieselbe wird nimlich: 


(81) D, = Vy'y"; D, = V(—y’) (i—y”), D, = 1; 


man hat also: 





(82) y ty” = D,?+ D,* — D,’, 
yy” — D,? 

und dazu: 

(83) VFiy’) VE (y”) = DD, D,D,D,D;; 


Diese Gleichungen lassen erkennen, dass jede gerade hyperelliptische 
Form I. oder II. Stufe sich rational durch die D,, D, ...D, allein 
ausdriicken lisst. Zu diesen Formen gehdren auch die Quadrate der 
Determinanten (80), sowie ihre Producte zu je zweien; in der That 
ist z. B.: 
(84) Diss = (as') (Bx’) ya’) dx") (ex”) (E2") 

+ (ax") (Bx") (yx) (Ox) (ex’) (E 2’) 
+ 2 f(@) VF(@"); 
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(85) Dus Doss = D, D, {a2')(y2")(8.2")(62") + (ax") (y2")(82')(E2')} 


+ Dy Dz DD, {(B2')(e")+(ea’)(Ba")}, 


und die hier noch nicht durch die D ausgedriickten Bestandtheile lassen 
sich mittelst der Formeln (82) und (83) sofort in dieselben umsetzen. 

(In ganz analoger Weise kann nun auch gezeigt werden, dass die 
ungeraden Formen I. Stufe sich rational durch die D ausdriicken lassen; 
der Gleichung (42) zufolge geniigt es, diesen Nachweis fiir eine der- 
selben zu fiihren. So erhalt man z. B.: 


(86) Dus - {(@ V2") + (2" VF @)} 
= D,D,D, { (a t)(82")(sx")(§a") + (a"t)(8a')(e2")(Ea')) 
+ D,D,D, {(2't)(«x")(Bx")(y2") + (a"t)(«a’)(Bx’)(p 2’) 


und kann auch hier die Klammergréssen sofort in die D; umsetzen). 
Damit ist in der Tat der Satz gewonnen: 
Alle hyperelliptischen Formen II. Stufe lassen sich mit Hilfe der 
15 Determinanten («B) rational ausdriicken durch 7 Formen, némlich 
durch die 6 Formen D; und irgend eine der 10 Formen Dy ix. 


imn 


Man koénnte sich demnach auf diese sieben Formen beschrinken; 
dass es sich jedoch aus Symmetriegriinden empfiehlt, die 10 D, jx 


imn 


simmtlich beizubehalten, bedarf keiner weiteren Erérterung.*) 


§ 25. 
Relationen II. Stufe. 


Von den Relationen, welche die Functionen II. Stufe unter sich 
verbinden, ist eine Anzahl bereits in § 24 zur Sprache gebracht worden. 
Dieselben sind jedoch nicht die einfachsten, welche es giebt; vielmebr 
existiren noch einfachere, welche in diesem Paragraphen abgeleitet 
werden sollen.**) Um dieselben méglichst einfach zu schreiben, werde 
die Abkiirzung: 


(87) D; = (a x”) D; 


eingefiihrt. 
I. Zwischen den Quadraten von je vieren unter den sechs Formen 


*) Diese Formen D sind natiirlich lingst aus der Theorie der Thetafunc- 
tionen bekannt. 

**) Auch diese Relationen sind aus der Theorie der Thetafunctionen lingst 
bekannt. 





























Systematik der hyperelliptischen Functionen. 241 


D; (oder auch D,) besteht eine homogene lineare Relation. Eine von 
den 15 so erhaltenen Relationen ist: 


DZ «* @,@ «,* 
D? B? BB, 
D; V:> 4 %e 
D? @; 6,4, @ | 


B,? | 
= 
v2 | 


oder entwickelt: 


(88) («B)(By)(ya)D,? — (By)(y9)(8B) Dy? + (yd) (da) (@B) D,* 
— (da) (a@B)(yd)D,? = 0. 
ll. Die D,;, verschwinden fiir 2 — 2’ und nehmen fiir 2 = 2” 


imn 
alle denselben Werth an. Die Differenzen ihrer Quadrate sind also 
Null sowohl fiir 2’ = 2”, als fiir 2’ — 2%”, daher durch (2'~”) und als 
symmetrische Functionen von « und x” durch (2x)? theilbar. In der 
That findet man z. B. aus (84): 


(89) (ay) - {Dois _ Diss} 


= (wy) (Be) (a x") {(aa’) (yx’)(0x")(Ex") — (ax")(ya”)(8x')(Ex')} . 
Wird rechts in der Klammer (@2’) (ya) (02) (€x") addirt und subtrahirt, 
so geht die rechte Seite tiber in: 


(Be)(a' x")? {(ay) (78) («a’)(Ex") + (wy) (ab)(y2") (da'} 
und wenn man in der neuen Klammer («@§) (yd) (a2’) (yx”) addirt und 
subtrahirt, in: 
(Be) (a'x”)* {( 4) (y€) Dy? — (@9) (af) D,"}. 
Man erhilt somit die Relation: 


(90) (ay) {Dine — Disa} = (B&)(7 9) (96) Dy® — (Bs)(a7) (eb) Dy, 


welche, wie man leicht abzihlt, 90 gleichgebaute Relationen vertritt, 
die aus ihr durch Vertauschung der Verzweigungspunkte hervorgehen.*) 

Ill. Zu einer dritten Gruppe von Relationen giebt die Reduction 
der Formen (77) Anlass, indem dieselbe auf verschiedene Weisen ge- 
schehen kann. So z. B. hat man, wenn zur Abkiirzung: 

V (ax') (Bx') (yx) (Ox") (8a) (ba") = R,, 
V\asx") (Bx) (ya’) (02°) (€2°) (Sa') = R, 

*) Aus den beiden Gruppen von Relationen I und II in Verbindung mit 
(82), (83), (86) kann man schliessen, dass die Formen X des § 21 sich durch 
die Quadrate von vier geeigneten unter den Formen D,,, und D, ausdriicken 

imn 
lassen, Auf diesem Wege gelangt man zur Ueberfiihrung der Gleichung der 


Kummer’schen Fliiche aus der Form (60) in die gewéhnlich benutzte, wodurch 
der pag. 231 Fussn. versprochene Nachweis geliefert ist. 


Mathematische Annalen, XXXYV. 16 





942 Hetwricn Burxwarpt. 


gesetzt wird, die drei Relationen: 
(yx) R, + (y2")R, = D, Dos , 
(91) (d2’)R, + (62")R, = D, Dars 
(ex )R, + (ex”")R, = D, Dow s 


aus welchen durch Elimination von R, und R, erhalten wird: 
(92) (v8) D, Dou + (82) D, Dor + (¢v) Dz Dors = 9, 

235 235 245 
— eine von 60 gleichgebauten Relationen. 

IV. Endlich lassen sich noch einfache Relationen aus der Formel 
(85) gewinnen; man erhilt z. B., indem man die vier Punkte ayd§ 
auf drei Arten in zwei Gruppen von zweien theilt: 

Dor : Dia = D, D, {(ax’)(ya’)(8x") Ea") + (@x")(yx") (6 x’) (Ex’)} 
+ Dy DzD,Dy {(82’)(62")+(Ba")(ex’)}; 
(93) Days - Doug = Dy Da {(e2')(y2"") 82") (G2") + (ax")(y2°)(Bx')(E2")} 
+ D,D,D,D, {(Ba’)(82")+(Ba")(s2')} ; 
‘Doxy - Diss = Dy Dy {(2')(y2")(82°)(62") + (ex")(y 2) (82")(&2")} 
+ D,D, D;D; {(B2')(ex")+ (B2")(ex')} . 
Durch Verbindung dieser Gleichungen zu je zweien erbilt man die 
drei neuen Gleichungen: 
Dorz Dora — Dors Doss 


3450185 248) «=—:123 
=D, D, {(@x’)(8x") —(ax")(8x)\ {(ya’) (Ea") — (§2') (ya")} 
=(«d)(yo) D, D,; 
(94) Duis Doss — Deis Dou = (a7) (68) D, Dy; 


234 «123 


Deis Doss — Dor2 Door (@§)(8 y) D, Dy; 
245 125 345 «135 Z 

aus welchen sich durch Combination von je zweien derselben die 

folgende vierte ergiebt: 


(95) (@y) (9 §) Dorz Dox + (« 9) (Ey) Dors Doss + (@£) (79) Dors Doos = 0. 
34> 135 245 125 234 123 


Solcher Systeme von vier Gleichungen, wie (94) und (95) existiren 
15, entsprechend den 15 Paaren von Verzweigungspunkten. — 

Dass aus diesen vier Gruppen von Relationen eine grosse Anzahl 
weiterer durch geeignete Combination sich ableiten lassen, ist von 
selbst klar. Wir wollen jedoch diesen Punkt nicht weiter verfolgen, 
sondern uns einer andern Frage zuwenden: der Frage niimlich, welche 








ee - 
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von diesen Relationen von einander unabhingig sind. Da die 16 Formen 
D von drei unabhingigen Verinderlichen X,, X,, X, (52) abhiingen, 
so kénnen zwischen ihnen nur dreizehn unabhiingige Relationen be- 
stehen. Um solche aus den Relationen (88)—(95) auszuwihlen, kann 
man folgendermassen verfabren : 

Zunichst sind von den 15 Relationen I sicher drei solche von einan- 
der unabhiingig, in welchen drei der auftretenden D; feste Indices 
haben, wahrend der vierte Index der Reihe nach die drei itbrigen 
Werthe hat. Aus diesen dreien werden neun von den zwolf iibrigen 
Relationen I dadurch erhalten, dass man je eines der D; aus je zweien 
von ihnen, die drei letzten, indem man je zwei D; aus allen dreien 
eliminirt; scdass also unter der Gruppe I keine weiteren von einander 
unabhiingigen Relationen vorkommen. Von den 90 Relationen der 
Gruppe II sind dann sicher neun solche von einander und von den 
Relationen 1 unabhiingig, welche ein und dasselbe D,;, der Reihe 


imn 


nach mit den neun iibrigen combinirt enthalten. Durch Elimination 
des festgehaltenen D aus je zweien von diesen folgen dann 36 weitere 
Relationen; jede der so erhaltenen 45 Relationen kann mit Hilfe der 
Relationen I auf zwei Arten in die Gestalt (90) gebracht werden, sodass 
wir bereits alle 90 Relationen (90) aus den bisher festgestellten unab- 
hiingigen erhalten. Um die volle Zahl von dreizehn unabhingigen 
Relationen zu bekommen, ist es demnach erforderlich noch eine Rela- 
tion aus einer der Gruppen III oder IV hinzuzunehmen. 

Aus den so ausgewihlten dreizehn Relationen werden sich dann 
alle tibrigen auf algebraischem Wege ableiten lassen miissen. Aber es 
wird nicht immer mdglich sein, diese Ableitung in rationaler Weise 
auszuftihren; wie schon daraus hervorgeht, dass z. B. die Relationen 
der I. und II. Gruppe, sowie die Relation (92) ungestért bleiben, wenn 
man D,, D,, D, gleichzeitig im Vorzeichen andert, ohne die tibrigen 
D wz indern, wihrend dies bei andern Relationen ‘der III. und IV. 
Gruppe nicht der Fall ist.*) Es ist eine unerledigte Frage, wie man 
eine kleinste Zahl von Relationen zwischen den D erhalten kann, aus 
welchen alle iibrigen sich auf rationalem Wege ableiten lassen, welche 
also zur Charakterisirung des von den D gebildeten algebraischen 
Gebildes nothwendig und ausreichend sind. Noch weniger ist bekannt, 
wie viele Relationen zur ganzen Darstellung aller iibrigen erforder- 
lich sind. 


*) Vgl. Krazer, Theorie der zweifach unendlichen Thetareihen auf Grund 
der Riemann’schen Thetaformel (Leipzig 1882), art. 16 a. E. 





ae 
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§ 26. 
Verschiedene Rationalititsbereiche II. Stufe. 


Die Gesammtheit der 16 Formen D und der 15 Determinanten 
(«B) constituirt den Rationalitiitsbereich, welcher zu der Principal- 
untergruppe II. Stufe gehért. Es giebt aber noch engere Rationalitits- 
bereiche II. Stufe, welche im Gebiete der Modulfunctionen charakterisirt 
sind durch die rationalen Functionen der Wurzeln der Gleichung 
f(z) = 9, im Gebiet der eigentlichen hyperelliptischen Functionen 
durch gewisse kleinere aus der Gesammtheit herausgegriffene Systeme 
von Formen D. Von diesen sollen im folgenden eine Anzahl Er- 
wihnung finden, welche bei speciellen Problemen bereits vielfach auf- 
getreten sind. 

I. Jedem der einzelnen D,; entspricht eine Wurzel der Gleichung 
f, = U selbst. 

Il. Jedem der D,;, entspricht eine Wurzel derjenigen Resolvente 


imn 
10. Grades, von welcher die Zerspaltungen von f, in zwei cubische 
Factoren abhiingen. An den damit gegebenen Rationalititsbereich 
kniipft die von Herrn Staude*) in Vorschlag gebrachte Bezeichnung 
der D an, welche in folgendem besteht. Dasjenige D,;;, welches man 


imn 


auszeichnen will, wir wollen annehmen Dy, , wird mit D ohne Index 
135 


bezeichnet; alle iibrigen D erhalten je zwei Indices. An Stelle von 
D, wird geschrieben D;,, wo i, k die beiden Zahlen sind, welche mit 
h das eine der beiden Tripel 024, 135 bilden; denjenigen D, welche 
in der Bezeichnung des § 23 sechs Indices haben, werden je diejenigen 
beiden Zahlen als Indices beigelegt, durch deren Vertauschung das 
zugehirige Tripelpaar in das ausgezeichnete Tripelpaar 024, 135 iiber- 
geht (also z. B. D,, statt Dos u. s. f.). 


In dieser Bezeichnung ist demnach ein D gerade oder ungerade, 
je nachdem die Summe seiner Indices gerade oder ungerade ist. Die 
Imprimitivitat der Gleichung 9. Grades, in welche die erwahnte Re- 
solvente 10. Grades durch Adjunction einer ihrer Wurzeln ibergeht, 
findet ihren Ausdruck in der folgenden Gruppirung der ungeraden J): 


Dy Dy Day, 
(96) Dog Dros Dys; 
Dy, Dy Dy. 


Ill. Wird gleichzeitig ein gerades und ein wungerades D aus- 
gezeichnet, so gelangt man zu demjenigen KRationalitiitsbereiche, 


*) Staude, dieser Ann. Bd. 24, p. 284. 300. 
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welcher der Bezeichnungsweise des Herrn Weierstrass zu Grunde 
liegt. *) 

IV. Zugrundelegung der symmetrischen Functionen der Richelot’schen 
Moduln ergiebt einen Rationalitiitsbereich, welchem (bei geeigneter 
Kinfiihrung dieser Moduln) auch die symmetrischen Functionen der in 
je einer Zeile des Schema’s (93) stehenden D angehiren. 

V. Weitere bemerkenswerthe Untergruppen werden von den ver- 
schiedenen in § 24 aufgeziihlten Relationen geliefert, indem immer 
die in einer solchen auftretenden D zusammen einen Rationalitiits- 
bereich constituiren; noch andere solche Bereiche werden durch gleich- 
zeitige Betrachtung mehrerer solcher Relationen erhalten. Hierher 
gehéren auch diejenigen Rationalitiitsbereiche, welche den aus der 
Theorie der Thetafunctionen bekannten Quadrupeln, Sextupeln etc. 
von Formen D entsprechen. In Bezug hierauf mége als besonders 
einfaches Resultat erwihnt werden, dass den 15 sogenannten ,,Gépel’- 
schen Quadrupeln von 4 geraden Thetafunctionen“ die 15 Zerlegungen 
der f, in 3 quadratische Factoren entsprechen. Zu einer solchen Zer- 
legung gehéren nimlich 4 Zerlegungen in zwei cubische Factoren, 
welche von jedem jener quadratischen Factoren je einen Linearfactor 
enthalten. So z. B. gehéren zu der Zerlegung: 


f(x”) = (ex) (Bx) - (yx) (Ox) - (ex) (€2) 
die 4 Formen D: 
(97) Dea, Dias, Doss, Doss 


135 1 125 124 
oder in der Bezeichnung von Weierstrass: 

D;, D,, D,;, Dy, 
— in der That ein Gépel’sches Quadrupel. 

Es wiirde auf Grund der Angaben des Herrn C. Jordan (vgl. 
hiertiber § 22, IV. V.) nicht schwierig sein, die zu jedem dieser 
Rationalitiitsbereiche gehérende Untergruppe durch Congruenzen mod. 2 
zu definiren; indess soll dies hier nicht niher ausgefiihrt werden. 


§ 27. 
Uebergang von den Formen II. Stufe zu den Sigmafunctionen. Die 
Primcharakteristiken und ihre Transformation. 


Aus den Formen D entstehen durch Multiplication mit der Prim- 
form Q(z’, x”) die Sigmafunctionen**), Diese fallen aus unserer Stufen- 
eintheilung heraus, insofern sie auf der Riemann’schen Fiche unendlich 
vieldeutig sind: sie sind zwar eindeutige Functionen der transcendenten 


*) Vgl. Staude a. a. O, 
**) Diese Annalen Bd. 32, p. 363. 
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Argumente, aber die Operationen unserer Hauptgruppe, bei welchen 
sie ungeandert bleiben, bilden keine Untergruppe von endlichem Index. 
Vielmehr tritt zu der einzelnen Sigmafunction , wenn eine der Variabeln 
einen Querschnitt iiberschreitet, ein Factor der Form: 


(98) (— 1)" (rat 3%) 


unter den ga (mod. 2 zu betrachtende) ganze Zahlen verstanden (von 
deren Bestimmung dieser Ann. Bd. 32 p. 358 ausfiihrlich die Rede ist). 
Fiir einen beliebigen Periodenweg, welcher die Querschnitte: 
A, A, B, B, 
bezw. @ @ Gy 
mal iiberschreitet, erhilt man mit Riicksicht auf die zwischen den 


und 9 bestehenden Bilinearrelationen dann als den zu derselben Sigma- 
function tretenden Factor: 


? 


a #7 
D% (ea Fe) + aile1-+e0) 
a 


? 


(99) ln CC a 
in welchem zur Abkiirzung: 


Wy = A, Dar + A, @a2 + Ay @u3 + Ay Was, 
Ne = G4 Nar + O,Nas + 3 as + Oy Nas 
gesetzt ist. Indem man dem Factor (99) entsprechende Factoren fiir 
alle Querschnitte eines neuen Systems bestimmt, gewinnt man das 
folgende Resultat: 
Werden die Perioden @ vermige der Substitution (12) durch neue 
ersetet, so treten an Stelle der Zahlen g andere g', welche mit den 
urspriinglichen durch die Congruenzen verbunden sind: 


I) = AG: + 2G. + 4593 + M4 Gy + A143 + 4,4, 
(100) = D191 + b2G2 + O39 + bygy + 5, b; + by d,, 
Is FS 4G HF C92 + C593 + CyGy + OCs + Ce, 

946 = AG, + yg, + A393 + Ag, + dds + ap d,. 
Diese Zahlen g transformiren sich also wesentlich anders als die 
Elementarcharakteristiken des § 6; sie sollen im Folgenden, da ihre 
Kinfiihrung mit Hilfe der Primform Q geschieht, als Primcharakte- 
ristiken der Sigmafunctionen sowohl, als der Formen II. Stufe be- 
zeichnet werden, aus welchen jene gebildet sind.*) 


(a = 1, 2) 


(mod, 2) 


*) Die ,,Elementarcharakteristiken“ sind identisch mit den ,,Gruppencharak- 
teristiken“, die ,,Primcharakteristiken“ mit den ,,eigentlichen Charakteristiken“ 
des Herrn Noether, der den Unterschied beider Arten wiederholt hervorgehoben 
hat (vgl. dieser Ann. Bd, 16 p. 271; Bd. 26 p. 354). — Die im Text citirten Ent- 
wicklungen in Bd.32 geben iibrigens eine allgemeine Regel zur Bestimmung der Prim- 
charakteristik einer vorgelegten Form in Bezug auf ein gegebenes Querschnittsystem. 
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§ 28. 
Vorziige des Formensystems der II. vor demjenigen der I. Stufe. 


Bei consequenter Durchfiihrung des Rationalititsprincips wiirden 
fiir alle Untersuchungen specieller Fragen die Functionen I. Stufe in 
den Vordergrund treten miissen: sie wiirden den Functionen II. Stufe 
gegeniiber Vorzugsrechte ahnlicher Art besitzen, wie sie von demselben 
principiellen Standpunkte aus im Gebiete der elliptischen Functionen 
dem gu und gu des Herrn Weierstrass gegeniiber sin am wu etc. 
zukommen. 

Gleichwohl sind die Functionen II. Stufe in mehreren Beziehungen 
der Untersuchung weit leichter zugiinglich.*) Richten wir unser Augen- 
merk zunichst auf Modulformen, so besitzen diejenigen der II. Stufe 
den Vorzug, dass sie sich aus 4 von einander unabhdngigen und von 
Hilfspunkten freien Formen rational zusammensetzen, wihrend wir bei 
den Formen I. Stufe nur die Wahl haben, entweder mit 7 Formen zu 
operiren — den Coefficienten von f, — die zwar von einander unab- 
héngig sind, aber 3 Hilfsvariable enthalten, oder mit den 5 Fundamental- 
invarianten, die von Hilfsvariabeln frei, aber durch eine (sehr com- 
plicirte) Relation**) unter sich verbunden sind. 

Nehmen wir nun die eigentlichen Formen hinzu, so kommen wir 
zwar auch bei den Formen II. Stufe nicht ganz ohne Hilfsgréssen (bei 
den D;) und ohne iiberzihlige Formen aus; allein die Art und Weise 
wie die Hilfsgréssen in die Formen eingehen, ist eine viel iibersicht- 
lichere und die verbindenden Relationen besitzen einen viel einfacheren 
Charakter als bei den Formen I. Stufe. 

Damit hingt ein weiterer Umstand eng zusammen. Die Hilfs- 
mittel, tiber welche man zur eingehenden Behandlung einzelner Fragen 
verfiigt, werden hauptsiichlich von der Theorie der Thetafunctionen 
dargeboten, an welcher sich historisch die ganze Theorie der hyper- 
elliptischen Functionen entwickelt hat und welche die bequemsten ana- 
lytischen Darstellungen der in dieser auftretenden Functionen liefert. 
Die Thetafunctionen sind nun zwar ebenso wie die Sigmafunctionen (§ 27) 
an und fiir sich nicht in die Stufentheorie einzureihen, stehen aber wie 
diese zu den Functionen II. Stufe in niichster Beziehung. 

Aus allen diesen Erwiigungen wird man bei Behandlung specieller 
Probleme es vorziehen, an die Functionen II. Stufe anzuknitipfen. Fir 
allgemeine Discussionen dagegen ist es oft vortheilhaft, in erster Linie 
die Functionen I. Stufe in’s Auge zu fassen, weil fiir diese eine Reihe 
von Fallunterscheidungen wegfallen, die die Verhiiltnisse bei den 





*) Auch die elliptischen Functionen IJ, Stufe haben vor denjenigen der 
ersten Stufe analoge, wenn auch nicht so weitgehende, Vorziige. 
**) Clebsch, biniire Formen p. 299. 
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Functionen IJ. (und héherer) Stufe compliciren. Sind einmal die all- 
gemeinen Gesichtspunkte an den Functionen I. Stufe gefunden, so 
bietet die Uebertragung auf Functionen hoherer Stufe meist wenig 
Schwierigkeit. 


TV. Abschnitt. 
Einleitung in Theilung und Transformation. 


§ 29. 
Theilung und Transformation als Bruchstiicke des allgemeinen 
Programms. 


Mit den Functionen Il, Stufe mége die systematische Uebersicht 
abgebrochen werden, da es fiir die Functionen héherer Stufen an Vor- 
arbeiten zu einer solchen so gut wie ginzlich mangelt. Dagegen 
mége ein anderer Gesichtspunkt in den Vordergrund treten: die Frage 
nach bestimmten Problemen, welche von Functionen niederer zu solchen 
héherer Stufe fiihren. Zwei solche Probleme hat die historische Ent- 
wicklung der Theorie, ankniipfend an die Theorie der elliptischen 
Functionen, seit etwa 40 Jahren besonders begiinstigt: das Problem 
der Theilung und das der Transformation. Zwar lisst die Analogie 
der elliptischen Functionen erwarten, dass hier so wenig als dort das 
allgemeine Programm durch diese beiden Probleme, selbst wenn man 
dieselben im weitesten Sinne auffasst, erfiillt werden wird; indessen 
bieten sie die giinstigsten Angriffspunkte, und so soll desshalb im 
Folgenden ausschliesslich von ihnen die Rede sein. Um sie aber mit 
den Erérterungen der beiden letzten Abschnitte in Verbindung zu 
setzen und deren Resultate fiir sie nutzbar zu machen, wird es vor 
allem erforderlich sein auszufiihren, in welcher Weise diese Probleme 
in das allgemeine Programm des § 18 sich einordnen. 

Das Problem der Theilung verlangt: 

wenn die Functionen der Argumente: 


Wa, @ai, @a2z, Was, Daas & = 1,2 
gegeben sind, aus ihnen die Functionen der Argumente: 
Wy 
ni? Gat, @az, Das, Das 


oder, was dasselbe sagt, die Functionen der Argumente: 

Wa, N@a1, NDg2, NOe3, NWas 
zu berechnen, unter m eine ganze Zahl verstanden, Seien es, um im 
Sinne des § 28 mit dem einfachsten Fall zu beginnen, zuniichst Func- 
tionen I. Stufe, welche zu ,,theilen“ sind*). Durch dieselben sind die 


*) In genaner Ausdrucksweise miisste man nicht von der Theilung der 
Functionen, sondern yon der ihrer Argumente reden., 
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Integrale nur bis auf Multipla der Perioden bestimmt; aus jeder 


Lésung (“s; 3) des Theilungsproblems werden sich daher n*‘ 
Lésungen ergeben, welche alle in der Form: 

(101) (> + nan an mottos He Notes ig ’) 

enthalten sind, indem die ganzen Zahlen h,, h,, h,, h, unabhingig 
von einander alle Werthe von 1 bis ~ durchlaufen. Es zeigt aber 
diese Darstellung der Lésungen, dass jede einzelne derselben ungeindert 
bleibt, wenn die w, @ solchen Operationen der Hauptgruppe unter- 
worfen werden, welche modulo » zur Identitiit congruent sind. Das 
heisst aber in unserer ‘Terminologie: 

Die Theilung der Functionen I. Stufe fiithrt auf Functionen n Stufe. 

Die Aufgabe der Transformation**) mége zuniichst nicht ia 
ihrer allgemeinsten, sondern in einer speciellen Fassung formulirt 
werden. In dieser erscheint sie gewissermassen als die Hilfte der 
Aufgabe der Theilung: sie verlangt den Uebergang von: 

Wa @ai Dez @as De 4 
au: 

W,, @e1 @g2 NOgs, NWea, 
unter » wieder eine ganze Zahl verstanden. 

Auch hier zeigt die Untersuchung (vgl. § 52), dass die einzelne 
Lésung des Transformationsproblems nur bei solchen Operationen 
unserer Hauptgruppe ungeindert bleibt, deren Coefficienten gewissen 
Congruenzen nach dem Modul » geniigen; m. a, W.: 

Auch die Transformation der Functionen I. Stufe fiihrt zu Fune- 
tionen ne” Stufe. 

§ 30. 
Theilung und Transformation von Functionen hoherer Stufen. 


In gleicher Weise, wie die Functionen I. Stufe, kann man nun 
auch Functionen héherer Stufen ,,theilen“ und ,,transformiren“. Ver- 
langt man dabei zuniichst die Stufenzah] der entstehenden Functionen 
zu wissen, so wird es einen wesentlichen Unterschied bedingen, ob 
die Stufenzahl m der Functionen, von welcher man ausgeht, zur 
Theilungs- oder Transformationszahl » relativ prim ist oder nicht. 
Ist nimlich ersteres der Fall, so stéren sich die Congruenzen, welche 
die Stufe der urspriinglichen Functionen mit sich bringt, und die- 
jenigen, welche die Theilung oder Transformation bedingt, gegen- 
seitig insofern nicht, als sie sich zu einem Systeme von Congruenzen 


**) Mit ,,Transformation’ ist also hier das gemeint, was man sonst seit 
Jacobi (z. B. ges. W. Bad. I, p. 463 ff.) als ,,transformatio irrationalis sive in- 
versa“ bezeichnet. 
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mod. mn vereinigen, dessen Lésungen sich aus den einzelnen Lésungen 
jener beiden Congruenzensysteme zusammensetzen lassen. Haben aber 
m und » einen Theiler 6 gemeinsam, so gilt das nicht: der Modul 
der resultirenden Congruenzen wird dann im allgemeinen nicht mn 


sondern .* sein, wo 0, irgend ein Theiler von @ ist. In Folge 


dessen wird die Unterscheidung einer Reihe von Fallen erforderlich 
werden. Doch gehen wir auf diese Fragen hier nicht niher ein, 
sondern begniigen uns damit, das Gesagte in dem Satze zusammen- 
zufassen: 

Transformation n” Grades und n- Theilung von Functionen mi 
Stufe fiihrt stets zu Functionen mn‘ Stufe, wenn m und n theiler- 
fremd sind. Haben aber m und n einen gemeinsamen Theiler 0, so 


erhdlt man Functionen der Stufe ae , wo d, ein Theiler von 9 ist, 
(der auch 1 oder @ selbst sein seied. 


§ 31. 
Affect, Monodromiegruppe, arithmetische Gruppe. Allgemeine und 
specielle Probleme. 


Das ganz besondere Interesse, welches die Theilungs- und Trans- 
formationsaufgaben darbieten, liegt in dem Affect der entstehenden 
Gleichungen, in ihren gruppentheoretischen Eigenschaften. Man ver- 
steht bekanntlich nach Herrn Kronecker unter dem Affect einer 
Gleichung die Gesammtheit der Besonderheiten, welche sie mit Riick- 
sicht auf Resolventenbildung darbietet. Ist es méglich, Resolventen 
von besonders niedrigem Grade zu bilden, kann man gar die Auflésung 
der gegebenen Gleichung auf die Auflésung einer Reihe von Resolventen 
zurtickfiihren, deren jede fiir sich betrachtet einfacher ist, als die 
gegebene Gleichung selbst, so sagt man, die Gleichung besitzt einen 
besonderen Affect. Der weitgehendste Affect, welchen eine Gleichung 
haben kann, ist, dass ihre Auflésung auf eine Reihe von Abel’schen 
Gleichungen zuriickkommt, m. a. W. dass sie in bekannter Weise auf 
reine Gleichungen zuriickgefiihrt werden kann.*) 

Ob man nun einer vorgelegten Gleichung einen solchen Affect 
zuzuschreiben hat, durch welchen sie sich leichter lésen lisst, als 
eine allgemeine Gleichung desselben Grades, das kann erst entschieden 
werden, wenn festgesetzt ist, welche Gréssen als bekannt anzusehen 
sind, m. a. W. welcher Rationalititsbereich zu Grunde gelegt werden soll. 

Fiir unsere Theilungs- und Transformationsprobleme stellt sich 
diese Frage nun so, dass als rational bekannte Parameter die Formen 
derjenigen Stufe anzusehen sind, fiir welche das zu behandelnde 
Problem gestellt ist. Dagegen wird man irrationale Functionen dieser 


*) Vgl. Hilder, dieser Ann. Bd. 34. 
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Parameter nicht als bekannt ansehen wollen. Was also die Parameter 
betrifft, so ist die Definition des Rationalititsbereichs, in welchem wir 
uns bewegen wollen, durch die an die Spitze gestellte Einordnung der 
Fragestellung in die Stufentheorie bereits gegeben. 

Damit aber der Rationalititsbereich vollstindig bestimmt sei, muss 
auch festgesetzt werden, welche Zahlencoefficienten als rational gelten 
sollen: man muss sich dariiber entscheiden, ob man sich auf rationale 
Zahlen im eigentlichen Sinne beschrinken, oder ob man auch be- 
stimmte numerische Irrationalitiiten, wie z. B. Einheitswurzeln, als 
zulissig ansehen will. Dadurch ist eine gewisse Spaltung der folgenden 
Untersuchungen bedingt, indem immer die beiden Fragen zu beant- 
worten sein werden: 


I. Welchen Affect haben die vorgelegten Gleichungen, wenn man 
sich um die Zahlencoefficienten gar nicht kiimmert, sondern rein nume- 
rische Irrationalititen, deren man etwa im Laufe des Reductions-, 
bezw. Auflésungsprocesses bedarf, immer gleich adjungirt? 

II. Welchen Affect besitzen dieselben, wenn auch allen 2u be- 
nutzenden Zahlencoefficienten die Bedingung auferlegt wird, gemeine 
rationale Zahlen 2u sein? 

Nun existirt bekanntlich fiir jedes Gleichungssystem und jeden 
Rationalitiitsbereich eine Gruppe von Vertauschungen der Lisungs- 
systeme, welche die doppelte Eigenschaft besitzt: 

einmal, dass jede rationale Function der Lésungssysteme, welche 
bei allen Vertauschungen dieser Gruppe ihrem numerischen Werthe 
nach ungeindert bleibt, rational bekannt ist; 

dann aber auch, dass jede rationale Function der Lésungssysteme, 
deren Zahlenwerth rational bekannt ist, bei den Vertauschungen dieser 
Gruppe numerisch ungeindert bleibt. 


Diese Gruppe heisst ,,die Galois’sche Gruppe“ oder einfach ,,die 
Gruppe“ des Gleichungssystems in diesem Rationalitiitsbereich, 

Die Aufgabe, die Galois’sche Gruppe eines vorgelegten Theilungs- 
oder Transformationsproblems zu bestimmen, spaltet sich der oben 
erdrterten doppelten Auffassung des Rationalitiitsbereichs entsprechend 
wieder in 2 Aufgaben, Legt man den strengen Rationalitiitsbereich 
zu Grunde, der sein Gesetz auch den Zahlencoefficienten auferlegt, so 
fragt man nach der ,,arithmetischen Gruppe des Problems; lasst man 
die Zahlencoefficienten bei Seite und achtet nur auf die Parameter, 
so fragt man nach der ,,Gruppe der Monodromie.“ Letztere besteht 
aus denjenigen Vertauschungen der Lisungssysteme, welche man er- 
hilt, wenn man die Parameter irgend welche geschlossene Wege in 
ihrem Werthgebiete beschreiben liisst. Dass die so definirte Gruppe 
der Monodromie mit der Galois’schen Gruppe der vorgegebenen Glei- 
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chung iibereinstimmt, sofern man numerische Irrationalitiiten als un- 
wesentlich ansieht, darauf hat Herr Hermite 1851 aufmerksam gemacht; 
dass damit nur eine Seite der Frage getroffen wird, hat Herr Kronecker 
wiederholt betont. 

Bevor wir uns zur Discussion der einzelnen Probleme wenden, 
mdgen noch die iiblichen Bezeichnungen: ,,allgemeine“ und _,,specielle“ 
Probleme erliutert werden. Wenn man namlich nur nach den Modul- 
formen fragt, die zu den neuen Argumenten gehéren, so hat man es 
mit dem ,,speciellen“ Problem zu thun; das ,,allgemeine“‘ Problem fasst 
die eigentlichen Formen in’s Auge. Entstanden ist die Benennung 
in der Theorie der elliptischen Functionen, deren Werthe fiir ,,den 
speciellen Argumentwerth w == 0 in naher Beziehung zu den Moduln 
der betreffenden Stufe stehen, ja selbst als solche Moduln gewihlt 
werden kénnen; sie mége aber der Kiirze halber auch fiir die hyper- 
elliptischen Functionen beibehalten werden, obwohl hier der Ueber- 
gang vom speciellen zum allgemeinen Problem erst einen besondern 
Grenziibergang erfordert. Es entspricht niimlich das Werthsystem 
(w,, W,)==(0,0) bekanntlich den simmtlichen specialisirten Punktepaaren 
(a” =z’), (vgl. § 21); die eigentlichen hyperelliptischen Functionen 
werden daher fiir dasselbe — zum Theil wenigstens — unbestimmt, 
indem sie in der Form erscheinen. 


V. Abschnitt. 
Theilung durch eine ungerade Primzahl. 
§ 32. 
Formulirung des allgemeinen Theilungsproblems. 
Das Problem der allgemeinen Theilung ist bereits § 29 in folgender 
Weise formulirt worden: 
Gegeben sind die hyperelliptischen Functionen der Argumente 
Wa, @ai, Dee, Was, Was, 
gesucht die Functionen der Argumente: 
= » @a1, Wax, @a3, Was 
Sind die w gegeben als Summen einer geraden Anzahl von Iute- 
gralen mit bekannten oberen Grenzen und einem und demselben Ver- 
zweigungspunkt @, von dessen Auswahl sie dann unabhingig sind*), 
in den unteren: 
yee) 


y y y 
(102) W. - | dwa + | dwe eee 7] dwe, 


*) Wegen einer allgemeineren Wahl der unteren Grenzen vgl. § 42. 
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so erscheint die Aufgabe als identisch mit der folgenden: Punkte x 
zu bestimmen, fiir welche: 

¢ eee i. 
(103) ~ -| dWe + ] dWe +-:-: J dwWe 


ist. Von diesen 2y Punkten 2 sind natiirlich 2v — 2 willkiirlich; die 
Gesammtheit der unter einander dquivalenten Lisungssysteme soll im 
Folgenden nur als eine Lisung gezihlt werden. In dieser Festsetzung 
ist inbegriffen, dass die Reihenfolge der Stellen x als gleichgiiltig 
betrachtet, m. a. W. dass nur nach den symmetrischen Verbindungen 
derselben gefragt wird. 

In diesem Sinne hat das Problem n‘ Lésungen. Denn die w sind 
durch die y nur bestimmt bis auf ganzzahlige Multipla der Perioden; 
die ”. werden aber nur dann um ganze Perioden sich iindern, wenn 
die w um n-fache Perioden gefindert werden. Aendert man w um 

h,w, + h,w, + hyw, + hyw,, 
so gelangt man zu incongruenten Werthen der ~~; wenn man in- 
congruente Zahlen h wihlt. Indem jede derselben unabhiingig von 
den andern ” (mod, ”) verschiedene Werthe annehmen kann, erhiilt 
man in der That n* verschiedene Systeme der ~ und damit den in 
Aussicht genommenen Satz: 
Das allgemeine Theilungsproblem besitet n* Lisungen. 


Der Fall » = 2 ist hier mit inbegriffen, soll aber im Folgenden 
bei Seite gelassen und spiiter besonders behandelt werden, da er ge- 
wisse Besonderheiten darbietet. Ferner ist klar, dass die Theilung 
durch eine zusammengesetzte Zahl zuriickkommt auf die Theilungen 
durch die einzelnen Factoren. Demgemiiss bedeute n in diesem ganzen 
Abschnitt eine ungerade Primzahl. 


§ 33. 
Formulirung des speciellen Theilungsproblems. 
Ist das gegebene Werthsystem (w,, w,) == (0,0), so ist ein Werth- 


system der ~ ebenfalls = (0,0) und die zugehdérigen x sind rational 
bekannt, indem ein beliebiges System von paarweise conjugirten Punkten 
die Aufgabe list. Die iibrigen Werthsysteme der ae sind Perioden-n'*! 
und gruppiren sich, wenn » wie vorausgesetzt ungerade ist, in ein- 
facher Art paarweise zusammen. Ist nimlich = ein Perioden-n'', 


so gilt dasselbe fiir — ~, und diese beiden Werthe sind incongruent, 
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gehéren also zu verschiedenen Liésungssystemen. Fasst man _beide 
zusammen, so erhilt man das Resultat: 


Der Grad des speciellen Theilungsproblems kann von n‘ auf: 
(104) + (nt — 1) 
reducirt werden*), indem eine Lisung sich abspaltet wnd die andern 
sich paarweise zusammenordnen, 


Wird zur Vereinfachung der Darstellung in (103) »=1 ge- 
nommen, was stets angeht, so verlangt die Aufgabe, dass**) 


(105) n {fs | =o (modd, Perioden) 


werden soll. Das heisst aber nach der Umkehrung des Abel’schen 
Theorems nichts anderes, als dass 2 und x”, w-fach gezihlt, Null- 
punkte einer ganzen Function auf der Riemann’schen Fiche sind, 
m. a. W. dass zwei ganze rationale Functionen g, und y,_3***) von x 
existiren, sodass die Gleichung: 


(106) Qn + YnsViq = 0 

zwei n-fache Wurzeln besitzt, welche dann eben 2’ und x” sein werden. 
Die conjugirten Punkte 2’, 2” ergeben dann ebenfalls eine Lisung 
desselben Theilungsproblems (entsprechend dem Periodenbruchtheil 


_=, wenn die erste Lésung dem + = entsprach), und sind Null- 
punkte von: 


(107) Gn — Yn-3VIq = 9. 


Die 4 Stellen 2’, 2", x, x” zusammen sind aber auch Nullstellen 
einer quadratischen Form in x, die mit u, bezeichnet werden mige. 
Die ne Potenz dieser Form wird an denselben Stellen von derselben Ord- 
nung Null, wie das Product der beiden Formen auf den linken Seiten 
der Gleichungen (106) und (107); wird also eine multiplicative Con- 
stante in u, mit einbegriffen gedacht, so muss eine Identitat folgender 
Gestalt bestehen: 


(108) C= — v5-2°fe- 

Umgekehrt, wenn es gelingt, 3 Formen 4, gn, Yn—3 80 zu be- 
stimmen, dass eine solche Identitit besteht, so kann man zuniichst 
die rechte Seite derselben in die beiden Factoren g, + Yn—s /f, und 


*) Also fiir nm = 3,5,7... bezw. auf 40, 312, 1200. 
**) In bekannter abkiirzender Schreibweise. 
***) Die Indices der Formen bezeichnen hier und im Folgenden ihren 
Grad in a. 
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9n — Yn—s Vfg_spalten. Wiahrend nun u in zwei Paaren conjugirter 
Stellen verschwindet, kann an jeder einzelnen dieser Stellen immer 
nur einer jener Factoren Null werden. Es zerlegen sich also die zwei 
Paare conjugirter Stellen andererseits in zwei Paare entsprechend den 
beiden Factoren der rechten Seite; die Stellen jedes dieser letzteren 
Paare geben eine Lésung des Problems. 

Das Resultat dieser Ueberlegungen ist also: 

Jedes Paar conjugirter Lisungen des speciellen Theilungsproblems 
fithrt zu 3 Formen t., Gn, Yn—s, welche mit f durch eine Identitét von der 
Form (108) verbunden sind; umgekehrt, so oft drei solche Formen ge- 
funden sind, kann man aus ihnen zwei conjugirte Lisungen des speciellen 
Theilungsproblems ableiten. 

In der That ist die Aufgabe, u, g, y in dieser Weise zu finden, 
ein ganz bestimmtes algebraisches Problem. Die Anzahl der Coeffi- 
cienten dieser drei Formen ist nimlich: 

3+ (n+ 1) + (n— 2) —2n + 2; 
einer von ihnen kann jedoch der Formulirung der Aufgabe entsprechend 
willkiirlich angenommen werden, Andererseits ist die Gleichung (108) 
vom Grade 2” in x; damit sie identisch bestehe, sind 2” + 1 Verbin- 
dungen jener Coefficienten gleich Null zu setzen. Das specielle Theilungs- 
problem ist also bei diesem Ansatz zum Ausdruck gebracht durch 2n + 1 
Gleichungen zwischen 2n +- 1 Unbekannten. 

In erster Linie kommen von diesen 2”-+ 1 Unbekannten die 

Coefficienten von: 

(109) u, =az?+ 2ba+ec=—0 

in Betracht, indem dieselben die doch eigentlich gesuchten symme- 
trischen Functionen der Stellen 2’, x” vorstellen; in der That ist in 
der Bezeichnung (52): 

(110) X,: X,: X, —c:(— 2b): a4. 


§ 34. 
Untersuchungen von Clebsch. 


Die Abhandlung von Clebsch: Zur Theorie der bindren Formen 
6. Ordnung und der Dreitheilung der hyperelliptischen Functionen*) 
beschiiftigt sich mit einem speciellen Fall (w — 3) dieses algebraischen 
Problems, nimlich mit der Aufgabe, die Gleichung: 
(111) u,? = 0;? — fy 
zu einer identischen zu machen. 

Fiir Clebsch hatte diese Aufgabe zuniichst ein rein algebraisches 
Interesse, indem er (wie vorher schon Herr Cayley) in wu, — v,? eine 
Art Normalform der biniren Form 6. Grades sah. Er verschaffte sich 


*) Gott. Abh, Bd. 14, 1869. 
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einen Zugang zu diesem Problem, indem er damit begann, eine 
Lésung desselben, wie man jetzt sagen wiirde, zu adjungiren und 
die Aufgabe zu behandeln: wenn u,v, gegeben sind, u,, v, so ZU 
bestimmen, dass die Gleichung: 

(112) U.> — v5? = u,> — v5? 

zu einer identischen wird. Er zeigte dann, dass diese Aufgabe ausser 
der selbstverstindlichen Lisung uw’, v=v' noch 39 andere Lisungen 
besitzt, welche in 27 und 12 zerfallen. Jene 27 ordnen sich in 9 
Tripel, die sich durch eine Hesse’sche Gleichung 9. Grades bestimmen 
lassen; die 12 iibrigen Lésungen hiangen von der Resolvente 12. Grades 
dieser Hesse’schen Gleichung ab. 

Herr C. Jordan, dem Clebsch diese Gruppirung mittheilte, war 
damals eben mit den Theilungsgleichungen der Abel’schen Functionen 
beschiftigt und erkannte, dass dieselben Gruppirungseigenschaften dem 
speciellen Dreitheilungsproblem der hyperelliptischen Functionen (p= 2) 


‘zukommen. Daraufhin gelang es Clebsch in der That, das letztere 


Problem auf seine algebraische Aufgabe zuriickzufiihren. Er bedient 
sich dabei (fiir uns unndéthigerweise) einer Darstellung des hyperellip- 
tischen Gebildes im terniiren Gebiet (Curve 4. Ordnung mit einem 
Doppelpunkt); der Rationalitiitsbereich, in welchem er sich bewegt, 
gehort zu einer Zerlegung von / in g,-¥,, wie solche § 24 gelegentlich 
Erwahnung fanden. Im iibrigen entspricht der Ansatz von Clebsch 
ganz dem allgemeinen Ansatz des § 33. 

Entsprechend seiner urspriinglichen Auffassung des Problems als 
eines solchen canonischer Darstellung betrachtet Clebsch als Unbekannte 
nicht die Coefficienten von w, auch nicht die Simultaninvarianten von 
w und f, sondern die Simultaninvarianten von uw und v, sodass seine 
Resultate, soweit sie explicite algebraische Darstellungen der auf- 
tretenden Resolventen enthalten, nicht unmittelbar fiir die Theorie der 
hyperelliptischen Functionen nutzbar sind. Ueberhaupt scheint das 
stricte Festhalten an dem Princip, nur mit reimen Invarianten zu 
operiren, zu Rechnungen von grésserer Complicirtheit zu fiihren, als 
es die algebraische Natur des Problems an und fiir sich bedingen 
wiirde; eine Bemerkung, die auf sehr viele Entwickelungen mancher 
Invariantentheoretiker Anwendung findet. 


§ 35. 
Weitere Discussion der allgemeinen Theilung. 


Es mége wieder an die Formulirung des allgemeinen Theilungs- 
problems angekniipft werden, wie sie § 32, Glchg. (102) u. (103) 
gegeben wurde: 2u Stellen y sind gegeben, 2 Stellen 2 sind so zu 
bestimmen, dass: 
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(113) frfen, =f fa fy (mod, Per.) 


wird. Um diese Gleichung zwischen transcendenten Functionen in 
eine algebraische Gleichung umzusetzen, wollen wir zunichst con- 
jugirte Stellen nicht unterscheiden; m. a. W. es mége auf der rechten 
Seite der Congruenz (113) vor jedes Integral +- geschrieben und alle 
so entstehenden 2?" Probleme in eines zusammengefasst werden. 

Die Stellen y zusammen mit ihren conjugirten sind Nullstellen 
einer bestimmten Form v;,; die Stellen 2 zusammen mit ihren con- 
jugirten werden erhalten werden durch Nullsetzen einer zu bestimmen- 
den Form u2,. Andererseits zeigt die Congruenz (115), dass die Stellen 
y zusammen mit den m-fach gezihlten Stellen z Nullstellen einer 
ganzen Function: 


(114) Invtu + Yartu-sV fy 


auf der Fliche sein miissen; die conjugirten Stellen sind dann Null- 
stellen von: 


(115) Jnvtu — Yartu—3 Vio: 
Demnach muss eine Identitaét der Form bestehen: 


(116) wo=9+rVA)G—rVI)=9 —7F. 

Sobald umgekehrt Formen uw, g, y gefunden sind, welche diese Glei- 
chung zu einer identischen machen, werden von jenen 2?" Problemen 
zwei gelést sein, nimlich eines, bei welchem die gegebenen Stellen 
sich simmtlich unter den Nullstellen von: 


g+vVF 


und eines bei welchem sie sich simmtlich unter den Nullstellen von: 


9—vVf 
befinden. Das Resultat dieser Ueberlegungen ist demnach: 

Sind nur die Argumentwerthe y, nicht die Stellen y der Riemann’- 
schen Fliiche gegeben, so représentirt die Gleichung (113) 2?“ ver- 
schiedene Theilungsprobleme; alle diese sind in der Forderung enthalten, 
U2y, Invtuy Pavtu—s SO 2u bestimmen, dass identisch: 

uv = ha a y? f 

sei. Sind aber nicht nur die Argumentwerthe y, sondern auch die 
Stellen y gegeben , so sind von den Lisungen dieses algebraischen Problems 
nur diejenigen beizubchalten, in welchen die Stellen y', yy”... y®#) 
Nullstellen eines und desselben der beiden Factoren g9 + yVf, 9 —vVif 
sind; die gesuchten Stellen x sind dann n-fach gezthlt die tibrigen Null- 
stellen eben dieses Factors. 
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§ 36. 
Die Monodromiegruppe der speciellen Theilung. 


Nachdem wir unsere Theilungsprobleme in bestimmte algebraische 
Formulirung gebracht haben, wenden wir uns zur Aufsuchung ihrer 
Gruppen und beginnen mit der Monodromiegruppe der allgemeinen 
Theilung. Wir bediirfen zuniichst einer passenden Bezeichnung der 
Lésungssysteme: ihnlich wie Herr C. Jordan*) bezeichnen wir das 
dem Perioden - n'*!: 

(117) 4 @ + Vp@q + Vg 0s + Y4 Wy 


n 





entsprechende Lésungssystem mit: 

(118) Serer e° 

Die Zahlen v sind dabei mod. zu nehmen; durchliuft jede derselben 
m incongruente Werthe, etwa 0, 1,2...%m—41, so reprisentirt 
(118) die »* verschiedenen Lésungssysteme, jedes nur einmal. 

Die Parameter (§ 31), auf welche sich die Monodromiegruppe 
bezieht, sind die Coefficienten von f. Durchlaufen dieselben irgend 
welche geschlossenen Wege, so treten an Stelle der Perioden @ neue, 
a’, vermége der Substitutionen (12) des § 4 (vgl. § 8). Das Perioden 
vl (117) geht dabei iiber in: 


v0, + Ve@_ + ¥,@, + va, 
n ? 





und wenn dies gleich: 


Vy + v9 2 + ¥5' @s + V4 Oy 
n 





ist, so hat sich das Lésungssystem (118) in das andere: 

Sy’, m1, V5', %y 
verwandelt. Die » hiingen aber mit den v zusammen*) durch die 
Congruenzen : 


Vy Sa, % + A,r + A,r; + a4, 
Vy = bv, + bv, + bv, + b,%, 
Vy = O,Y, + Cy %, + Cy¥y + C4%, 
vy =a, ry, + dv, + dv, + dyv,. 


Indem diese Congruenzen die Indices derjenigen Lésungssysteme 
angeben, welche bei den Operationen der Monodromiegruppe an die 
Stelle gegebener Lésungssysteme treten, kann man sagen: 


(119) (mod. 2) 





*) Traité des subst. p. 356. 
**) Man vergleiche die Transformation der Elementarcharakteristiken in § 6, 
Gl. (31) u. (31a). Dabei ist nur zu beachten, dass dort h’ fiir », h fiir »’ steht, 

















— 


Systematik der hyperelliptischen Functionen. 259 


Die Monodromiegruppe des speciellen Theilungsproblems ist definirt 
durch das Congruenzensystem (119), dessen Coefficienten den Bedingungen 
des § 4 (mod. n) geniigen miissen. 

Mit Riicksicht auf § 15 kann dies Resultat auch so ausgesprochen 
werden: 

Die Hauptgruppe der Modulfunctionen (§ 13) reducirt sich durch 
Adjunction der Principaluntergruppe n‘* Stufe auf eine Gruppe, eu 
welcher die Monodromiegruppe der speciellen n-Theilung holoedrisch 
isomorph ist. 

Die Ordnung (Anzahl der Operationen) der letzteren Gruppe ist 
also gleich dem Index der Principaluntergruppe n'** Stufe, niimlich 
(nach Gl. (49)): 

N = (nt — 1) - m3. (mn? — 1)- 

Das Lésungssystem So), bleibt bei allen Operationen der Gruppe 

an seiner Stelle, wie es sein muss, da es ja rational bekannt ist. 


§ 37. 
Die Monodromiegruppe der allgemeinen Theilung. 
Ks sei die einzelne Lésung wieder mit einem Buchstaben bezeichnet: 
&,,. Vo, Vay Va? 
entsprechend dem zugehérigen Argumentensystem: 
W + v4; 4 + My Wg + Hy + 74 4 
n 
Diese Bezeichnung wird dann eine ganz bestimmte sein, wenn iiber 
die Integrationswege, auf welchen die Integralwerthe w erhalten werden, 
eine bestimmte Festsetzung getroffen ist. Es werde vorausgesetzt, 
dass das geschehen sei; in welcher Weise, ist gleichgiiltig. 

Um nun die Monodromiegruppe des Problems zu erhalten, wird 
man einerseits die Coefficienten von f, andererseits die Stelle (y, /f(y)) 
geschlossene Wege durchlaufen lassen miissen. Die erstere Operation 
fiihrt die Indices v, den Resultaten von § 36 zufolge, in andere v’ 
iiber, welche mit jenen durch die Congruenzen (119) verbunden sind. 
Durchliuft aber eine Stelle y etwa den ersten Periodenweg, so ver- 
mehrt sich v, um 1, bei wiederholtem Umlauf um eine beliebige ganze 
Zahl; dasselbe lasst sich bei den tibrigen v erreichen. Die Monodromie- 
gruppe G des allgemeinen Theilungsproblems kann also definirt werden 
durch ein System von Congruenzen, welches aus dem System (119) durch 
Zufiigung additiver Glieder entsteht , etwa: 

oy = 2 + Mt i 2 ri A cae 

‘ vy = B+ by 2V2 3¥3 44> 
7 vy = C+ 4M + Cr + OY; + OY, ainsi 

vy, =D+dy, +a, + dv, + dr. 





17* 
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Diese Gruppe besteht aus: 
n'.N 
Operationen, wo N in (49) definirt ist. 
Es mége hier sogleich die Frage nach Untergruppen von G ge- 
stellt werden, die wir fiir das specielle Problem erst spiiter aufwerfen 
werden. Man erkennt zuniichst unmittelbar: 


Ein erstes Beispiel einer solchen Untergruppe liefert die Monodromie- 
gruppe g, des speciellen Theilungsproblems fiir dieselbe Zahl n. 
Der Index von g, in Bezug auf G ist n‘. 


Eine zweite Untergruppe g, wird gebildet von den Substitutionen 
der Form: 


vy =»,+A, 
v, =v,+ B, 
aes v3 =v,+ C, 
v, =y,+ D. 


Diese Untergruppe ist innerhalb der Gruppe G ausgezeichnet. Denn 
aus den Congruenzen: 


v, =A+a,y,+a,v,+---, ete, 

vy, =v, + A, etc., 

v,"=c,(v," — A) + d,(v,” — B) —--., ete. 
in welchen die ¢,, d,, ... (vgl. § 4, Gl. (14)) das inverse System zu 
dem der a bilden, folgt sofort: 

vy," =y,+ A"; 

d. h. wird eine Operation von g, durch eine Operation von G trans- 
formirt, so wird wieder eine Operation von g, erhalten. Das aber ist 
die charakteristische Kigenschaft einer ausgezeichneten Untergruppe. 

Der Index dieser Untergruppe in Bezug auf G ist N. 

Zu diesen beiden Untergruppen suchen wir nun zugehdrige 
Resolventen. 

Bei allen Operationen der Untergruppe g, bleibt Sy...) an seinem 
Platze; andererseits wird diese Wurzel bei jeder Operation von G, 
welche nicht zu g, gehért, durch eine andere Syzcp ersetzt. Eine zu 
g, gehérige Resolvente ist also die Gleichung, von welcher Spo). ab- 
hingt, m. a. W.: 

Zu der Untergruppe g, des allgemeinen Theilungsproblems gehirt 
als Resolvente eben dieses allgemeine Theilungsproblem selbst. 

Eine Resolvente, welche der Untergruppe g, zugehért, wird er- 
halten werden, wenn man eine Function der S kennt, welche bei den 
Operationen dieser Untergruppe unveriindert bleibt. Da nun diese 
Operationen dadurch zu Stande kommen, dass die Stellen y ge- 
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schlossene Wege beschreiben, so wird die gesuchte Function von 
diesen Stellen rational abhiingen miissen. Solche Functionen sind 
aber die Lidsungen des speciellen Theilungsproblems. Die einzelne 
Wurzel desselben wiirde jedoch dem hier in’s Auge gefassten Zwecke 
insofern nicht entsprechen, als sie nicht nur bei den Operationen 
von g,, sondern auch noch bei andern Operationen ungeiindert bleibt. 
Da jedoch diese hinzutretenden Operationen fir jede Wurzel des 
speciellen Theilungsproblems andere und andere sind, so wird eine 
Function dieser Wurzeln, welche bei keiner zulissigen (in g, ent- 
haltenen) Vertauschung derselben ungeindert bleibt, m. a. W. so wird 
eine Wurzel der im Sinne der Monodromiegruppe gebildeten Galois’- 
schen Resolvente des speciellen Theilungsproblems sich als zweck- 
entsprechend erweisen. Auf diese Weise gelangt man zu dem Resultate: 

Zur Untergruppe g, gehirt als Resolvente des allgemeinen Theilungs- 
problems die im Sinne der Monodromiegruppe zu bildende Galois’sche 
Resolvente des speciellen Theilungsproblems. 

Ob man nun die Wurzel einer solchen Resolvente adjungirt oder 
stimmtliche Wurzeln des speciellen Theilungsproblems selbst, hat ganz 
die gleiche Wirkung; es soll deshalb im Folgenden der Kiirze halber 
zumeist von letzterer Operation gesprochen werden, 


§ 38. 


Auflésung des allgemeinen Theilungsproblems nach Adjunction der 
Wurzeln des speciellen.*) 


Wird nun der Rationalitiitsbereich erweitert, indem die Wurzeln 
der speciellen Theilungsgleichung als bekannt angenommen werden, 
so erscheinen neben den y nicht mehr die Coefficienten von f, sondern 
eben diese Wurzeln als die Parameter, welche bei Bestimmung der 
Monodromiegruppe des allgemeinen Problems zu Grunde zu legen sind. 
Werden aber siimmtliche Wurzeln des speciellen Theilungsproblems zu 
ihren Anfangswerthen zuriickgefiihrt, so kehrt auch jeder Perioden- 


bruchtheil 
V4 Oy + Vp @y + Hy Wy + 94 Wy 
n 





wieder zu seinem Anfangswerth zuriick, demnach auch jedes §S,, ,,.»,,»5 
sodass die Monodromie dieser Parameter itiberhaupt keine Permutation 
der S bewirkt. Solche Permutationen kénnen also nur noch durch 
die Monodromie der Stellen y hervorgebracht werden: diese aber 
liefert keine andern Operationen als die der durch die Congruenzen 
(121) definirten Untergruppe g,. M. a. W.: 


*) Vgl. Hermite, Cr, J. Bd. 32, p. 277 (Jacobi’s ges. W. Bad. II, p. 87). 
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Durch Adjunction stimmtlicher Wurzeln des speciellen Theilungs- 
problems reducirt sich die Monodromiegruppe des allgemeinen auf die 
Gruppe J». 

So fihrt die directe Betrachtung der Monodromie der neuen Para- 
meter zu demselben Resultat, zu welchem auch der allgemeine Satz 
der Algebra gefiihrt haben wiirde: 

Adjunction der Wurzeln einer ausgezeichneten Iesolvente reducirt 
das Hauptproblem, ohne es ganz zu ldsen.*) 

Die Gruppe g, auf deren Untersuchung man so gefiihrt ist, hat 
einen sehr einfachen Aufbau: alle ihre Operationen sind untereinander 
vertauschbar. Eine Gleichung, deren Gruppe diese Kigenschaft besitzt, 
nennt man eine Abel’sche Gleichung**). Die Gruppe erwiichst aus 4 
erzeugenden Operationen, welche in Vermehrung je eines v um 1 be- 
stehen; jede derselben besitzt eine Periode =x. In Folge dessen ist 
unsere Gleichung durch Nebeneinanderstellen von vier »'*® Wurzeln lés- 
bar, und wir kénnen das Resultat zusammenfassen in dem Satze***): 

Nach Adjunction der Wurzeln des speciellen Theilungsproblems 
findet das allgemeine seinen Ausdruck in einer vierfaltigen Abel’schen 
Gleichung und ist daher algebraisch, ndmlich durch 4 nebeneinander- 
gestellte n Wurzeln, lisbar. 

Die wirkliche Ausfiihrung der Auflésung geschieht in bekannter 
Weise durch die Resolvente von Lagrange; man vgl. iibrigens § 31. 


g 39, 


Resolventen des speciellen Theilungsproblems auf Grund der 
Monodromiegruppe. 


Wir wenden uns nunmehr wieder dem speciellen Theilungsproblem 
zu und stellen zuniichst die Frage nach ausgezeichneten Untergruppen. 
Eine solche ist die Gruppe von nur zwei Operationen: 


, , 


Vv; —= V5 vy = = "5 
, , 
VY, =V, v, =— Va 
(122) ae *? \ (mod. ») 
y= V3) ~~ = 3) 
oe O niein 
Vy == W%, ~.=- V4. 


Eine zugehérige Resolvente muss zur Wurzel eine Function der 
Lésungen haben, welche ungeiindert bleibt, wenn simmtliche Perioden 


*) Vgl. etwa C. Jordan, tr, des subst. p, 261 oder Netto, Substitutionen- 
theorie p. 264, 
**) Vgl. etwa C. Jordan, a. a. O. p. 286 oder Netto, a. a, O. p. 189 ff. 
***) Clebsch und Gordan, Abel’sche Functionen § 70. 
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im Vorzeichen geiindert werden, also den Theilwerth einer geraden 
hyperelliptischen Function. Es folgt hieraus: 

Die specielle Theilung lisst sich spalten in ein Problem mit einer 
Gruppe der Ordnung > N und in ein Problem mit einer Gruppe der 
Ordnung 2. Als das erstere kann die specielle Theilung der geraden 
Functionen gewdhlt werden; ist dieselbe erledigt, so erfordert die Theilung 
der ungeraden Functionen nur noch die Ausziehung einer Quadratwurzel. 

Es ist dieser Spaltung schon oben bei der algebraischen Formu- 
lirung (§ 33) Rechnung getragen worden, als zwei conjugirte Lisungen 
zusammengefasst und damit der Grad des Problems von n*—1 auf 


3 (n* — 1) herabgedriickt wurde; doch konnten wir damals noch nicht 


schliessen, dass nachher eime Quadratwurzel ausreicht. — 

Die Gruppe des geraden Problems lisst sich nun am einfachsten 
schreiben, wenn man die v nur als Verhiiltnissgréssen auffasst: die 
Quotienten der v bleiben ja ungeiindert, wenn man die v alle das Vor- 
zeichen wechseln liisst. Setzt man, um dies auszudriicken, einen 
Proportionalititsfactor @ zu, so erhilt man fiir die Monodromiegruppe 
des speciellen Theilungsproblems der geraden Functionen die Form: 

OY) HAM + A, %y ++ A;,%5 + y%, 
(123) Or by, + b,v, + dbyvy + dyr%, (mod. ») 

OV; CY, + 62%, + CVs + C,r%, 

ey = dy, + dv, + dv, + dy, 
Dabei hindert die Bedingung: 

(abed) = 1, 

welcher die Coefficienten geniigen miissen, dem Multiplicator @ andere 
Werthe als +- 1 beizulegen. 

Nach den Untersuchungen des Herrn C. Jordan*) ist diese 
Gruppe einfach, d. h. sie enthilt keine ausgezeichnete Untergruppe 
mehr, 

Es ist also eine weitere Spaltung des speciellen Theilungsproblems 
nicht mehr médglich. — 

Wenn sonach auf eine Zerlegung des Auflésungsprocesses in 
einzelne Schritte verzichtet werden muss, so bleibt nur noch die Frage 
nach geeigneten Gleichungen, welche als algebraischer Ausdruck des 
Problems gelten kénnen, d.h. die Frage nach (nicht ausgezeichneten) 
Untergruppen und Resolventen, Bei der Beantwortung dieser Frage 
wird man sich wieder leiten lassen durch die Resultate, welche die 
Behandlung der entsprechenden Frage in der Theorie der elliptischen 
Functionen geliefert hat. Als das wichtigste Resultat erscheint dort, 


lll Il 


*) Tr, des subst, p. 176 ff. 
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dass das specielle Transformationsproblem eine Resolvente des speciellen 
Theilungsproblems ist: wihrend dem letzteren eine Gruppe zukommt, 
die durch die Congruenz: 


124 Om HQ + 4% } mod. ” 
-_ ov, =b,y, + bv, ' 
mit der Bedingung: 
a,b, — b, a, =1 (mod. n) 

dargestellt ist, bleibt die einzelne Wurzel des Transformationsproblems 
ungeaindert bei derjenigen Untergruppe von (124), welche durch die 
Congruenz: 
(125) @, = 0 (mod. n) 
definirt ist, bezw. bei einer mit dieser gleichberechtigten Untergruppe. 

Versucht man nun aus der Gruppe (123) in ahnlicher Weise, wie 
dies durch (125) aus der Gruppe (124) geschieht, Untergruppen ab- 
zuscheiden durch Congruenzen, welchen die Coefficienten unterworfen 
werden, so sieht man leicht, dass das in doppelter Weise geschehen 
kann. Man kann erstens 

bb =¢=d,=0 
annehmen; der Bilinearrelationen (15) wegen muss dann auch: 
%® =¢,=0 
gesetzt werden, sodass das Coefficientenschema die folgende Gestalt 
annimmt: 
@ G@, G &% 


(126) 0B Bb b, heh w 
. (mod. » 

00 @ 

0d& ad a, 


Die stehengebliebenen Coefficienten miissen dabei selbstverstiindlich 
noch den iibrigen Bilinearrelationen geniigen. 

Man kann aber zweitens auch den vierten Theil des Schema’s mit 
Nullen anfiillen, sodass es folgende Gestalt annimmt: 


a, a, as a 


b, b, bs by 
(127) 00 a4 «f- (mod. 2) 
00d d& 


und dann die so definirte Gruppe betrachten. 

Es erheben sich nun die beiden Fragen nach den Indices dieser 
beiden Arten von Untergruppen und nach zugehérigen Resolventen. 
Fiir die Gruppe (126) kann man die letztere Frage direct angreifen 
und damit auch zugleich die Beantwortung der ersteren erreichen.*) 


*) H. Weber, annali di mat, ser, II, t. 9, p. 156. 
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Sei wieder s,,,,»,», die allgemeine Bezeichnung fiir die Wurzeln des 
speciellen Theilungsproblems: man bilde, unter g eine primitive Wurzel 
der Primzahl  verstanden, eine cyklische Function der Lésungssysteme: 


10002 Sg000» Sy*000 + + + S:n—2o90 » 
so wird dieselbe bei allen Operationen der Gruppe (126) und bei keinen 
andern ungeandert bleiben. Denselben Dienst wird aber auch eine 
symmetrische Function dieser Wurzeln leisten, da die Operationen, 
bei welchen eine solche sonst noch ungeiindert bleibt, der hier zu 
Grunde zu legenden Gruppe (123) des speciellen Theilungsproblems 
iiberhaupt nicht angehéren. Es midge also etwa die Summe: 


(128) C = 81000 + 82000 + S000 + + * * F Sn—1,000 

den folgenden Auseinandersetzungen zu Grunde gelegt werden. Der 
Grad der Resolvente, welcher C geniigt, bestimmt sich folgender- 
massen: Durchlaufen die Parameter bestimmte Wege, sodass etwa 
Sioo9 1D Sy,,%,»,%, Ubergefiihrt werden, so ist damit allein schon vollig 
bestimmt, in welche Werthe die iibrigen in C auftretenden s iiber- 
gehen: AUS Syooq WIA Sov, 2%, 2,2% BUS Sgo99 S39,,392,3%,3, U 8. f, Die 
n' — 1 Wurzeln des speciellen Theilungsproblems lassen sich also in 
der Weise in Reihen von je » —1 Wurzeln zusammenfassen, dass 
die Summe der Wurzeln jeder Reihe einen der Werthe liefert, welche 
C bei den Operationen der Gruppe des Problems annimmt. C besitzt 


also <i verschiedene Werthe, und das Resultat ist: 


Der Grad der Resolvente, welcher C geniigt, ist: 
pat tat 1; 
dieselbe Zahl giebt also den Index der Untergruppe (126) an. 
Im Falle n = 3 ist iibrigens diese Resolvente fiir C keine andere 
als diejenige, welche die specielle Theilung der geraden hyperelliptischen 


Functionen liefert; da nimlich stets 2v == — v (mod. 3), so reducirt 
sich C in diesem Falle auf: 








Sy, bee rtm th S—1y— In — ry, — 4° 
Die Untersuchung der Untergruppe (127) beginnen wir am be- 
quemsten damit, dass wir ihre Ordnung (die Anzahl ihrer Substitu- 
tionen) direct abzihlen und aus dieser den Index ableiten. Von 
den aus den Bilinearrelationen (15) entspringenden Congruenzen ist 
hier die erste identisch erfiillt, die folgenden liefern (mod. m): 


(129) a,¢, + bd, =1, 
(130) a,¢, +b,d,=0, 
(131) a0; + body = 0, 
(132) a,¢, + b,.d,=1, 


(133) gC, a A, Cy at. bd, — b,d, = 0. 
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Wird: 
d, = wa, a, = vd, 


gesetzt, so folgt aus (130) und (131): 


¢=— eb, b, = — Ves; 
wird beides in (132) eingesetzt, so folgt mit Riicksicht auf (129): 
(134) —pv=l1. 


Nun kénuen zuniichst, wie aus der entsprechenden Untersuchung 

fiir.den elliptischen Fall hervorgeht, 
a, db, C3, dy 
auf n(n? — 1) verschiedene Arten so gewihlt werden, dass (129) er- 
fiillt ist. Die Congruenz (134) lisst sich durch » — 1 Werthepaare 
#, v befriedigen; jedes derselben liefert, wenn a,, b,, ¢,, d, fixirt sind, 
eine und nur eine Bestimmung fiir a,, b,, ¢,, dy Sind auch diese 
festgelegt, so lassen sich von den 4 noch iibrigen Coefficienten ay, a,, 
b,, b, immer drei willkiirlich wihlen und der vierte so dazu bestimmen, 
dass auch (133) erfiillt ist; und zwar nur auf eine einzige Weise, denn 
man tiberzeugt sich leicht, dass ¢,, ¢,, d,, d, niemals alle gleichzeitig 
== 0 werden. Dies liefert also noch n* Méglichkeiten, und man er- 
hilt so fiir die Ordnung der hier zu bestimmenden Untergruppe die 
Zahl: 
(n®? ~ 1)n-(n— 1)- 0 


und also fiir ihren Index (vgl. (49)):*) 
(1385) Mtoe) Wt) + e+ 041. 


Nun werden wir spiiter zeigen, dass die Gruppe (127) die Gruppe 
des speciellen Transformationsproblems ist; vorgreifend kénnen wir 
also sagen: 


Die zweite der oben aufgestellten Untergruppen fiihrt zu einer 
Resolvente des speciellen Theilungsproblems, welche nichts anderes ist als 
der Ausdruck des specicllen Transformationsproblems. Der Grad der- 
selben ist derselbe, wie der der Resolvente fiir C, niimlich 

W+n?+t+n+ il, 

Was nun die Frage nach etwa noch weiter vorhandenen Unter- 
gruppen und zugehérigen Resolventen betrifft, so hat Herr C. Jordan**) 
fiir » = 3 Untergruppen von den Indices 45, 40, 36, 27 angegeben 
und gezeigt, dass die Resolvente 27. Grades denselben Affect besitzt, 
wie die Gleichung, von welcher die Bestimmung der 27 Geraden einer 





*) Eine andere Ableitung fiir diese Zahl giebt C. Jordan, traité p. 666. 
**) a, a, O. p. 365 ff p, 416 ff. 
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Fliiche III. Ordnung abhingt. (Ueber die wirkliche Reduction beider 
Probleme auf einander vergleiche man den Brief von F. Klein an 
C. Jordan, Journ. de math. sér. 4, t. 4, p. 169). 

Ferner hat C. Jordan gezeigt*), dass fir m=3 keine Resol- 
vente von niedrigerem als dem 27. Grad, und angegeben**), dass fiir 
n=5 keine Resolvente von niedrigerem Grad existirt als der des 
speciellen Transformationsproblems (= 156). 

Herr Gierster hat***) die analoge Frage im Gebiet der ellip- 
tischen Functionen dadurch zum Abschluss gebracht, dass er unter- 
suchte, wie man aus den bekannten endlichen Gruppen bindrer linearer 
Substitutionen entsprechende Gruppen biniirer linearer Congruenzen ge- 
winnen kénne, und indem er den Beweis hinzufiigte, dass man auf 
diese Weise siimmtliche Untergruppen enthiilt. 

Damit mégen die Angaben tiber die Monodromiegruppe des speciellen 
Theilungsproblems abgeschlossen sein. 


§ 40, 
Arithmetische Gruppe des speciellen Theilungsproblems. 


Wir wenden uns nuumehr der Frage nach der arithmetischen 
Gruppe zu. Eine untere Grenze fiir dieselbe ist durch die Monodromie- 
gruppe gegeben; eine obere Grenze liefert der bekannte Satz: Sobald 
irgend eine Verbindung der Wurzeln des Problems rational bekannt 
ist, kann die Galois’sche Gruppe desselben jedenfulls nicht grésser sein, 
als dass diese Function bei allen Vertauschungen derselben ihren nume- 
rischen Werth behdilt. 

Eine solche Function wird nun durch das Additionstheorem in 
der That geliefert. Aus demselben folgt nimlich: Ist: 
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Pen , 

, 
‘ v,' =v, + vy, 
(136) = - 
v, =; + %, 
_ ’ 
vy, =%y+%,; 
so ist S,,”»,”»,”»," im Sinne des hier zu Grunde zu legenden Ratioualitiits- 
bereichs eine rationale Function von §,,y,»,,, und S,/»,’»,; mit rationalen 

Coefficienten; es besteht also eine Gleichung der Form: 


(137) 8 — R(s,,, sy) = 0. 


Die unke Seite dieser Gleichung ist hiernach eine rational bekannte 
Function der Wurzeln. Die arithmetische Gruppe unseres Problems 


(mod. ») 


*) a a. O. p. 319 ff 
**) a, a, O. p. 667. 
***) Dieser Ann, Bd. 18. 
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kann also nur aus solchen Vertauschungen der Wurzeln bestehen, 
bei welchen diese Function, die gleich Null ist, auch Null bleibt; 
und sie ist nur Null fiir: »” —»- vv’ (wie die Congruenzen (136) 
kurz zusammengefasst werden mégen), Damit ist das erste Resultat 
erhalten: 


Die arithmetische Gruppe des speciellen Theilungsproblems kann nur 
aus solchen Vertauschungen der Lisungssysteme bestehen, bei welchen 
Beziehungen der Form: 
ungedndert bleiben. 

Diese Vertauschungen lassen sich nun, wie ©. Jordan®*) fiir 
den elliptischen Fall gezeigt hat, in folgender Weise bestimmen. Sei: 
(138) Vi = fil, Voy V3 %4); (¢= 1,2, 3,4) 
eine solche Substitution, so kann aus dem Umstande, dass mit 


v’ =v-+~y' wugleich vy’ = v-+ 7 sein soll, geschlossen werden, dass 
die Functionen f die Eigenschaft haben miissen: 


(139) f(y bys = My + 4) SAM, + + %) + f(r, > ++ %!/). 
Daraus folgt, indem man v’ =v setzt, dann v = 2yv u.s. f., dass 
allgemein: 
(140) fi(my,, +++ mv) = mfi(r,,+++%%) (mod. n) 
sein muss. Andererseits liefert Wiederholung von (139): 
filmy ey my” + Hy", +++) 
Sf, - +) AM DEA) FAO + +) 
und hieraus folgt, wenn ausser v,, v,, v,", v,” alle v=0 gesetzt 
werden und zur Abkiirzung fi:(v), fi2(v), fis(v) , fia (v) bezw. statt 
fi(v, 0, 0, 0), f:(0, v, 0, 0), f:(0, 0, v, 0), f:(0, 0, 0, v) geschrieben wird: 
FC» V2’ V3") M4”) = fir(%) + fia (v2) + fis(¥s") + fara”), 
wo jetzt die oberen Indices auch weggelassen werden kénnen. Die 
einzelnen f;, miissen nun selbst der Functionalgleichung geniigen: 


fa(v + v) =falr) + fal), 
und diese fiihrt (wie (139) zu (140)) zu: 
fix (mv) = mfix(v) 


fix(m) = mfx (1) = am, 
wo a, eine Constante ist. Damit ist fiir die Substitutionen (138) die 
Form gewonnen: 


v=v+y 


und: 





*) a. a, O. p. 346. 
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Vy =a, + a,% + av; + a,%, 
(141) Vy = by + b,v, + bsg + yy, 
Vy SOM CM, + OyYs + O4%, 
vy = dy, + d,v, + dyv, + d,r%y, 
Die a, b, c, d sind dabei zuniichst keiner andern Bedingung unter- 
worfen, als dass ihre Determinante nicht = 0 (mod. m) sein darf, da 
sonst die Congruenzen (141) keine Substitution darstellen. Also folgt: 

Beziehungen der Form v" =v-+-v' bleiben nur bei den Opera- 
tionen der linearen Gruppe (141) erhalten. 

Folglich ist die arithmetische Gruppe des speciellen Theilungsproblems 
in dieser Gruppe enthalten. 

Andererseits ist auf Grund eines allgemeinen Satzes*) bekannt, 
dass die Monodromiegruppe eine ausgezeichnete Untergruppe der arith- 
metischen Gruppe ist. Nun kann aber die allgemeinste Untergruppe 
von (141), welche die Monodromiegruppe ausgezeichnet enthilt, durch 
folgende Ueberlegung**) bestimmt werden: Bei allen Operationen der 
Monodromiegruppe bleibt die Bilinearform: 

(142) V,Vs — V5 Y, + VY, — V4 V2 

(mod. ”) erhalten; und zwar ist dies die einzige Bilinearform, welche 
diese Kigenschaft hat. Soll also eine Operation mit der Monodromie- 
gruppe vertauschbar sein, so muss sie die Bilinearform (142) in eine 
Function derselben verwandeln. Soll diese Operation zugleich unter 
der Gruppe (141) begriffen sein, so kann diese Function, da sie wieder 
eine Bilinearform sein muss, nichts anderes sein als ein Multiplum 
der urspriinglichen Bilinearform. Also: 

Eine lineare Substitution, welche mit der Monodromiegruppe ver- 
tauschbar ist, dndert die Bilinearform (142) nur um eine multiplicative 
Constante. 

Aber alle Substitutionen, welche diese Eigenschaft haben, ge- 
niigen***) den Relationen: 

[a,b] =0, [a,c] =D, aaa 
x ne —_ yp, ¢ (mod. ) 
[d, c])=0, [b, qj=D, [¢, d) =0, 
wobei D nur nicht = 0 (mod. m) sein darf, damit tiberhaupt eine 
Substitution erhalten wird. Damit ist nun das Resultat erhalten: 
Die arithmetische Gruppe des speciellen Theilungsproblems ist ent- 


halten wn derjenigen Untergruppe der linearen Gruppe (141), welche 
durch die Congruenzen (143) charakterisirt ist. 


(mod. ») 


lll Il 


(143) 


*) C. Jordan, tr. des subst. p. 278, 
**) C, Jordan benutzt a. a. O. p. 363 eine andere Ucberlegung. 
***) C, Jordan, a. a. O, p. 172. 
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Nun enthilt (was ganz ebenso wie § 15 abzuziihlen ist), die 
Gruppe (143): 
(n—1)N 
Operationen, unter N die Ordnung der Monodromiegruppe (49) ver- 
standen; also: 


Die arithmetische Gruppe ist hichstens (n — 1) mal so gross, als 
die Monodromiegruppe. 


Enthilt die arithmetische Gruppe iiberhaupt eine der Operationen 
der Gruppe (143), so enthiilt sie alle diejenigen, welche demselben 
Werthe D, von D entsprechen; denn alle diese gehen durch Zu- 
sammensetzung mit den Operationen der Monodromiegruppe auseinander 
hervor. Sie enthilt aber dann auch, wie sofort zu sehen, alle Operationen, 
fiir welche D = D,?, D,°.... Die Anzahl der (mod. n) verschiedenen 
Potenzen von D, ist aber bekanntlich stets ein Theiler von n — 1; 
daher folgt: 


Die arithmetische Gruppe besteht aus 0+ N Operationen, unter 0 
einen Theiler von n — 1 verstanden, der zugleich angiebt, wie vieler 
verschiedener Werthe das D innerhalb der arithmetischen Gruppe 
fahig ist. 

Nunmehr kann auch noch diese Zahl 0 mit Hilfe eines indirecten 
Schlusses bestimmt werden. Man bilde eine rationale Function der 
Wurzeln, welche die Eigenschaft hat, bei allen Substitutionen der 
Monodromiegruppe ungeiindert zu bleiben, bei allen andern Ver- 
tauschungen der Wurzeln aber sich zu findern. Eine solche Function 
wird eine rationale Function der Parameter mit irrationalen Zahlen- 
coefficienten sein. Die einfachste Function dieser Art wiirde man 
erhalten, wenn man erreichen kénnte, dass die Parameter ganz heraus- 
fallen. In der That gelingt es bekanntlich im elliptischen Falle, die 
v'© Einheitswurzel « als rationale Function der Wurzeln des speciellen 
Theilungsproblems darzustellen. Da nun ¢ einer irreducibeln Gleichung 
mit einer Gruppe von » — 1 Operationen geniigt, so ist in diesem Falle 
in der That: 

d=—=n—l, 


und es sind alle Werthe von D zulissig. 


Andererseits aber kann man ohne Schwierigkeit zeigen: 

Die specielle elliptische Theilung ist ein Specialfall der speciellen 
hyperelliptischen Theilung, indem aus dem algebraischen Ansatz fiir 
p = 2 (Glehg. (110)) sofort der entsprechende Ansatz fiir p= 1 [folgt, 
wenn man zwei Wurzeln von f, zusammenfallen liisst. 

Da nun im elliptischen Fall die Adjunction von « erforderlich ist, 
um die arithmetische Gruppe auf die Monodromiegruppe herabzudriicken, 
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so kann im hyperelliptischen Falle, als dem allgemeineren, sicher nicht 
weniger erforderlich sein. Man wird daher auch in diesem: 


é=n—1 


zu setzen haben und erhialt so zuniichst das Resultat: 

Die arithmetische Gruppe des speciellen Theilungsproblems besteht 
aus allen Operationen, welche den Bedingungen (143) fiir beliebige von 
Null verschiedene D geniigen. 

Was die arithmetische Natur der Irrationalitit betrifft, durch deren 
Adjunction die arithmetische Gruppe auf die Monodromiegruppe herab- 
gedriickt wird, so wird man annehmen diirfen, dass dieselbe von « 
nicht verschieden sei. 


§ 41. 
Arithmetische Gruppe des allgemeinen Theilungsproblems. 


Die arithmetische Gruppe des allgemeinen Theilungsproblems wird 
nun erhalten, wenn man die Monodromiegruppe der allgemeinen Theilung 
mit der arithmetischen Gruppe der speciellen vereinigt. Denn die Re- 
duction der allgemeinen Theilung auf die specielle (§ 37) erfordert 
nicht die Adjunction von irgend welchen numerischen Irrationalitiiten. 

Die Zusammenfassung aller bisher erlangten Einzelresultate fiihrt 
daher zu folgenden Schlusssiitzen. 

Die Lisungen des allgemeinen Theilungsproblems seien wieder be- 
zeichnet mit Sy, .%,%,%,- Dann kinnen die Vertauschungen seiner 
avithmetischen Gruppe definirt werden durch die Congruenzen: 


vy, =A + ayy, + a.¥, + 3%; + a4%, 
vy = B+ dy, + hv, + bv; + br, 
Vy = C 4 OY, + ly My + Cy¥3 + CY, 
vy = D+ dy, + dv, + dsr, + dyr, 
deren Coefficienten den Bedingungen zu geniigen haben 
[a, b] = [a, d] = [B, c] = [e, d| = 0, 
[a, ce] =[b, J 20. 

Diesen Bedingungen geniigen n'-.(n—1)-N Werthsysteme; die 

arithmetische Gruppe des allgemeinen Theilungsproblems enthéilt also: 
nm’ (n—1)N = nb - (n?+-1) - (n+ 1)? + (n—1)8 

Operationen. 

Zur Lisung des allgemeinen Theilungsproblems fiihren demnach 
folgende Schritte: 


1. Zuerst ist die Einheitswurzel ¢ zu berechnen; dadurch reducirt 
sich die Gruppe auf Nn Operationen. 


(144) (mod, 2) 


(145) (mod. m). 


So ee 
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2. Hierauf ist die specielle Theilung der geraden hyperelliptischen 
Functionen vorzunehmen; dadurch reducirt sich die Gruppe auf 2n4 
Operationen. 

3. Die specielle Theilung der ungeraden hyperelliptischen Func- 
tionen verlangt jetet nur noch eine Quadratwurzelausziehung; diese bringt 
eine Reduction der Gruppe auf n‘ Operationen mit sich. 

4. Endlich sind noch vier verschiedene nebeneinanderstehende n° 
Wurzeln zu ziehen; dadurch reducirt sich die Gruppe auf eine Operation 
und die Auflisung ist erreicht. 

Alle diese Schritte lassen sich durch Warzelausziehungen ausfiihren, 


mit Ausnahme des zweiten, der mit einer Gruppe von +N Operationen 
zu thun hat. 

Ausdriicklich sei wiederholt, dass alle diese Siitze unter der Voraus- 
setzung: 


nm eine ungerade Primzahl 
abgeleitet sind. 


VI. Abschnitt. 
Zweitheilung. 


§ 42. 
Formulirung. 


Schon bei der ersten Formulirung des Zweitheilungsproblems 
zeigt sich ein abweichendes Verhalten gegeniiber dem Problem der 
Theilung durch eine ungerade Primzahl. Dort musste in der Gleichung 
(115) links nothwendig eine gerade Anzahl von Punkten « auftreten; 
denn nur dann war die linke Seite unabhiingig von der Auswahl des 
Verzweigungspunktes a. Setzt man aber das Zweitheilungsproblem in 
der Gestalt an: 


x 4 
__— WH 4, + Hg We + 9.3 + 4 
(146) [tfro= we Mate ts 4m 


so kann man links auch eine ungerade Anzahl von Punkten haben, 
ohne dass dadurch ein Verzweigungspunkt ausgezeichnet wiirde; denn 
wird dann a durch irgend einen andern Verzweigungspunkt ersetzt, 
so andert sich die Integralsumme nur um eine halbe Pericde; an 
Stelle des vorher angenommenen Werthes der rechten Seite ist also 
nur ein anderer der Werthe zu setzen, deren sie ohnehin fahig ist. 
Es kann demnach bei der Zweitheilung sowohl nach einer geraden, 
wie nach einer ungeraden Anzahl von Punkten gefragt werden; beides 

















~~ @Bwe Ve = We 


+ 


ores e& 











Systematik der hyperelliptischen Functionen. ° 273 


sind Fragestellungen, die nicht von der Bevorzugung eines einzelnen 
Verzweigungspunktes abhidngen.*) 

Von der Hereinziehung der Verzweigungspunkte wird man die 
Fragestellung am besten ablésen: Der Umstand niimlich, auf welchen 
es allein ankommt, ist, dass auf dem hyperelliptischen Gebilde eine 
Schaar von Punktgruppen von vornherein rational bekannt ist: die 
Punkte des Gebildes sind paarweise conjugirt, also sind diese Paare 
conjugirter Punkte rational bekannt. In Folge dessen kann man das 
Umkehrproblem (41) in folgender Weise formuliren: 


(147) fafa pepe 


indem man als untere Grenzen der Integrale immer solche Punktepaare 
2,2 ansetet. Von der speciellen Auswahl dieser Punktepaare ist dieser 
Ansatz ganz unabhingig; er kniipft nur an die rational bekannte Schaar 
von Punktgruppen an. Das Problem der n-Theilung entsteht nun, 
indem man verlangt, die y sollen zu je m in Punkte 2 zusammenfallen. 
Ist @ die Anzahl der x, so ist ng die der y; nach dem gemachten 
Ansatz muss diese Zahl eine gerade sein. Ist nun » ungerade, so 
muss @ gerade sein; ist aber » gerade, so kann @ auch ungerade ge- 
wiihlt werden; und das hatten wir behauptet. 

Dementsprechend wird im folgenden von einem geraden und einem 
ungeraden Zweitheilungsproblem die Rede sein. 


§ 43. 
Das specielle gerade Zweitheilungsproblem. 


Das specielle gerade Zweitheilungsproblem, mit dessen Discussion 
begonnen werden mége, lisst sich ganz in derselben Weise behandeln; 
wie dies in den §§ 33 und 36 mit dem speciellen Problem der Theilung 
durch eine ungerade Primzahl geschehen ist. Nur wird man, um zu 
einem algebraischen Ausdruck desselben zu gelangen, in Glehg. (103) 
v nicht = 1 setzen, um nicht gleich zu Anfang a 
eintreten lassen zu miissen. — 

Die Lésungen kénnen, ganz wie dies § 36, Formel (117), (118) 
geschehen ist, mit s,,»,,.,,», bezeichnet werden dann ist wie dort 
Sooo ie rational bekannte Lésung, welche auf die Systeme paar- 
weise conjugirter Punkte fiihrt, und die Permutationen, welche die 








*) Vergl. die pag. 246 citirten Arbeiten des Herrn Néther im 16, und 28, 
Band dieser Ann., in welchen die eutsprechenden Unterscheidungen fiir beliebige 
algebraische Gebilde stark betont sind. 
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iibrigen 15 Lésungen erfahren, wenn die Parameter geschlossene 
Wege durchlaufen, sind analog wie unter Nr. 119 gegeben durch die 
Congruenzen : 


Vy) SAY + 4, V2 + G33 + 4, %, 

(148) vy = by, + by V. + byv3 + by%, (mod. 2) 
Vy SCM + Cy VQ +H Cy fF OM, 
vy =d,y,+ ar, + dv, + dy, 


deren Coefficienten natiirlich den Bedingungen (13) nach dem Modul 2 
geniigen miissen. Mit Riicksicht auf (49) erhilt man demnach als 
erstes Resultat: 

Die Monodromiegruppe des geraden speciellen Zweitheilungsproblems 
besteht aus den 720 in (148) enthaltenen Operationen. 

Ein Problem mit einer Gruppe von 720 Operationen ist die wirk- 
liche Aufsuchung der Verzweigungspunkte, die Lésung der Gleichung: 


f= 9. 


In der That wird allgemein mit diesem Problem zugleich das der 
speciellen Zweitheilung der hyperelliptischen Functionen erster Stufe 
gelést. Denn die letztere fiihrt (vgl. § 29) auf Functionen II. Stufe; 
in § 22 ist aber gezeigt, dass itiberhaupt alle Modulfunctionen II. Stufe 
sich rational durch die Coordinaten der Verzweigungspunkte ausdriicken 
lassen. Also folgt zunichst fiir den hier vorliegenden Fall des 
Problems: 

Die Gleichung f, = ist eine Resolvente des geraden speciellen 
Zweitheilungsproblems. 

Seien, um das im einzelnen durchzufiihren, 2, x”... irgend 
welche Punkte, die eine bestimmte'Lésung s,, | »,,»,,, des geraden speciellen 
Zweitheilungsproblems liefern; dann werden Zz’, Z” ... dieselbe Lésung 
darstellen. Sie geben nimlich (vgl. § 33) s_,,,_»,,-»,—»,, und das 
ist hier von $,,»,»,», nicht verschieden. Also folgt: 

Ein jedes Punktsystem, welches eine Lisuug des speciellen Zwei- 
theilungsproblems liefert, ist 2u dem System der conjugirten Punkte 
diquivalent. 

Solche Punktsysteme sind aber, wenn die Zahl der Punkte, was 
ja stets angeht, unter sechs herabgedriickt wird, nur zu bilden aus 
Paaren conjugirter Punkte x, z und aus den Verzweigungspunkten. 
Erstere kénnen unbeschadet der Aequivalenz weggelassen werden, 
sodass nur die Verzweigungspunkte bleiben und man folgendes Resultat 
erhilt: 

Das gerade specielle Zweitheilungsproblem verlangt die Bestimmung 
einer geraden Anzahl von Vereweigungspunkten von der Beschaffenheit, 
dass die zugehirige Integralsumme eine halbe Periode wird. 
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Aber jede gerade Anzahl von Verzweigungspunkten liefert eine 
halbe Periode als Integralsumme; beachtet man also noch, dass die 
Summe der Integrale von einem Verzweigungspunkte zu allen andern 
Null ist, dass es also gleichgiiltig ist, ob man eine bestimmte Gruppe 
von Verzweigungspunkten wiihlt oder gerade die nicht in dieser Gruppe 
enthaltenen, so erkennt man, dass es nur darauf ankommt, alle Zer- 
legungen der Form f, in zwei Factoren geraden Grades zu finden. 
Man hat also folgendes Resultat: 

Die Gleichung 16. Grades des geraden speciellen Zweitheilungs- 
problems reducirt sich nach Abtrennung des Linearfactors, welcher den 
Systemen paarweise conjugirter Punkte entspricht, auf diejenige Resolvente 
15. Grades von f,, von welcher die Zerspaltungen: 


fe = Po* Vs 
abhiingen. 


§ 44, 
Das specielle ungerade Zweitheilungsproblem. 


Fiir das specielle wngerade Zweitheilungsproblem kann eine Be- 
zifferang der Wurzeln, wie wir sie bisher benutzten, nicht mehr ohne 
Bevorzugung eines Verzweigungspunktes durchgefiihrt werden. In 
Folge dessen ist die Monodromiegruppe der Lésungssysteme nicht mehr 
so leicht von vornherein zu iibersehen, und ihre Aufstellung soll daher 
bis nach der algebraischen Discussion verschoben werden. 

Die letztere aber geschieht wie bei dem geraden Problem. DVenn 
wenn die bis zu den Punkten 2’, ”.. . erstreckten Integrale eine 
halbe Periode geben, so geben die bis zu den Punkten 2’, 2”... 
erstreckten Integrale dieselbe halbe Periode (mit entgegengesetztem 
Zeichen, was hier gleichgiiltig ist). Analoge Schliisse wie in § 43 
fiihren von da aus zu dem Resultat: 

Das wungerade specielle Zweitheilungsproblem verlangt, alle Zer- 
legungen der Form f, in zwei Factoren ungeraden Grades zu finden. 

Nun existiren: 

6 Zerspaltungen f/f, = 9, . v;, 
10 Zerspaltungen f/f, = 9, - Ys; 


man erhiilt also in der That 16 Lésungen und kann den Satz aus- 
sprechen : 

Die Gleichung 16. Grades des ungeraden speciellen Zweitheilungs- 
problems ist reducibel, indem ihre linke Seite in zwei Factoren zerfallt: 
der eine dieser Factoren ist die Form f, selbst, der andere diejenige 
Resolvente 10, Grades derselben, von der die Zerspaltungen von fi, in 
cwei cubische Factoren abhiingen. 
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Man sieht, dass den 16 Lisungen des wngeraden Problems die 16 
Formen D des § 23, also auch die 16 Sigmafunctionen entsprechen. 
Diese Bemerkung fiihrt nun auch zur Beantwortung der zuerst bei 
Seite geschobenen Fragen nach einer zweckmissigen Bezeichnung der 
Lésungssysteme und nach der Darstellung der Monodromiegruppe durch 
Congruenzen. Man wird niimlich jeder Lésung unseres Problems bei 
Zugrundelegung eines bestimmten Querschnittsystems diejenigen vier 
Zahlen als Indices beilegen, welche die Primcharakteristik der zugehérigen 
Sigmafunction in Bezug auf dasselbe Querschnittsystem bilden. Dann 
folgt (vgl. § 27), dass die Monodromiegruppe des ungeraden speciellen 
Theilungsproblems dargestellt werden kann durch die Congruenzen: 


Vy Say, + a,¥, + asv5 + ayr, + a, 4; + A204, 
Vy = dr, + by v7, + dyvs + bv, + b,b3 + bb, 
Vy SOY $F CyV_ $F CyYy Ht Oy, + Cys + Cy, 
vy = dy, + dv, + dv, + dv, + dd; + dyd,. 
(deren Coefficienten natiirlich wieder den oft erwihnten Bedingungen 
mod. 2 geniigen). 

Der Reducibilitiét des Problems entspricht die Intransivitit seiner 
Gruppe. In der That lassen alle Substitutionen (118) die quadratische 
Form: 


(149) (mod. 2) 


V4V3 + V2% 
nach dem Modul 2 ungeindert; in Folge dessen vertauschen sich einer- 
seits Jiejenigen Lésungen unter sich, fir welche der Werth dieser 
Form gerade, andererseits diejenigen, fiir welche er ungerade ist. — 

Es mégen hier noch zwei Bemerkungen Platz finden, welche sich 
sowohl auf das gerade, als auf das ungerade specielle Zweitheilungs- 
problem beziehen. 

Erstens nimlich ist zu erwihren, dass man die einzelnen Factoren 
von f finden kann, sobald man einen der Factoren des geraden oder 
des ungeraden Problems in seine linearen Bestandtheile zerspalten hat. 
Denn aus je zwei Factoren gleichen Grades von f, die alle Wurzeln 
bis auf eine gemein haben, lisst sich diese Wurzel auf rationalem 
Wege abtrennen. Es sind also damit zugleich auch die iibrigen 
Factoren beider Probleme zerspalten, sodass man sagen kann: 

Sdimmitliche irreducibeln Factoren des speciellen Zweitheilungsproblems 
werden aufgelist, indem man die Wurzeln eines dieser Factoren bestimmt. 

Diese Bemerkung hat selbstverstandlich keinen Bezug auf den 
einen Factor I, Grades des geraden Problems. 

Zweitens sei bemerkt, dass bei der Zweitheilung die arithmetische 
Gruppe von der Monodromiegruppe sich nicht unterscheidet, indem 
hier ¢ gleich der rationalen Zah] — 1 ist. 
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§ 45. 


Auflésung der Gleichung sechsten Grades durch hyperelliptische 
Functionen. 


Es liegt die Frage nahe, ob nicht die ganze Betrachtung der 
§§ 43, 44 umgekehrt werden kann. Soeben wurde die Zweitheilung auf 
die Auflésung von f, = 0 zuriickgefiihrt; kann man nicht auch die 
Auflésung einer beliebig vorgelegten Gleichung /, = 0 auf die specielle 
Zweitheilung der hyperelliptischen Functionen zuriickfiihren, welche 
zu der Irrationalitit /f, gehdren? 

Dass dies in der That mdglich sein muss, darauf hat Herr 
C. Jordan*) kurz hingewiesen; spiiter hat Herr Lindemann*) die 
Frage wieder aufgenommen und ihr eine charkteristische Wendung 
gegeben. 

Es sei f, gegeben; dann ist zuniichst erforderlich, die Integrale 
w,, w, zu bilden und ein System von Perioden zu berechnen, welche 
dieselben an einem canonischen Schnittsystem haben kénnen. Die 
gewohnliche Darstellung definirt diese Perioden, indem die Querschnitte 
auf geradlinige Strecken zusammengezogen werden, durch Integrale 
zwischen den Verzweigungspunkten. Fiir den hier verfolgten Zweck 
ist diese Methode natiirlich untauglich, da diese Punkte ja eben erst 
bestimmt werden sollen; man wird vielmehr davon ausgehen miissen, 
dass die Perioden als Functionen der Coefficienten gewissen linearen 
Differentialgleichungen geniigen. Aus diesen Differentialgleichungen 
wird man Reihen abzuleiten suchen miissen, welche die Berechnung 
der Perioden aus den Coefficienten ohne vorherige Auflésung der 
Gleichung gestatten. 

Fiir den elliptischen Fall sind in der That die Differentialglei- 
chungen, welchen die Perioden als Functionen der rationalen absoluten 
Invariante geniigen, von Herrn Bruns***) aufgestellt und durch hyper- 
geometrische Reihen integrirt worden; fiir diese besitzt man bekanntlich 
die Mittel, um zu entscheiden, welche von den verschiedenen méglichen 
Darstellungen einer Function durch solche Reihen fiir einen bestimmten 
Werth der unabhiingigen Veriinderlichen convergiren, und welche 
particuliiren Integrale in jedem Fall zu nehmen sind. 

Fiir hyperelliptische Integrale sind Ansiitze zur Erledigung der- 
selben Aufgabe nach doppelter Richtung vorhanden. LEinerseits hat 
Herr Wilt eiss}) partielle Ditterentialgleichungen mitgetheilt, welchen 


*) Traité des subst. p. 380. 
**) Gott. Nachr. 1884, p, 245. 
**) Ueber die Perioden der elliptischen Integrale I. und II, Gattung, Dorpater 
Festschrift 1875; wieder abgedruckt diese Ann. Bd. 27, p. 234. 
+) Vgl. insbesondere diese Ann. Bd. 31, p. 141. 
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die Perioden als Functionen simmtlicher Coefficienten geniigen.*) 
Andererseits fiihrt Herr Fuchs einen allgemeinen Ansatz zur Auf- 
stellung einer totalen Differentialgleichung fiir die Perioden explicite 
durch fiir den Fall, dass ein Verzweigungswerth als unabhingige Ver- 
iinderliche betrachtet wird.**) Es muss nun sowohl gelingen, aus den 
partiellen Differentialgleichungen des Herrn Wiltheiss durch Differen- 
tiationen und Eliminationen zu einer totalen Differentialgleichung zu 
gelangen, welcher die Perioden als Functionen eines Coefficienten bei 
Festhalten der andern geniigen, als auch die Methode des Herrn Fuchs 
auf den Fall zu tibertragen, dass nicht eine Wurzel, sondern ein Coef- 
ficient von f als unabhiingige Variable betrachtet wird. Wird insbeson- 
dere der Coefficient a, von 2,° gewahlt, so wird — darauf macht 
Herr Lindemann a, a. O. aufmerksam — die Discriminante A von f in 
Bezug auf a, nur vom 5, Grade. Die GleichungA(a,) = 0 bestimmt 
die singuliren Punkte der Differentialgleichung; die Lisung einer 
Gleichung 5. Grades aber kann als bekannt angesehen werden, wenn 
von der Auflésung der allgemeinen Gleichung 6. Grades die Rede ist.***) 
Sind die singuliiren Punkte gefunden, so sind die zugehérigen Funda- 
mentalgleichungen aufzulésen, was keinerlei Irrationalitiit bedingt, da 
die Wurzeln dieser Gleishangen nach den Untersuchungen von ‘Herma 
Fuchs) rationale Zahlen sind, Die Bestimmung der Integrationscon- 
stanten endlich geschieht durch Grenziibergang zum elliptischen Fall. 
Sind aber die Perioden erst gefunden, so lassen sich die Normal- 
integrale und Thetamoduln bilden und aus ihnen die Thetareihen auf- 
bauen. Dann lassen sich die Linearfactoren der f, in der Form dar- 
stellen: t+) 
(150) (p49, +p42,) = (Ft) x, + (Ft) m, i 1, 2...6 


Ow, OW, 


a1 onCl2) a(S) 
yan (eo 


In diesen Formeln bedeuten 4; die a ungeraden Thetafunctionen, 


mit: 


*) Auch Herr Milewski (de Abelianarum functionum periodis per aequ. 
diff, definiendis, diss. Berol, 1876) giebt solche Gleichungen, aber fiir die Normal- 
form des Herrn Weierstrass, die eine Wurzel als bekannt voraussetzt. 

**) Cr. J. Bd. 71, vgl. bes. § 10. 
***) Die Auflisung der Gleichung 5. Grades fiihrt Herr Lindemann ganz 
ebenso auf die einer Gleichung 4. Grades zuriick. 

tf) a. a. O. § 13. 

+t) Vgl. Thomae, Cr. J. 71, p. 222. Klein, diese Ann. Bd. 27, p. 438. — 
Herr Lindemann benutzt statt dieser Formeln andere, welche die Doppelverhiilt- 
nisse der Wurzeln geben. 
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die in Klammern gesetzten Differentialquotienten sind fiir die Null- 
werthe der Argumente zu berechnen, und g ist ein Factor, der fiir 
diese Frage ohne Belang ist.*) 

Diese Auflésung ist so einfach, dass es unndthig erscheint, neben 
ihr noch andere zu betrachten, bei denen die f, vorab auf eine Normal- 
form transformirt wird.**) 


VII. Abschnitt. 
. Transformation. 


§ 46. 
Algebraische Formulirung des Transformationsproblems. 
Das Problem der Transformation der hyperelliptischen Functionen, 
wie es gewohnlich gestellt wird, kann in folgender Weise formulirt 


werden :***) 
Gegeben sei ein Paar von Stellen: 


(e',Vf(@)), =", VF(@")) 
eines hyperelliptischen Gebildes (x, Vf;(x)) und die zugehirigen Integral- 


summen- 


Fe ae dz) (eda) 


Vila) : Vi(@) 


Fre ( x dx) im (a dx) 
M2 | Via) +f Via) 


Ww, = , 


(151) 





verlangt wird, dieses Punktepaar rational abhingig.zu machen von 
einem Punktepaare 


y,VFY)), Y'VFY")) 


eines andern hyperelliptischen Gebildes (y, /F,(y)), in der Weise, dass 
die a (151) die Werthe erhalten: 


*) Fiir Gleichungen héherer Grade /,,,. = 0 treten an Stelle der Formeln 
(150) andere, welche die Factoren des Grades (p— 1) von f geben und aus welchen 
die einzelnen Linearfactoren durch Aufsuchung grisster gemeinschaftlicher Theiler 
gewonnen werden kinnen. 
**) Solche Transformationen sind von den Herren Brioschi u. Maschke 
(Rendic, Ac. Line. t. 4, p. 181; Acta math. t. 12, p. 83) angegeben worden. 
***) Vgl. Hermite, C. R. t. 40, 1855. — Zu dem ganzen Abschnitt vgl. 
man die p. 204 citirte zusammenfassende Darstellung von Krause. 











280 Heiwricu Burxuarpr. 


5 


- “wydy) Maly dy) 
J VEY) VFy) ’ 
y y" 

w, = ( 2yey) 4 va(y dy) 

) VEY) VF\y) 

Neben dieses ,directe“ Transformationsproblem tritt dann das 
,, inverse“, welches in Umkehrung der ersten Fragestellung die Avuf- 
lisung der erhaltenen Relationen nach den (y,V F(y)) verlangt. Wo 
im folgenden ohne nihere Bezeichnung von Transformation die Rede 
ist, soll stets dieses inverse Problem verstanden werden. 

Dabei entspricht also jedem Punktepaare (y’, y”) des zweiten Ge- 
bildes ein und nur ein Punktepaar (2, ~”) des ersten; aber jedem 
Punktepaare des ersten entspricht eine gewisse Anzahl m von Punkte- 
paaren des zweiten. 

Umgekehrt, wenn die Punktepaare zweier hyperelliptischen Gebilde 
in dieser Weise (1, m)-deutig auf einander bezogen sind, so werden 
die in (151) rechts stehenden Integralsummen, wenn man sie als Func- 
tionen der y betrachtet, alle diejenigen Eigenschaften besitzen, welche 
fiir die Summen von nach den y erstreckten Integralen I. Gattung 
charakteristisch sind. In Folge dessen werden sie solche Summen sein 
miissen: d, h. aus der angenommenen Zuordnung der Punktepaare der 
beiden Gebilde folgen die Gleichungen: 

w, = aw, + Bw,+¢, 

w,, = yw, +dw,+%, 

in welchen die Integralsummen (151) mit w’, die Integralsummen (152) mit 
w bezeichnet sind, die a, B, y, 0, ¢,, ¢, aber constante Gréssen bedeuten. 
Durch Transformation des Coordinatensystems, auf welches das eine 
der beiden Gebilde bezogen ist, und durch Kinfiihrung anderer unterer 
Grenzen der Integrale des einen Gebildes (vermittelst des Additions- 
theorems) kann man erreichen, dass die Gleichungen (153) sich auf: 
(153 a) W, = W,, W, = W, 

reduciren, also auf die Form, in welcher wir das Transformations- 
problem oben ausgesprochen hatten. Mit Vorbehalt solcher Abiinderungen 
wird man also sagen kénnen: 

Das Transformationsproblem verlangt, zu einem hyperelliptischen 
Gebilde ein zweites so zu bestimmen, dass die Punktepaare beider 
Gebilde (1, m)-deutig auf einander bezogen werden kinnen; es verlangt 
ferner, diese Beziehung wirklich herzustellen. 

Den Punktepaaren des hyperelliptischen Gebildes entsprechen ein- 
deutig die Punkte der doppelt tiberdeckten Kummer’schen Fliche; 
beachtet man, dass bei dem Ansatz (153), wenn 2, y einander ent- 


(152) 


(153) 
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sprechende Stellen der beiden Gebilde sind, auch die conjugirten Stellen 
z, 3! einander entsprechen, so kann man von der Ueberdeckung ab- 
sehen und das Transformationsproblem auch so formuliren: es verlangt 
zu einer Kummer’schen Fliche eine zweite so eu bestimmen, dass beide 
punktweise (1, m)-deutig auf’ einander bezogen werden kinnen; es verlangt 
ferner , diese Beziehung wirklich herzustellen. 

Soll diese Fragestellung nun eine pricise Form erhalten, so ist 
es erforderlich anzugeben, wie die Punktepaare in die Rechnung ein- 
zufiihren sind. Wollte man nach den einzelnen Punkten fragen, so 
wiirde man eine Irrationalitat einfiihren, die der Aufgabe an und fiir 
sich fremd ist; man wird vielmehr nach symmetrischen Functionen dieser 
Punkte fragen miissen. Den Principien des Abschnitts I wird es ent- 
sprechen, hier in erster Linie die hyperelliptischen Functionen I. Stufe 
heranzuziehen. Thut man das, so wird man die beiden Theile der oben 
formulirten Fragestellung in folgender Weise niiher priicisiren kénnen : 

Zuerst wird man verlangen: wenn die Coefficienten des einen Ge- 
bildes gegeben sind, die des andern so zu bestimmen, dass die Trans- 
formation tiberhaupt mdglich wird. Diese Aufgabe heisst das specielle 
Transformationsproblem. 

Sodann wird man verlangen, nachdem die Coefficienten demgemiiss 
bestimmt sind, die Beziehungen zwischen den urspriinglichen und den 
transformirten ,,eigentlichen“ hyperelliptischen Functionen anezugeben ; 
das ist das allgemeine Transformationsproblem. 

Beide Probleme sind ihrer Definition gemdss alge braischer Natur. 


§ 47. 
Transcendente Formulirung. 


Diese algebraische Aufgabe gestattet nun in folgender Weise eine 
transcendente Formulirung. Man nehme zuniichst an, das Coordinaten- 
system und die unteren Grenzen seien so gewihlt, dass 

wv; =, Ww, = W, 
wird. Durchliiuft dann einer der Punkte y einen Periodenweg, so 
miissen auch die x Periodenwege auf ihrer Fliiche durchlaufen. Jede 
Periode w” muss also zugleich eine Periode der w* sein; d. h. es 
miissen (wenn die Perioden der w’ mit @z, die der w* mit a, be- 
zeichnet und wie schon hiiufig die ersten Indices der Perioden weg- 
gelassen werden) Relationen der Form bestehen: 


1 = Gy, ++ Gy Wy ++ Gy y ++ A, 04, 
@ = ba, + b,@, + bso, + ba, 
3 = ¢, 0, + C20, + ¢,@; + ¢,0,, 
(4 = d, @, + d,@, + da, + d,o,. 


(154) 








282 Heinricu Burxuarpr. 


Darin bedeuten die a, b, c, d ganze Zahlen; dieselben miissen aber noch 
gewissen Bedingungen gentigen, die daraus entspringen, dass die @ 
ebenso wie die die Bilinearrelation (4) erfiillen miissen. Setzt man 
namlich, analog wie Gleichung (5): 


G1; Woz — G1, Wei = Pik, 


und benutzt die unter (15) eingefiihrten Abkiirzungen, so erhilt man 
aus den Gleichungen (154): 


(155) pis + pas =[12] py. [13] py9-+ [14] 24 4+[23] Yo5+[24] Poy t [34] Das. 


Da nun zwischen den p;, im allgemeinen Falle keine andern 
linearen Gleichungen bestehen als p,,-++-p.,—=0 (eben die Gleichung (4)), 
so folgt aus Gleichung (155), dass pis + po nur dann = 0 sein wird, 
wenn zwischen den Coefficienten der Gleichungen (154) die Relationen 
bestehen : *) 

[12] = 0, [14] =—0, [23] =0, [34] =0, 
[13] — [24]. 

Man erhilt also, wenn man statt der p ihre Quotienten, die t 
und t = 1,7. — tiz, einfiihrt, den Satz: 

Solange nicht zwischen den Thetamoduln t,,, T., T29', t eimes hyper- 
elliptischen Gebildes, eine lineare Relation mit ganzzahligen Coefficienten 
besteht — ein Fall, der hier und im folgenden ausgeschlossen wird — 
kann aus ihm durch eine Substitution der Form (144) ein anderes nur 
abgeleitet werden, wenn die Relationen (156) erfiillt sind. 

Wir fahren fort: 

Der gemeinsame Werth von [13] und [24] wird mit n bezeichnet 
und Grad der Transformation genannt; derselbe ist seiner Definition 
nach eine ganze Zahl und muss eine positive sein, wenn die neuen 
Perioden, wie wir annehmen kinnen und wollen, den Ungleichungen 
(11) geniigen. 

Die Determinante der Substitution (154) wird unter den gemachten 
Voraussetzungen gleich: 


(157) n?; 


das hat folgende Bedeutung: Man pflegt wohl von einem ,, Perioden- 
parallelepiped im vierdimensionalen Raum der w“ zu sprechen; der an- 


(156) 


gegebene Werth der Determinante sagt aus, dass das Parallelepiped der 
den n?-fachen Inhalt von dem der  besitzt. Jedem Stellenpaar der x 
entspricht eine Stelle im Parallelepiped der @, dieser n? Stellen in dem 


der @, jeder der letzteren ein Stellenpaar der y; umgekehrt: jedem 





*) Hermite a. a. O. § III. 
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Stellenpaar der y entspricht eine Stelle im Parallelepiped der w, dieser 
eine Stelle in dem der @ und damit ein Stellenpaar der x; daraus folgt: 
Bei Transformation n‘ Ordnung entspricht jedem Punktepaar y’, y” 
ein Punktepaar x’, x", aber jedem Punktepaare y',y” entsprechen n? 
Punktepaare y’ y”. 
Die in § 46 mit m bezeichnete Zahl ist also stets eine Quadratzahl n?. 
Im folgenden beschriinken wir uns wieder auf den Fall, dass n 
eine ungerade Primzahl ist. 


§ 48. 
Das specielle Transformationsproblem. 


Zuniichst soll nun das specielle Transformationsproblem Gegen- 
stand weiterer Untersuchung sein. Dasselbe ist, wenn man wieder 
Functionen I. Stufe ins Auge fasst, in erster Linie dargestellt durch sieben 
Gleichungen, welche die sieben Coefficienten von F' mit den sieben 
Coefficienten von f verbinden. In diesen Gleichungen werden noch 
die drei wiilkiirlichen Hiilfsgréssen auftreten, welche das Coordinaten- 
system der y bestimmen. 

Aus diesem Gleichungssystem kann nun in verschiedener Weise eine 
Auswahl getroffen werden. Man kann einmal die rationalen absoluten 
Invarianten (Moduln) beider Formen in die Gleichungen einfiihren, indem 
man jene drei Hiilfsgréssen eliminirt. Man wird dann ein System von 
drei, bezw. vier Gleichungen erhalten, das als Modulargleichungssystem 
I. Stufe zu bezeichnen sein wird. Dabei wird jedoch die Frage einer 
besonderen Untersuchung bedirfen, ob die gefundenen Gleichungen 
ausreichen, die zwischen den urspriinglichen und transformirten In- 
varianten bestehenden Beziehungen rein darzustellen, oder ob man 
dazu noch der Hinzunahme weiterer Gleichungen bedarf. 

Zweitens aber kann man auch alle Coefficienten des neuen Gebildes 
bis auf einen eliminiren und nach der Gleichung fragen, welche diesen 
einen Coefficienten mit den simmtlichen Coefficienten des urspriing- 
lichen Gebildes verbindet. In gleicher Weise kénnte man auch mit 
den ganzen Invarianten verfahren, Solche Gleichungen bezeichnen 
wir als Multiplicatorgleichungen I. Stufe. Der Grund dieser Benennung 
ist folgender: den Quotienten aus dem transformirten Werth einer 
ganzen Invariante durch den urspriinglichen bezeichnen wir als Multi- 
plicator, indem wir einen in der Theorie der elliptischen Functionen 
iiblichen Terminus in die der hyperelliptischen Functionen mit heriiber- 
nehmen; deswegen nennen wir die Gleichung, welche eine trans- 
formirte Invariante*) mit den urspriinglichen Invarianten verbindet, 

*) sei es eine ,,reine“ Invariante, sei es eine von Hiilfspunkten abhiingende, 
z. B. ein Coefficient von f. 
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Multiplicatorgleichung, weil aus ihr die Gleichung fiir den entsprechen- 
den Multiplicator sofort abgelesen werden kann. — 

Fir die allgemeinen Entwickelungen, welche nun zunichst folgen 
sollen, scheint es am zweckmiissigsten zu sein, an keine dieser speciellen 
Gleichungsformen anzukniipfen, sondern das urspriingliche Gleichungs- 
system selbst zu Grunde zu legen. Es soll also ein Lésungssystem 
dieses Gleichungssystems kurz mit: 

t(ar, @2, 03, 1) 
bezeichnet werden; man kann dann, solange es sich nicht um explicite 
Aufstellung von Formeln handelt, geradezu von der Gleichung reden, 
welcher das ¢ geniigt, von ihrem Grade, ihrem Affect, tiberhaupt ihren 
gruppentheoretischen Eigenschaften; und es soll dies in den folgenden 
Paragraphen in der That geschehen. 


§ 49. 
Classenanzahl und Hermite’sche Reprasentanten. 


Die niichste Frage, welcher wir uns zuwenden wollen, ist die 
nach dem Grade der t-Gleichung; derselbe kann, wie Herr Hermite*) 
angegeben hat, in folgender Weise bestimmt werden. Zunachst kann 
man unendlich viele verschiedene Systeme: 

@1, @2, @3, 4 

anschreiben, weil es unendlich viele Systeme ganzer Zahlen geben 
wird, welche den Bedingungen (156) Geniige leisten. Aber nicht alle 
diese verschiedenen Periodensysteme werden auch verschiedene Werthe 
des ¢ liefern, und man hat daher zunichst zu fragen, wann zwei 
Systeme transformirter Perioden dasselbe ¢ liefern, wann also: 

(158) t(@,’, @.', Os’, @,') = t(a,, @, @5, @,) 

ist. Das wird offenbar dann und nur dann der Fall sein, wenn die 
o mit den @ durch lineare (Abel’sche) Transformation zusammen- 
hingen, wenn also ganzzahlige Relationen der Form bestehen: 


Oy! = Oy Wy -f Oy Wy Fy Wy + Hy , , 
@,! _ B, @, + By + B, 0, - By a, ? 
@y = 7,0 + 720, + 730, + 74%, 
@, ade d, a, + 3, @, + 030, + 3,a,, 


deren Coefficienten den Bedingungen (13) der linearen Periodentrans- 
formation geniigen, sodass also: 


(159) 





*) aa. 0. § XV. 
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[«, B] = [«, 6] = [6, y] = [y, 8] =9, 
[a, y] = [B, 0] =1 


ist. Wenn das der Fall ist, nennt man das System der w’ zu dem der 
@ dquivalent und rechnet beide zu derselben Classe. Wir brauchen 
nun aus jeder Classe nur ein Individuum herauszugreifen; ein solches 
nennt man dann einen Reprdsentanten der Classe. In jeder Classe 
ist ein und nur ein Repriisentant vorhanden, welcher einem der in 
der nachstehenden Tabelle aufgefiihrten Typen angehért. In dieselbe 
sind zugleich auch die Ausdriicke fiir die transformirten Normal- 
integrale und Thetamoduln aufgenommen. 


(160) 


I. Typus. 
Coefficientenschema: 
n 00 0 
0 n 0 0 
(4) kt10 
lm 01 
Perioden: 
(162) = 2O,, @—=No,, a=—ko, +la,+ a, 


0 = 1a, + ma, + 0; 
Periodendeterminanten : 
pre = 2 Pro, Ps = lnpyy + MP3, Pu = MNP» + NPiy, 


(163 Pos =knp., + ap, Pr = Inp., + po, 
Das = (kim —P*) yyy + kepyy + Uday + Dg) + MPgo + D543 


Normalintegrale : 
(164) =, 0, =. 
Thetamoduln: 

TEE tet, ets, 
_ Fee tt men — Bee + te + km — 2 
om = 

Il. Typus. 
Coefficientenschema: 
1 —l 0 0 
0 n 0 0 
(166) 0 On O Ff’ 
Bb. &.4 














286 


Hernricn Burxnarpr, 







Perioden: 


(167) a, = @, — la, @: = 2@,, @3 = NOs, = ka, + lo, + a,; 


Periodendeterminanten : 





















Pre = Pio) Pis = NP, — lnprog, 
(168) pu= kyo + Ups —Poy) + Pry — Ppry, 
Ps = 2 pox, Pu= inp, + NPo4> Pt = knps. + NPs345 





Normalintegrale: 
(169) V1 =), am to 
Thetamoduln: 
= - _ 2 2 A 
(170) Tu—=NTr,, T2=1t,, +440, so 2G smal 
t=t-+ kr,,. 
Ill. Typus. 
Coefficientenschema: 
n 00 0 
0100 
(53) sO 2 6 F 4 
000 ny ' 


Perioden : 
(172) am=na,, @—O,, a@—ka,+a,, a—na,; 


Periodendeterminanten: 


(173) Pris = NP» Pas = NPi3 » Ps = n'pi4, 

Ps = kp, + Po, Pau = Py, Ps = knpy, + Pag 
Normalintegrale: 
(174) uM=—, B=; 
Thetamoduln: 


(175) i oe HEE Ti2 = Ti2, T2 = NT, t=—t-+ kr,,. 
IV. Typus. 
Coefficientenschema: 
100 0 
P 0 10 0 
(176) 00 n 0 
00 0%n 
Perioden: 
(177) O,= 1, O2—=W2, Oy— NW, o—=nar. 
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Periodendeterminanten: 


Piz = Pia» Pas = NPi3, Pus = NPi4> rs = No» Pr = NP» 


(178) ~ 
Pss = 0? Dy, - 
Normalintegrale: 
(179) i=, e—=%. 
Thetamoduln : 
(180) tu Mt, Te— Mt, T2— Nt», P= nt. 


Herr Hermite stellt dann folgende Siitze auf, die spiter vielfach 
bewiesen worden sind: 

I. Eine Classe diquivalenter Systeme w enthdlt stets ein System von 
einem dieser vier Typen. 

II. Zwei Systeme verschiedener Typen sind nie dquivalent, zwei 
Systeme desselben Typus nur dann und stets dann, wenn die Zahlen 
k, l, m in thnen beew. dieselben Werthe mod. n haben. 

Der Typus I liefert also »* verschiedene Classen, die Typen II, 
III, IV bezw. n?, n, eine; daraus folgt: 

Die Anzahl der Classen nicht diquivalenter Systeme und somit der 
Grad der Gleichung fiir t betrigt: 


(181) nt ntnti. 


§ 50. 
Neue Reprisentanten. 


Wiihrend die Repriisentanten des Herrn Hermite in Folge des 
Umstandes, dass bei ihnen die t ganze Functionen der t werden, sich 
besonders zu Rechnungen, wie Reihenentwicklungen und dergleichen 
eignen, sind sie weniger geeignet zur Erledigung allgemeiner Fragen, 
da sie sich nicht leicht unter eine gemeinsame Form subsumiren lassen. 
Sie lassen sich aber sehr leicht durch andere ersetzen, welche alle in 
der Form: of 

@,' = (a, @, + HG, + 1; Gy + @, 4), 
(182) @,’ = n(B,@, + B,@, + Ba; + B,o,), 
Oy = 4 Dy 2 W_ + Y4Oy + 74M, 


@,' = 0,0, + 0,0, + 0,0, + 0,a,, 


enthalten sind, in welcher die a, 6B, y, @ den Bedingungen (160) der 
linearen Transformation geniigen. 

Die Repriisentanten des I. Typus haben bereits diese Form. 
Die Repriisentanten des II. Typus kénnen in dieselbe iibergefiihrt 
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werden, wenn man die 1. und 3. Zeile mit Zeichenwechsel der einen 
vertauscht, also etwa setzt: 


(183) @; =—@3, @: =, @ =,  —,, 


sodass das Coefficientenschema wird: 


0 0 —n O 

0 n 0 0 
(286) 1 —-l 0 0 

0 k By 


Dabei werden die Periodendeterminanten: 


Dis = — P= — NP, Pis = Pis = NPyz — lpg, 


(185) Pus —_ ~ Psa = — knpy. — Nps, 


, 


P23 = Pa = — NPro, Pos = pu = lnp., + MPa, 
Psa = Dis = kyo + U(Myg+Dy2) + Pig + PD 39; 
die Normalintegrale: 


v v — Tq, 4; Me - — T%49%, + 240 
(186) 9,’ a — ee — 1, 9,’ oe Stet tnt — tet te 
T14 NT 1 NT 


die Thetamoduln: 





Tu i ae es atk, tom iain SR cet Oe Ley — Te 
Tu NE TH Ny 
(187) 
= t t+kr a 1 P24, + 20 typ + tog +k 
===, t os — 2 oe — ii —H aT* . 
T1 it T1 ii 


Ebenso wird fiir die Repréisentanten des III. Typus erhalten: 
Umsetzung der Perioden: 


188 60; = root =— 4 3. = 3 64" = @e; 
? ? ? ? 


neues Coefficientenschema: 


n 0 0 0 
000 —n 
(188) k 01 O 7 
0 10 0 
Periodendeterminanten: 
Pi = — Pu = — 0 pyy, pis =P3s—=NP3, Pu=Px=NPjo, 


(190) Pos = pu = knpy, + Psy, Pr + pu = NP, 
Pu = Ps: = kpyy + Po} 
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Normalintegrale: 
- - t= %—Te%, —, v. v. 
191) 0, = v1 — 2 vg ee og ee 
(191) » 1 Te 2 NT ; Tas NT 
Thetamoduln: 
— t t kt 7 t bd 
eee ee it és | Feo SE ee 
Teo Tee To NT 
(192) : 
\ a a ee fn eee | y 
Toe NT Toe Nn? Top 


Endlich fir den Reprisentanten des Typus IV erhiilt man: 
Umsetzung der Perioden: 


(1938) oo =—@, @ ——m, @ =O, w =O; 
neues Coefficientenschema: 

00 —n 0 

0 0 O —n 

7° © oF 

0 1 0 0 


(194) 


Periodendeterminanten: 


(195) Pe =Pu=N py, Dis =Pis—= NP, Pr = Ps = Poy, 
pas —_ pu = NP) Pr = Pu =NPoy, Pre = Ps = Py9} 


Normalintegrale: 


Do ae et te Oe — te Tt te Oe 
1 t nh . 
196 al gs ee 
sa a! an BA — BS _., MA MS . 
ai t ~ nt 
Thetamoduln: 
y= =e, t=, 
1 
( 97) TH TH , 1 1 
ee ae had en |: 
§ 51. 
Irreducibilitatsbeweis. 


Mit Hiilfe dieser neuen Repriisentanten lasst sich nun sehr leicht 
die Irreducibilitiit der t-Gleichung im Rationalititsbereich I. Stufe 


darthun. 
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Die ¢ hingen von den Coefficienten des urspriinglichen Gebildes 
ab vermége einer Gleichung: 


(198) G(t; ay, a... ay) =; 


zu zeigen ist, dass jede Wurzel dieser Gleichung in jede andere iiber- 
gefiihrt werden kann, indem man die a geeignete geschlossene Wege 
durchlaufen lisst. Zu diesem Zwecke berechne man aus den Coefficien- 
ten zuniichst ein bestimmtes Periodensystem: 

@1, @o, D3, Wy; 
dann wird eine Wurzel der ¢-Gleichung sein: 
(199) t(n@,, W@,, Ws, ,) 
entsprechend dem I. Repriisentanten des Typus I. Durchlaufen nun 
die Coefficienten beliebige geschlossene Wege in ihrem Gebiete, so 
werden die @ linear transformirt; und wenn «@,...0, irgend welche 
Coefficienten sind, welche den Bedingungen (160) der linearen Trans- 
formation geniigen, so kann man auf Grund der Entwickelungen des 
§ 8 immer solche Wege der Verzweigungspunkte und damit auch der 
Coefficienten angeben, dass die wm in andere Perioden o’ iibergehen, 
welche durch die Gleichungen: 


@," = 0, @, + G@, + &, 0, + &,a,, 
a, = 6, a, + B,@, + Ba, + B,a,, 
@, = YO, + Y2@_ + 73H; + 7,4, 
@, = 0,@, + 0,@, + 0,@; + 0,0, 
mit ihnen verbunden sind. Und zwar kann dies immer auf solche 
Weise geschehen, dass man dabei nur solche Werthe zu _passiren 
braucht, welche den Bedingungen (11) geniigen. Damit wird die 
Wurzel (199) tbergefiihrt in: 
(201) t(na@,', N@,’, @,', @,'), 
wihrend die Coefficienten zu ihren Anfangswerthen zuriickkehren. Zu 
den Werthen (201) aber, welche ¢ auf diese Weise anzunehmen im 
Stande ist, gehdren auch alle diejenigen, welche durch die neuen 
Reprisentanten gegeben sind; man kann demnach von dem Repriisen- 
tanten (199) aus zu allen iibrigen durch Monodromie der Coefficienten 
gelangen, also auch von jedem dieser iibrigen zu jedem andern. 
Andererseits folgt aus § 49 und 50, dass jedes System der na,’, na,", 
@,, @, welches man auf diese Weise erreichen kann, zu einem der 
Repriisentanten fiquivalent ist, dass man also auf diese Weise zu keinem 
andern Werthe von ¢ gelangt, als zu denjenigen, welche durch die 
Repriisentanten gegeben sind. Damit ist der folgende Satz gewonnen: 
Die Bestimmung der Coefficienten (Moduln I. Stufe) des trans- 
formirten Gebildes hiingt ab von der Lisung einer Gleichung des Grades 


(200) 
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we+t+nt+tn+i1, 
deren Coefficienten dem Rationalititsbereiche I. Stufe in Bezug auf das 
gegebene Gebilde angehiren und welche in diesem Rationalititsbereiche 
irreducibel ist. 


§ 52. 
Monodromiegruppe des speciellen Transformationsproblems. 


Wir wenden uns nun zur Untersuchung der Monodromiegruppe 
des speciellen Transformationsproblems und beginnen mit der Beant- 
wortung der Frage, bei welchen linearen Transformationen ein einzelner 
Repriisentant ungeiindert bleibt, etwa der folgende: 


(202) oO; = nO, W2 = NW, 3 = 05, 04 = 0. 

Werden die @ einer linearen Transformation unterworfen, etwa der 
folgenden: 

Cy! = Ot, Dy + Oy Gy + Oy Os + Oy, , 

@,’ = B, a, + B,@, + B,o; + B,o,, 

@ = 7,0, + 7,@, + 730; + 74%, 

@,' = 0, @, + 0,0, + d;05 + 0,0, 


so treten an Stelle der @ neue transformirte Perioden a’, welche lauten: 


(203) 


(204) O; = 2O,', @ = NO, O =O, wi = a,. 
Zwischen diesen und den ersten transformirten Perioden (202) bestehen 
dann die Beziehungen: 


Oy = 601 + Oy Oz ++ MH, Ws + NE, OA, 
os = B, a + B,@2 + nB, as + nB, on, 
(205) = 9 - oe 
, oa, = zs @, + 78 gy + B,@3-+- By, 
, ve 


- — ‘ 
04! = @, + = @2 + 7393+ 74 @- 


Nach der Definition werden die @’ dann zu den @ iiquivalent sein, 
wenn diese Gleichungen eine lineare Periodentransformation darstellen. 
Dazu ist offenbar erforderlich und hinreichend, dass die Congruenzen 
erfiillt sind: 


(206) Y=, =9, =0,=0 (mod. n). 

Das sind aber (mit veriinderter Bezeichnung) gerade die Bedingungen, 
durch welche § 39, Nr. 127 die dort als Untergruppe II. Art bezeich- 
nete Untergruppe der Monodromiegruppe des speciellen »-Theilungs- 
problems charakterisirt war. Damit ist also nachtriiglich bewiesen, 
was a. a, O. bereits erwihnt wurde, niimlich: 


19* 
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Die Gleichung des speciellen Transformationsproblems ist gerade 
diejenige Resolvente des speciellen Theilungsproblems fiir dieselbe Zahl n, 
welche zur Untergruppe II. Art gehért. 

Die Untergruppe, bei welcher irgend ein anderer Reprisentant 
ungeiindert bleibt, geht dann aus der durch (206) charakterisirten 
Untergruppe durch Transformation vermittelst einer geeigneten linearen 
Substitution hervor. Soll z. B. die Untergruppe bestimmt werden, bei 
welcher ein bestimmter durch die Zahlen k, 1, m charakterisirter Re- 
prasentant des I. Typus ungeindert bleibt, so hat man die Substitution 
(203) zu transformiren vermége der Operation : 

(207) Q,'= a’, 2,'=@,', 2,’ =ka,'+- 1a,’ + a3, 24=le,’+ ma,’ + o,’, 

deren inverse ist: 

(208) @,=Q,, @,=Q,, @, =—kQ,—12,4+Q,, a, = —12,— m2,,+-Q, . 

Dabei wird erhalten: 

Q,' = (a, —k a, —1a,)Q, +(a, —la, — may) Q.+ a, Q3-+ «,Q,, 

Q.'=(B, —kB; —1B,) 2; +(B, —1B3;— mB,) 2,+B; 23+ B,2,, 

Qs = {1 +kha,+1B,—k(y,+ ke, +1B;)—Uy,+ ha, +1B,)} Q 
+ {Yt he, +1B,— Uys has +1B3)—m(y, + ha, +1B,)} 2, 
+ (73+ kes + 1B3) 25+ (74 + hae, +18,)Q,, 

Q/= {9,-+-la,-+ mB, — k(8,-+ la, m By) —1(0,+-la,4+mB,) } 2, 
+ {9,+-1a,-+-m B,—I(d; +-la, +m B;) — m(9, + la,-+ mB,)} Q, 
+ (0;-+1a, + m B;) 2, + (8, 4+1e,-+mB,)Q,. 

Die Bedingungen, unter welchen der genannte Reprasentant an 
seinem Platze bleibt, sind demnach: 


YK (a — 75) +1 (B,— 74) —h? @3—K1(B,+-0,)—P? 8, =0, 

(210) Yo + ka, +U(B,—ys)—my,—kla,—P-B,—kma,—lmB, =0, (med. s} 
bd, —kd,+1(a,—0,)-+-mB, —kla,—Pa,—kmB, —lmB,=0, bs 
8, +1 (a, — 6s) -+-m(B,— 5,)—Pa,—lm(B-+-e,)—m*B, =0. 


In gleicher Weise wiirden sich die Bedingungen fiir die Repriisen- 
tanten der drei tbrigen Typen aufstellen lassen. Aber wichtiger als 
diese Frage ist die andere, zu deren Beantwortung wir uns nun wenden 
wollen: unter welchen Bedingungen bleiben denn alle Repriisentanten 
an ihren Plitzen? — eine Frage, die eben identisch ist mit der Frage 
nach der Monodromiegruppe des speciellen Transformationsproblems 
selbst. 

Man sieht zuniichst, dass alle Repriisentanten des I. Typus an 
ihren Plitzen bleiben, wenn die Congruenzen (210) unabhingig von 
den Werthen der k, 1, m erfiillt sind. Das ist aber, wie man sich 


(209) 
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sofort tiberzeugt, dann und nur dann der Fall, wenn die Transforma- 
tion (203) mod. m zur Identitat oder zu gleichzeitigem Zeichenwechsel 
aller vier Perioden congruent ist. In beiden Fallen bleiben aber auch 
die Repriisentanten der drei andern Typen an ihren Plitzen, und man 
findet also: 


Sdémmtliche Wurzeln der t-Gleichung bleiben bei denjenigen und 
nur bei denjenigen linearen Periodentransformationen ungedndert, welche 
nach dem Modul n zur Identitét oder zu gleichzeitigem Zeichenwechsel 
aller vier Perioden congruent sind. 

Ganz ebenso verhiilt sich (vgl. § 39) die Gesammtheit der Wurzeln 
des speciellen Theilungsproblems der geraden Functionen. Die Mono- 
dromiegrappe des letzteren ist durch die Congruenzen (123) definirt; 
dieselbe Monodromiegruppe kommt sonach auch der ¢Gleichung zu, 
und der oben ausgesprochene Satz kann erweitert werden zu der 
Fassung: 

Specielles Theilungsproblem der geraden Functionen und Trans- 
formationsproblem fiir dieselbe Zahl n sind gegenseitig Resolventen von 
einander im Sinne der Monodromiegruppe. 

Ob derselbe Satz auch fiir die arithmetische Gruppe gilt, dariiber 
scheint nichts bekannt zu sein; doch diirfte die Sache ahnlich liegen, 
wie bei den elliptischen Functionen, woriiber man z. B. C. Jordan, 
tr. des subst. p, 343 vergleiche. 


§ 53. 
Das allgemeine Transformationsproblem. 
Ueber das allgemeine Transformationsproblem mége nur folgendes 
bemerkt werden: 
Es sei ein Lésungssystem des speciellen Problems adjungirt, etwa 
dasjenige, welches zu dem Reprisentanten (202) gehdrt. Ist dann 


f (w) irgend ein Werth einer transformirten hyperelliptischen Function 
I. Stufe, so werden die n? Werthe derselben (vgl. § 47 a. E.) die 
folgenden sein: 


f (w), f(w+o,), f (w+20,) +f (w+(n—1)@,), 


f(w+a,), f(w+a+o,), f(w+2a,+a,) -- f (w+(n—1)@,+@,), 
(211) f(w+2a,), f(w+a,+2e,), pibelaniiteadl sind 1), viiied 


Fhe enya 7 er being pees 


(w+ (n—1)@,+(n—1)o,). 


7 
cseff 
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Wird allgemein: 


(212) f (w+, @, +, @,) = fy,» 
gesetzt, so ergiebt sich, dass f,,,,, bei Vermehrung der w um die 
Periode Aw, + Ba, in fi,44,¥,48 tibergeht. Die Monodromiegruppe 
des Problems in Bezug auf die y kann also dargestellt werden durch 
die Congruenzen: 
(213) "1 =Y + A, ? 

Vv, =v, + A;. 
Wie in § 38 folgt hieraus: 

Nach Adjunction einer Wurzel des speciellen Transformations- 
problems findet das allgemeine seinen Ausdruck in einer zweifaltigen 
Abel’schen Gleichung und ist daher algebraisch, niimlich durch zwei 
nebeneinanderstehende n° Wurzeln lisbar. 

Auch hier ist von numerischen Irrationalitiiten abgesehen. 


§ 54. 
Transformation von Functionen hoherer Stufe. 


Bereits in § 30 ist bemerkt, dass die Transformation n'" Ordnung 
von Functionen m'* Stufe zu Functionen mn‘ Stufe fiihrt, wenn m 
und » theilerfremd sind; es mégen nur itiber die Transformation von 
Modulfunctionen héherer Stufe noch einige Worte hier Platz finden. 
Auch bei dieser Untersuchung kanu man, wie es § 48 ff. fiir die Func- 
tionen I. Stufe geschehen ist, von den verschiedenen Mdglichkeiten, 
die Unbekannte zu wahlen, absehen, und alle diese Miglichkeiten 
unter dem Zeichen: 

tm(@1, 2, @3, Gs) 

zusammenfassen. 

Es sei nun erstens der Rationalititsbereich, welchen man zu Grunde 
legt, der der Principaluntergruppe m'” Stufe. Dann wird es: 
(214) M = (m‘*— 1) m3(m?— 1)m 
(vgl. 49) verschiedene Werthe von ¢(@,, @,, @,, @,) (der urspriinglichen 
Form) geben; jeder derselben wird eine Anzahl von transformirten 
Werthen zugehéren. Wir erhalten also im ganzen: 

M - (n?-+-n?-+-n-+1) 

transformirte Werthe ¢,,; und wie in § 51 kann geschlossen werden, 
dass diese alle einer im Rationalitiitsbereich erster Stufe irreducibeln 
Gleichung geniigen. Im Rationalitiatsbereich m'*" Stufe dagegen wird 
diese Gleichung zerfallen, und wir wollen zusehen, in welcher Weise 
man die Werthe von ¢, za Gruppen zusammenzufassen hat, welche 
Wurzeln irreducibler Gleichungen in diesem Rationatitiitsbereiche vor- 
stellen. Zu diesem Zwecke gehen wir etwa aus von: 
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(215) tn (MG, %G,, Gy, 64) 

und wenden wieder die Methode des § 51 an; dabei sind aber jetzt 

nur solche lineare Transformationen (200) der urspriinglichen Perioden 

zuzulassen, welche (mod. m) zur Identitét congruent sind. In Folge 

dessen gelangt man von dem Werth (215) nur zu solchen Werthen 
tn(M@,', NGq', Gs", @,'), 

in welchen die @’ mit den @ durch eine Substitution der Principal- 

untergruppe m'* Stufe verbunden sind. Auf diesem Wege gewinnt 

man die Regel: 

Fiir die Untersuchung der Transformation von Functionen m** 
Stufe sind die Représentanten (182) so zu wiihlen, dass die Coefficien- 
tensysteme (a, B, y, 0) nach dem Modul m alle einander (am Einfachsten 
also alle zur Identitét) congruent werden. Die n° + n? + n+ 1 ver- 
schiedenen Werthe einer transformirten Form t, welche eu den so 
normirten Reprisentanten gehidren, geniigen dann einer und derselben 
im Rationalititsbereich m'*” Stufe irreducibeln Gleichung. 

Den M verschiedenen Werthen der urspriinglichen Form ent- 
sprechend wird man im ganzen M&M solche Gleichungen erhalten. 

Wird aber zweitens eine Untergruppe m Stufe eu Grunde gelegt, 
welche neben den der Identitit (mod. m) congruenten Operationen noch 
andere enthilt, welche bezw. den Operationen S,S’, S” ... congruent 
sind, so werden auch die Reprisentanten nur so modificirt werden 
miissen, dass das Coefficientensystem eines jeden zu dem irgend einer 
dieser Operationen 1, 8’, S” ... congruent wird. 

Ein bemerkenswerther Umstand tritt ein, wenn man nicht eine trans- 
formirte Modulform selbst zur Unbekannten der aufzustellenden Glei- 
chung wihlt, sondern eine — etwa multiplicative — Verbindung einer 
solchen mit einer nicht transformirten Form derselben Art. Es kann 
dann nimlich Substitutionen (mod. m) geben, welche die urspriingliche 
Function einerseits, die transformirte andererseits in solcher Weise 
afficiren, dass jene Verbindung ungeiindert bleibt. Dann wird die 
Modification der Kepriisentanten (mod. m) weniger weit getrieben zu 
werden brauchen; ja es kann sogar vorkommen, dass es ausreicht sie 
(mod. 0) zu modificiren, unter 0 einen Theiler von m verstanden. So 
gelangt man zu dem Satze: 

Bestimmte Verbindungen urspriinglicher und transformirter Moduln 
m" Stufe geniigen Gleichungen vom Grade n’ 4- n? + n+ 1 schon im 
Rationalititsbereiche der 3" Stufe, wenn 8 einen Theiler von m bedeutet. 


Ein Rickblick auf die vier letzten Abschnitte zeigt, dass die in 
den ersten entwickelten allgemeinen Principien geeignet sind, die 
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Untersuchung der fundamentalen Eigenschaften der Theilungs- und 
Transformationsprobleme einfacher und durchsichtiger zu gestalten, als 
dies einer ausschliesslich mit den Mitteln formaler Rechnung operiren- 


den Behandlungsweise méglich sein wiirde. 


Man darf aber auch 


erwarten, dass dieselben Principien sich in gleicher Weise fordernd 
erweisen werden, wenn es sich um Durchfiihrung bestimmter Einzel- 
probleme bis zur numerischen Rechnung hin handelt. 


Gottingen, den 26. Juni 1889. 
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Allgemeine ‘Theorie der Divergenz und Convergenz von Reihen 
mit positiven Gliedern. 


Von 


ALFRED PriInGsHEm™ in Mitinchen. 


Die ersten Kriterien zur Priifung der Divergenz oder Convergenz 
einer unendlichen Reihe mit positiven Gliedern riihren bekanntlich 
von Cauchy*) her. Dieselben kénnen, gleichwie die spiiterhin auf- 
gestellten schirferen Kriterien **) von Raabe, Duhamel, de Morgan 
Bertrand, Bonnet, Paucker — als specielle Kriterien charakte- 
risirt werden, insofern als sie durchweg auf der Vergleichung des 
n' Reihengliedes mit einer der speciellen Functionen a", n*, n(lg)* etc. 
beruhen. Hingegen gebiihrt Herrn Kummer das Verdienst zuerst 
Kriterien von wesentlich allgemeinerem Charakter aufgestellt zu 
haben ***), vermége deren aus gewissen Beziehungen zwischen dem 
Reihengliede a, und einer verhiltnissmiissig geringen Beschriinkungen 
unterworfenen, im itibrigen aber ganz willkiirlich gedachten, positiven 
Function p(n) auf die Beschaffenheit der Reihe Xa, geschlossen wer- 
den kann. 

Die Kummer’sche Methods weiter verfolgend ist sodann Herr 
Dini in einer ziemlich umfangreichen Abhandlung:})  ,,Sulle serie 
a termini positivi“. — dazu gelangt, nicht nur das Kummer’sche Haupt- 
kriterium in gewisser Weise zu verallgemeinern}}), sondern auch 
andere T'ypen von allgemeinen Kriterien aufzustellen, in denen die 
zuerst genannten Specialkriterien als besondere Fiille enthalten sind. 

Leider ist die betreffende Dini’sche Arbeit in keiner der be- 
kannteren Zeitschriften erschienen, und so mag es einigermaassen 


*) Analyse algébr. (1821) p. 132 ff. 
**) Die Publication der betreffenden Arbeiten, von denen spiiter noch im 
einzelnen die Rede sein wird, fillt in den Zeitraum von 1832—1851. 
**t) Crelles Journal Bd. 13, (1835) p. 171ff. 
+) Dieselbe findet sich in den ,,Annali dell’ Univ. Tosc, T. IX“, ist aber 
auch unter dem im Texte angegebenen Titel separat erschienen: Pisa, 1867, 
Tipografia Nistri. 
+t) Vgl. hieriiber weiter unten: § 7, die Randbem, zu GI. (H). 
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erklarlich erscheinen , dass dieselbe — zum mindesten in Deutschland — 
sichtlich véllig unbekannt geblieben ist.*) So hat denn der kiirzlich 
leider so friih und unerwartet verstorbene Paul du Bois Rey- 
mond**) — erst sechs Jahre nach der genannten Publication — den 
Dini’schen Grundgedanken (nimlich die Vergleichung des Reihen- 
gliedes a, mit einem Ausdrucke (n) — o(n+1), wo v(m) mit » 
monoton zu- oder abnimmt) von neuem entdeckt und ist, indem er 
diesen Gedanken noch schiirfer herausarbeitete, als sein Vorgiinger, 
nicht bei der Wiederauffindung von dessen Hauptresultaten stehen 
geblieben, sondern hat es zum ersten Male ausdriicklich unternommen, 
der ganzen Lehre von der Convergenz und Divergenz der Reihen 
» durch strengere und sachgemisse Verkniipfung ihrer Theoreme den bis 
jetet ihr fehlenden Charakter einer mathematischen Theorie zu ver- 
lethen.““***) 

Obschon nun die fragliche Arbeit in der bezeichneten Richtung 
manche bedeutsame Ergebnisse zu Tage geférdert hat, so bin ich 
doch zu der Ansicht gelangt, dass die Du Bois Reymond’sche 
Theorie — selbst abgesehen von einzelnen Irrthtimern, auf die ich 
gelegentlich spiiter noch zuriickkommen werde}) — in Bezug auf Kin- 
fachheit und Consequenz der Methode, wie auf Vollstindigkeit der 
Resultate ziemlich viel zu wiinschen iibrig lisst. 

Um diese meine Ansicht naher zu begriinden, fihre ich hier 
folgendes an: Unterscheidet man mit Du Bois Reymond die 
Divergenz- und Convergenz-Kriterien als solche erster oder zweiter Art, 
je nachdem dieselben auf der Untersuchung des allgemeinen Gliedes 


a, selbst oder aber auf derjenigen des Quotienten ets beruhen , so 


liefert die fragliche Theorie als allgemeinen Typus der Divergene- 
Kriterien erster Art die Beziehung: 
. a, ; 
und als solchen der entsprechenden Convergenz-Kriterien: 
a 


(B) lim @m—enti nicht unendlich , 





*) Selbst in den mit ausserordentlich zahlreichen Literatur-Angaben ver- 
sehenen ,,Vorlesungen wiber allgemeine Arithmetik von O. Stolz‘ findet dieselbe 
keine Erwihnung, Vielmehr sind dort (s. Bd. I, p. 251 ff.) gewisse Methoden und 
Resultate ausdriicklich Du Bois Reymond gugeschrieben, die sich schon bei 
Herrn Dini finden. 

**) Neue Theorie der Convergenz wnd Divergenz von Reihen mit positiven 
Gliedern“‘ — Crelle Bd. 76, (1873) p.61 ff. — Vgl. auch: Comptes rendus 1888, II, p. 941. 

***) a. a. O. p. 61. Alin. I. 
+) 8S. weiter unten die Randbem. auf p. 311 und p, 347, 349. 














ao 
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wobei ~(”) in dem Ausdrucke (a) eine mit m monoton in’s Unendliche 
wachsende, dagegen in (8) eine mit » monoton abnehmende positive 
Grosse bedeutet. Es erscheinen also trotz der iusserlichen Gleichheit 
der Ausdriicke (a) und (8) die Divergenz- und die Convergenz-Kriterien 
in Wahrheit unter ziemlich heterogener Form, wihrend doch ein Blick 
auf die bekannten Special-Kriterien, wie: 


limn-d, >0O limn-lIgn-a, >O --.- (fiir die Divergenz), 
lim n'+@- a, < co lim n- (Ig n)'+@-a, << co - - - (fiir die Convergenz) 


darauf hinzuweisen scheint, dass jedem Divergeng-Kriterium ein ganz 
dihnlich gebildetes, nach einem sehr einfachen Gesetze unmittelbar 
daraus abzuleitendes Convergenz-Kriterium entspricht. Ob nun dieser 
Zusammenhang lediglich auf speciellen Kigenschaften der hier in Frage 
kommenden Functionen n, lg ete. oder aber — wie es thatsiichlich 
der Fall ist — auf einem ganz allgemeinen Gesetze beruht, tiber diese 
wichtige Frage giebt die Kriterienform (a) (8) nicht den geringsten 
Aufschluss. Ebenso wenig liisst sie erkennen, ob es iiberhaupt mig- 
lich ist allgemeine Typen disjunctiver Kriterien anzugeben, bei denen 





a —1 ‘ 
( wie z. B. bei den Cauchy’ schen Kriterien: lima" 2 1, lim ins 1) 
die Entscheidung iiber Divergenz oder Convergenz von der Priifung 
eines einzigen Ausdruckes abhiingt. Mag man nun auch den practischen 
Vortheil, den solche disjunctive Kriterien auf den ersten Blick dar- 
zubieten scheinen, ziemlich gering anschlagen,*) so erscheinen sie 
doch zweifellos theoretisch weit befriedigender, als jene dualistisch ge- 
trennten Divergenz- und Convergenz-Kriterien, weil sie dem voll- 
kommensten Typus eines Kriteriums — niimlich dem Ausdrucke der 
nothwendigen und hinreichenden Bedingung — formell am _nichsten 
kommen.**) Aus diesem Grunde muss wohl aber die villige Unmég- 


*) Die Priifung des einen Ausdruckes, welche von den diaj. Kriterien 
erster Art verlangt wird, ist niimlich im allgemeinen umstiindlicher, als die der 
ewet verschiedenen Ausdriicke bei Anwendung des entsprechenden Kriterienpaares 


—1 
(wie z. B, die Priifung von: un SES) statt derjenigen von: lim n-a, und 
lim n'¥¢ . a,). 

**) Ein Kriterium, welches die nothwendige und hinreichende Bedingung 
fiir die Divergenz bezw. Convergenz fixirt, kiénnte naturgemiiss lediglich eine 
Umschreibung der beziiglichen Definition sein, und diese liasst sich eben nicht 
auf die Beschaffenheit des einzelnen Reihengliedes basiren. Giibe es nun aber 
ein solches Kriterium, so miisste sich dasselbe so formuliren lassen: 

Gehért der Werth von lim F'(a,) — wo F eine passend gewiihlte Function 
bezeichnet — einem gewissen Werthegebiet A an, so divergirt die Reihe der a, ; 
gehirt er dem Gebiete A nicht an, so convergirt sie. 

Dieser Form des Kriteriums kommt nun aber diejenige des disj. Kriteriums 


20° 
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lichkeit, auf Grund der Du Bais Reymond’schen Methoden derartige 
disjunctive Kriterien aufzustellen oder auch nur deren Existenz zu 
erweisen, als eine nicht unwesentliche Liicke dieser ganzen Theorie gelten. 

Noch minder geniigend sind aber ihre Ergebnisse beziiglich der 
Kriterien zweiter Art. Schon die Einfiihrung der letzteren, welche in 
Wahrheit auf einer Art Kunstgriff, niimlich — genau wie in der 
Dini’schen Abhandlung — auf einer Umformung der Kriterien erster 
Art mit Hiilfe der véllig unvermittelten Substitution von a, - p(n) 
an Stelle von ~(m) beruht, scheint mir dem Verlangen nach einer 
natiirlichen Verkniipfung der Convergenztheoreme keineswegs zu ent- 
sprechen. Hiervon aber abgesehen, erscheinen die so gewonnenen 
Kriterien zweiter Art derartig durch verschiedene Nebenbedingungen 
eingeschrankt*), dass ihr Werth fiirs erste thatsiichlich véllig illusorisch 
wird. Diese Einschrinkungen lassen sich nun freilich mit Hiilfe be- 
sonderer Betrachtungen von ziemlich einfacher Natur beseitigen: allein 
die letzteren reichen thatsiichlich vollstiindig aus, um die betreffenden 
Kriterien ganz wnabhidngig von den urspriinglich gewihlten Ausgangs- 
punkten abzuleiten.**) Mit anderen Worten: die Kriterien zweiter 
Art ergeben sich eigentlich garnicht in Folge der Du Bois Reymond’- 
schen Theorie, sondern trote derselben. 

Die angefiihrten, wie ich glaube, unbestreitbaren und sehr wesent- 
lichen Miingel der obigen Theorie haben mich veranlasst, das fragliche 
Problem, welchem ich wegen der ausgedehnten Anwendung der 
Reihenlehre in der gesammten Analysis eine gewisse fundamentale 
Bedeutung zuerkepnen mdchte, von neuem zu behandeln. Hierbei 
ergab sich mir als Resultat, dass man unter ausschliesslicher Anwendung 
ganz elementarer Mittel zu den allgemeinsten Kriterien erster wie 
zweiter Art gelangen kann, ohne das fiir die Aufstellung irgend welcher 
Divergenz- und Convergenz-Kriterien gleichsam von selbst sich ergebende 
Princip der Reihenvergleichung auch nur einen einzigen Augenblick 
zu verlassen. Dieses Princip wird nun zuniichst im § 1 der folgenden 
Abhandlung dazu beniitzt, um den allgemeinen Ausdruck der ge- 
suchten -Kriterien zu fixiren. Nach LEinschaltung einiger fiir die 
spiiteren Entwickelungen niitzlichen Formeln aus der Theorie der Loga- 
rithmen (§ 2) werden sodann die fir die wirkliche Aufstellung der 
Kriterien erforderlichen ,,typischen Formen“ fiir das allgemeine Glied 
jeder divergenten bezw. convergenten Reihe abgeleitet. Ich bemerke 
weitaus am niichsten, welches mit Anwendung der niimlichen Bezeichnungen so 
lauten wiirde: 

Gehdrt der Werth von lim F'(a,) dem Gebiete A an, so divergirt die Reihe; 
gehért er dem Gebiete B an, so convergirt sie. 

*) a. a, O. Art, VI. 
**) a. a, O. Art. VIL. — Noch deutlicher bei Stolz, a. a, O, p. 259, 260. 
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ausdriicklich, dass die hierbei zum Vorschein kommenden Siitze sich 
theilweise mit gewissen aihnlichen Siitzen aus den genannten Abhand- 
lungen von Herrn Dini und Du Bois Reymond decken. Immerhin 
darf wohl die hier gegebene tibersichtlichere Formulirung und natur- 
gemiissere Verkniipfung, namentlich aber auch die nicht unerhebliche 
Vereinfachung der Beweise einigen Anspruch auf Neuheit machen. 
Nach diesen Vorbereitungen werden in § 5 die Kriterien erster Art 
behandelt , wobei sich die allgemeinsten Typen fiir dualistisch getrennte 
Kriterienpaare, wie auch fiir disjunctive Doppel-Kriterien ergeben. Im 
Anschluss an die letzteren erscheint dann noch ein, wie ich glaube, 
bisher nicht bekanntes allgemeinstes Convergene-Kriterium erster Art, 
welches in Wahrheit das Analogon zu dem bisher ganz isolirt da- 


_ stehenden Kummer’ schen Convergenz-Kriterium (als dem allgemeinsten 


Convergenz-Kriterium zweiter Art) bildet. — Nach einem Excurs iiber 
die Tragweite der Kriterien erster Art (§ 6) — welcher in’s besondere 
auch gewisse tiber diesen Punkt vielfach herrschende Unklarheiten 
oder Irrthiimer zur Sprache bringt — werden ferner im § 7 die 
Kriterien zweiter Art discutirt und neben den bisher bekannten Formen 
derselben auch noch andere von gleicher Allgemeinheit abgeleitet. Der 
§ 8 handelt sodann von den Beziehungen, welche zwischen den Kriterien 
erster und den entsprechenden gweiter Art stattfinden, und welche 
das Analogon zu der von Cauchy erwiesenen Beziehung zwischen 


a ’ 
"t! liefern. 





lim a und lim 

Wihrend sich alle diese Untersuchungen auf Reihen mit beliebigen 
positiven Gliedern beziehen, werden schliesslich noch zwei besondere 
Kategorien von Kriterien fiir Reihen mit niemals zunehmenden Gliedern 


aufgestellt, von denen ich die einen als solche dritter Art (§ 9), die 
auderen als erweiterte Kriterien eweiter Art (§ 10) bezeichne. 


§ 1. 
Die allgemeinen Formen der Divergenz- und Convergenz-Kriterien 
insbesondere derjenigen erster und zweiter Art. 


Bezeichnet man generell mit d, oder > das allgemeine Glied 


; ‘ , 1 ; : 
einer divergenten, mit c, oder rim das einer convergenten Reihe, so 
v 


kann man ohne weiteres schliessen, dass eine beliebig vorgelegte Reihe 
mit positiven Gliedern — >” _ 
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(1) divergirt, wenn: a,4, >h. d,) (fiir alle Werthe v von einem be- 
convergirt, wenn: a,» < H. cy} stimmten an, etwa fiir » >m) 


wo p eine constante, positive ganze Zahl einschliesslich der Null, 
h und H endliche positive Gréssen bedeuten, von denen tibrigens die 
erstere beliebig klein, die letztere beliebig gross angenommen werden 
darf. Zur Erfiillung der Ungleichungen (1) erscheint es nun aber 
offenbar hinreichend, wenn fiir n =o: 


lim =e. =lim D,-an4»>g >hd. h. nicht Null (Divergenz), 
9 ae 
lim —7tP = lim C,+da4p<G@ < Hd. h.nicht unendlich (Convergenz). 
n 

Dies ist der einfachste Typus der Kriterien erster Art. Ein der- 
artiges Kriterium versagt, wenn fiir ein irgendwie fixirtes D, bezw. C,: 
lim D,@n+»p = 0 oder unbestimmt mit der wnteren Unbest.-Grenze 0, 
lim Cydazp = » ” » »:~Oberen ” »” oo 
wird. Die Méglichkeit , wirksamere Kriterien zu gewinnen, wird als- 
dann gegeben sein, sobald man zeigt, dass man stets Gréssen D,’, C,’ 
finden kann von der Beschaffenheit, dass: *) 

Di>D,, O<G, 
und daher: 
lim Dian4p > lim D,a,4», also modglicherweise > 0, 
lim a An+p <— lim C, An+-p) » ” < fe *) 
resultirt. 

Ferner ist leicht zu ersehen, dass man jedem Kriterium erster Art 
ausser der obigen eimfachsten Form (I) auch unendlich viele andere 
Formen geben kann, Bedeutet nimlich F(x) eine Function, die mit 
positiv wachsendem z eindeutig**) sich aindert, monoton zunimmt und 


*) Ich bediene mich nach Du Bois Reymond’s Vorgange der Bezeichnungen: 
1 Am <A), 
2) Am ~ A), 
3) Atm >A) 
um auszudriicken, dass fiir n = © lim ae bezw. 1) verschwindet; 2) endlich 
2 
und von Null verschieden (aber nicht nothwendig bestimmt).ist 3) unendlich 
gross wird. Ausserdem bezeichne ich noch durch das Schema: 


4) fn) Laf,(n), 
film) _ 


lim a 


fe(n) as 


dass: 


sein soll, 


**) D. h. als eindeutige Function im engern Sinne oder als eindeutiger Zweig 
einer beliebig vieldeutigen Function. 
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somit eine einzige positive Umkehrung zulisst, sodass also je eime der 
beiden Ungleichungen: 


Ly > Ly, F(x.) > F(x) 


stets auch die andere nach sich zieht, so lassen sich die Beziehungen 
(1) offenbar auch durch die folgenden ersetzen: 
(la) om F(Dydn4p) > F(g) a. h. > F(O): Divergenz, 

lim F'(Cy dn4p) < F(G@) d. h. < Foo): Convergenz 
oder, etwas anders geschrieben, wenn in den urspriinglichen Un- 
gleichungen (1) 


E, E, 
D, = _ > C, = Ty 


gesetzt wird: : 
(Ib) F(En@n4p) lt ces Divergene, 


< F'(Gr,): Convergenz. 


Auf einer derartigen Umformung der Kriterien (1) bei geeigneter Wahl 
der hier mit E,, s,, r, bezeichneten Gréssen beruht insbesondere, wie 
sich spiiterhin noch genauer zeigen wird, die Méglichkeit, disjunctive 
Kriterien erster Art aufzustellen. 

' Statt die Gréssen a,,, unmittelbar mit den d, bezw. c, zu ver- 
gleichen, kann man offenbar auch die entsprechenden Zunahmen, 
“ret und “GE beaw, “Ht 


v 


gemessen durch die Quotienten bezw. in Be- 


ziehung bringen. Man pflegt alsdann direct zu beweisen, dass aus 
den Relationen: 





d 
(2) Stott > SH beaw, ttt St (9m) 
vt “s : 


die Divergenz bezw. Convergenz der Reihe a, sich ergiebt. Um 


aber tiber die Stellung der Ungleichungen (2) zu den anfangs betrachteten 
(1) volle Klarheit zu gewinnen, scheint es mir angemessener das ge- 
wiinschte Resultat durch den folgenden Hiilfssatz zu begriinden: 
Hiilfssatz. Hat man zwei unbegrenzte Folgen positiver, 
im Unendlichen eventuell auch verschwindender Grdéssen: 


Pi Pr ++ Pvsssy 
G1 G2+++Qe-- 
und es ist fiir v > m bestindig: 


Pott sy tt yay Pett — Gott 


yn = @ \ m= « ° 
so gilt fiir v >m-+ 1 durchweg die Beziehung: 
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Py>k.q beww. ppok.g 
wo k eine bestimmie positive Constante bedeutet. 
Gelten dagegen fiir v > m die Ungleichungen 


Pott M41 bezw. Pott < Mot 

Py qd, P, qd, 
(mit Ausschluss der Gleichheit) so kann man zu jeder beliebig 
gross vorauschreibenden Zahl K eine endliche positive ganze 
Zahl n so bestimmen, dass fiir v > m+n 


po>K.q beew. py < x -d 
Beweis. Aus: 
Potts Ht bezw. Pett < fH 


> (v > m) 
PM —- Y PR = d or 


folgt durch Substitution von m, m+ 1,..., m-+v— 1 an Stelle 
von v und Multiplication aller resultirenden, Ungleichungen : 


P, : 9) « 

Fates Smtr egy, Tete cSt ye, 2 3...) 
Pn — In Pp, = m 

also: 


P. . P. 
Pm+y => 7. * Im-+ bezw. Putty < “ * duet 
q 


. . = P ™ 
oder, wenn man die constante endliche Grésse —" = k setzt und fiir 
m 


m -+- v wieder v schreibt: 


poak.q beew. pck.q (ve>m+1) 
womit der erste Theil des obigen Satzes bewiesen ist. 
Sei nun zweitens zunichst: 





Py4 G41 


und K eine beliebig gross anzunehmende positive Grésse. Ist dann 
schon 

Pu = K . dm 
so findet man analog wie oben: 


Pry, 9 « 
Pm+» a Gn 7 Um+y d. h. = K ” Im-+v (v—1, 2, 3 ee a 
oder anders geschrieben: 
py>K-qm (v>m+)). 


Pm <. K r Im> 
so setze man zuniichst: 


Ist dagegen: | 
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“rH = (1a) 2H  (v>m) 


wo a, auf Grund der Voraussetzung durchweg positiv und von Null 
verschieden sein muss, also fiir die Gesammtheit aller Werthe v > m 
eine gleichfalls von Null verschiedene positive untere Grenze « besitzt. 
Da hiernach : 


Pett > (1a) (v>m), 


so folgt, wenn man der Reihe nach vy = m, m+ 1,...,m-—+ m setzt 
und alle resultirenden Beziehungen multiplicirt: 


=i > (1-+-a@)"- 9 > (1+ ma) “ete 
also: 
Pmin > (L--ma) 2 + dntns 
> K+ dmin 
sofern man die ganze positive Zahl » so bestimmt, dass: 
(lne)™>K ah: n> a(E: a 1). 


Und da hierbei » lediglich an eine gewisse untere Grenze gebunden 
ist, so folgt, wenn man fiir m die kleinste Zahl wihlt, welche der 
obigen Bedingung geniigt, dass dann allgemein: 


ny >K.q (v>m+n). 
Hiatte man schliesslich fiir » > m 


Py4a W431 G41 Py 
—<— also: -—*>— 
~~ © ." ** 


so ergiebt sich mit Beniitzung des eben gefundenen Resultates: 
q@ > K-p, also: Py Seth 


fiir jedes beliebig gross vorzuschreibende positive K und eine hiervon 
in bestimmter Weise abhiingende untere Grenze n > m-+ n. Hiermit 
ist jetzt auch des ausgesprochenen Satzes zweiter Theil bewiesen, 
dem man offenbar auch die folgende Fassung geben kann: 
Ist fiir n = co: 
lim 2 SS tim # hezw. lim 284? < tim 2H, 


Pr In Pr Gn 
so hat man stets: 
Pr 


lim . oo bezw. lim 
Qn qd 


=0.— 
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Aus dem soeben bewiesenen Hiilfssatze folgt nun, wenn man 
speciell p, = a)4, und qg,=d,= D,— bezw. g, = ¢ = CO, ‘setat, 
ohne weiteres, dass die Beziehungen (2) in der That stets die Divergenz 
bezw. Convergenz >» nach sich ziehen. Da man denselben auch 


die Form geben kann: 


(2a) Py (Dy Gytp — DygGs4p41) <0 bez. Ritiea.— Cys y+ p+i)— 0 
wo P, einen fiir jedes endliche v angebbar positiven, im iibrigen aber 
in villig willkiirlicher Weise von v wnabhdngigen Factor bezeichnen 
soll, so ergiebt sich insbesondere: 


(I) io Divergenz, wenn: lim P,(Dydutp — Dayidnyp4i) <0, 
(2) Convergenz, wenn: lim P, (Cy Qnty — Cn41@npp4i) > 0. 

Dabei darf nun aber der positive, im iibrigen willkirliche Factor P, 
auch so gewihlt werden, dass er fiir » =o auch in beliebiger Weise 
unendlich gross wird oder verschwindet — ein Umstand, der, wie ich 
glaube, bisher noch nicht bemerkt worden ist, der sich aber fiir die 
gesammte Theorie der Kriterien (II) als bédeutungsvoll erweist. 

Um die Richtigkeit der obigen Behauptung einzusehen, bemerke 
man, dass jedesmal weun eine der Beziehungen (Il) erfiillt ist, schon 
von einer bestimmten endlichen Stelle v > m ab: 


P, (Dy Ge4p— Dri Qv4p4i) < — @ bez. P,(C,dr4»—Cr41dr4p41) > + 


sein muss, wo @ angebbar positiv; oder auch, wenn man D,, C, 
wiederum durch d,—', c,~' ersetzt, etwas anders geschrieben: 


Gy pty iy i d, 
io. * (1+epa.,) 





bezw. 
G4 ptt Cyta ¢, 

\ Gt * cy (1 "Zz a) 
und man ist daher, selbst wenn der offenbar ungiinstigste Fall ein- 
tritt, dass P, mit v in beliebiger Weise unendlich gross wird, unter 
allen Umstinden sicher, dass fiir jeden Werth » > m einschliesslich 
von v = co zum mindesten noch: 


a ¢ 
vp v1 
= beew. —" <—-, 


+p ’ “se “ % 





Wt ptt > Se 
woraus dann die Divergenz bezw. Convergenz der Reihe >a, unzwei- 
deutig hervorgeht. 

Ich bezeichne nun alle in der Form (IL) enthaltenen Kriterien, 
d. h. im Grunde genommen alle diejenigen, welche hervorgegangen sind 


a, a ¢. 
aus der Vergleichung des Quotienten +?** mit ** bezw. “t, als 
" Bip d, c 
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Kriterien zweiter Art — etwas abweichend von der Du Bois Reymond’- 
schen Terminologie, nach welcher diese Bezeichnung ausdriicklich nur 
diejenigen Kriterien umfasst, deren definitiver Ausdruck lediglich den 


a. a. 
tert (oder tp 


Quotienten - = 








) enthilt. Man erzeugt im tibrigen 
1 


diese besondere, fiir die Praxis freilich wichtigste Form der Kriterien 
zweiter Art aus der von mir gewihlten Hauptform (IJ), wenn man 


: P P, i 
den willkiirlichen Factor P, durch — oder ——— ersetzt, wobei 


Pe. wtp etl 
. dann das neue P, wiederum einzig und allein an die Bedingung ge- 


kniipft ist, nicht negativ zu sein. 

Wenn in einem der Kriterien (II) fiir eine bestimmte Wahl von 
P, und D, bezw. C, der zu priifende Grenzwerth verschwindet oder 
in der Weise unbestimmt wird, dass die Null als obere bezw. untere 
Unbestimmtheitsgrenze erscheint, so versagt das betreffende Kriterium. 
Findet nun aber hierbei die Anniherung an den Werth Null fiir das 
Divergenzkriterium ausschliesslich von der Seite der negativen, fir 
das Convergenzkriterium ausschliesslich von der Seite der positiven 
Zahlen statt, so kann man die betreffenden Kriterien durch blosse 
Abiinderung des Factors P, so umformen, dass sie noch unzweideutig 


die Divergenz bez, Convergenz der Reihe > anzeigen.*) Man hat 
hierzu den wesentlich positiven Factor P, nur so zu wiihlen, dass 
lim P, fiir » =< oo mindestens ebenso stark unendlich wird, wie 

lim Dy Gntp—Dn4iGntp+1) bezw. lim (Cy Qn4p—Cn41 Gn+p+1) 


verschwindet. 
Ersetzt man zu diesem Behufe etwa P, durch: 
: bezw. - 
Py (Dy 4p — Dots %pp41)? Py (Cy yin — Coty Mr 4p41)” 
(wo P, einen neuen willkiirlichen, nur nicht negativen Factor bedeutet), 
so ergiebt sich: 








*) In der That gelten ja in diesem Falle ausserhalb der Grenze y= © von 
einem best. endlichen » >m ab die Relationen 


a d e 
tpt v1 bezw. v-+-1 
Win > d, ite ¢, 
wiihrend fiir » =o Ungleichungen in Gleichungen iibergehen, Dann ist aber 

allgemein fiir » > m einschliesslich » = © immerhin noch: 








a = ¢ 
vp ¥, ¥ 

und daraus folgt auf Grund des bewiesenen Hiilfssatzes die Divergenz bezw. Con- 

vergenz von 2/a,, 


a d, c 
i > bezw. <— 
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(1) lim {Pa(DaGntp — Dntidnypy1)}7" <0: Divergenz, 


(111) ' - 
(2) lim {Px(Cndntp — Cnti@nppi1)}~* <0: Convergenz. 


Der Vergleich dieser letzten Kriterien mit den unter (I1) aufgestellten 
lehrt ohne weiteres, dass beide Formen offenbar dasselbe leisten, so- 
bald die betreffenden Grenzwerthe weder Null noch unendlich gross 
werden; dass sie sich hingegen beim Kintreten dieser Grenzfille unter 
den oben niiher bezeichneten Modalitiiten wechselseitig ergiinzen (d. h.: 
wenn eins der Kriterien (II) durch das Auftreten der Null als Grenz- 
werth oder als obere bezw. untere Unbest.-Grenze versagt, so liefert | 
das entsprechende Kriterium (III) eine unzweideutige Entscheidung, 
falls dort der Grenzwerth — co bezw. + oo oder ein wenigstens be- 
ziiglich des Vorzeichens bestimmter Werth mit der Unbest.-Grenze 
— oo bezw. + oo zum Vorschein kommt — vice versa). 

Was nun die Stellung der Kriterien sweiter Art zu den ent- 
sprechenden (d. h. mit den nimlichen D,, C, gebildeten) erster Art 
betrifft, so folgt auf Grund des bewiesenen Hiilfssatzes ohne Weiteres, 
dass die letzteren niemals versagen kénnen, sobald jene eine Ent- 
scheidung liefern. Dagegen ist a priori klar, dass die Kriterien zweiter 
Art unendlich oft versagen werden, wo die entsprechenden erster Art 
wirksam sind; denn der obige Hiilfssatz ist ja in keiner Weise um- 
kehrbar, mit anderen Worten: es kénnen die Glieder einer Gréssen- 
folge (a,) durchweg tiber oder durchweg wnter den entsprechenden 
einer anderen Gréssenfolge (b,) liegen, ohne dass zwischen den Zunahme- 
Verhiltnissen ttt und be irgend eine feste Beziehung besteht*). 


v 





*) Dies klingt im Grunde genommen so trivial, dass Mancher es kaum der 
Erwiihnung fiir werth halten diirfte: immerhin. scheint.mir iiber diesen Punkt noch 
nicht allgemein geniigende Klarheit zu herrschen. Sonst wiire es zum mindesten 
véllig unverstiindlich,. dass vor noch nicht [anger Zeit Herr M. Lerch eine 
besondere Note publicirte (Teixeira, Jornal de Sciencias Mathematicas, 7. VII, p. 79). 


a 
lediglich um darauf hinzuweisen, es kinne Da, auch convergiren, wenn lim oo 


n 
nicht existirt, bezw. unter verschiedenen Werthen auch beliebig (ev. unendlich) 
grosse annimmt; und dass er nun gar zur Erhirtung dieser, wie gesagt, eigentlich 
ganz selbstverstiindlichen, tibrigens aber durch zahllose Beispiele allereinfachster 
Art zu belegenden Thatsache das folgende geradezu monstrése Beispiel construirt : 


a $ (gm) [1-+(gn)] 
a, = 6” (ign) . 9 ? 


wo (lg) den ganzen Theil des Brigg’schen Logarithmus von » bezeichnet und 
8, g positive Gréssen sind, welche die Bedingungen erfiillen: 


<1, g>1, 8-Vg<1! 
Und wenn Herr Cesaro in einer weiteren Note (a, a. O. p. 171) von Herrn Lerch’s 
,Entdeckung so iiberrascht ist, dass er dieselbe erst von nun ab in seine Vor- 
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Vielmehr erscheint der Fall, in welchem die besondere Bezichung 


a, b b 
<> = bezw. < —* existirt, als ein ausnehmend specieller unter 


¥ v v 


allen méglichen Fallen, und die Wahrscheinlichkeit, dass eine Reihe 
P a,, die auf ein bestimmtes Kriterium erster Art reagirt, auf das 


_entsprechende gweiter Art gleichfalls reagirt, ist geradezu unendlich 
klein. Das schliesst natiirlich nicht aus, dass die Kriterien zweiter 


lesungen aufnimmt, im tibrigen aber bemerkt: es giibe einfachere Beispiele solcher 
Reihen, so scheint mir dies den eigentlichen Kernpunkt der Sache noch keineswegs 
zu treffen. Es giebt eben nicht blos einfachere Beispiele von convergirenden Reihen 


On4y 





mit beliebig oscillirendem Grenzwerthe , diese sind vielmehr geradezu als die 


Regel anzusehen, wiihrend solche Reihen, fiir welche lim wet existirt, nur eine 
n 

ganz specielle Classe bilden. Die Ewistenz eines best, Grenzwerthes fiir 
Gy4y 

a, 
hat in Folge dessen mit der Convergenz oder Divergenz der Reihe Sa, tiberhaupt 
nichts zu thun. Eaistirt fiir irgend eine convergente (oder divergente) Reihe 
da, der fragliche Grenzwerth, so kann man durch blosse Umordnung der Glieder 
erzielen, dass derselbe irgendwie oscillirt. Insbesondere bemerke man, dass der 
fragliche Quotient schon bei jeder endlichen Verschiebung der Glieder viilig 
alterirt wird, und dass dasselbe fiir seinen Grenzwerth gilt, falls derselbe bei 


a 
der urspriinglichen Anordnung nicht gerade =1 war, Ist z. B. lim oH we 


a, 


und man bildet aus der Folge der Terme (a,) eine neue (a,) dadurch, dass man 


hiingt ja vor allem wesentlich von der Anordnung der Grissen a, ab und 


lediglich jedes Glied mit ungeradem Index 2-4-1 vor das unmittelbar voran- 


a’ 
gehende mit geradem Index 2» setzt, so ist in der umgeordneten Keihe lim = 
n 
" aoy 1 
entweder yon der Form: lim — dah = » oder .von der Form: 
M544 « 
lim San = a’, 


v2 
also unbestimmt. Ferner kann man aus einer convergenten Reihe X/a, mit be- 
Gy44 
¥ 
liebig oscillirendem Gliederquotienten bilden, wenn man die Glieder a, der Reihe 
nach mit ganz beliebigen positiven, nur unter einer endlichen Grenze bleibenden 
Gréssen c, multiplicirt, oder auch indem man zwischen die Glieder a, diejenigen 
einer beliebigen anderen convergirenden Reihe 3b, nach einem willkiirlich zu 
wiithlenden Gesetze einschaltet u. s. f. — 
Aber selbst wenn die Terme a, einer convergenten Reihe in der fiir das Zu- 
standekommen eines solchen Grenzwerthes offenbar giinstigsten Anordnung — 
niimlich der Griésse nach geordnet — vorliegen, braucht der fragliche Grenz- 


stimmtem Grenzwerthe lim - unendlich viele convergente Reihen mit be- 
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Art zur Priifung zahlreicher in der Analysis vorkommender Reihen 
sich als zweckmissig erweisen, oftmals sogar in héherem Grade, als 
die entsprechenden Kriterien erster Art — aus dem einfachen Grunde, 
weil die Glieder von Reihen, welche zur Darstellung von Functionen 
mit speciellen, wohl definirten Kigenschaften dienen , auch nach speciellen 
Gesetzen fortschreiten, welche hiufig die Untersuchung des Quotienten 


werth nicht zu existiren, sondern kann noch beliebig (d. h. hier natiirlich wegen 
der absteigenden Gréssenfolge der Glieder in den Grenzen 1 und 0) oscilliren. 


(Beispiel: a, = alt 2) , WO «<1 und [a] die grisste in w enthaltene ganze 
Zahl bezeichnet, also: a, = a”, Agy44 = a”; oder auch, wenn man durchweg 
abnehmende Glieder — mit Ausschluss der Gleichheit — haben will: 
1 [4+] = 1 2 1 a 
sit , also: 4, = 2 oe tt a5" . 
a. 
In beiden Fiillen ergiebt sich: lim —— Santi = 1, lim . 0) — 
Gon G2 nt 

Das Analoge gilt selbstverstiindlich fiir divergente Reihen, und zwar wiederum 
auch noch in dem besonderen Falle, wo die Glieder bestiindig abnehmen und 
schliesslich gegen Null convergiren: es kann dann trotz der Divergenz der Reihe 
die Abnahme der Glieder an unendlich vielen Stellen immerhin noch so stark 


a 
sein, dass unter den verschiedenen Werthen von lim —"t* beliebig kleine 
n 


Werthe einschliesslich der Null erscheinen. ae" Ich bilde die Reihe: 
ef?) gl? 
> ert: +4 
a>1, w= [a”*)] 


ef) == el”) oe 





wo 


und entweder: 
(¥) 


-=<=¢ 


=1, 


oder, wenn man wieder nur wirklich abnehmende Glieder zulassen will, etwa: 


? Fu 


fi ni+ o—, also 2”) = 2, f) ag—+,. el”) am 1. 


Die Reihe ist offenbar divergent, da die zu je einer Gruppe vereinigten 
(d. h. zu dem niimlichen Werthe » gehérigen) Glieder zusammengenommen jedes- 
mal den Werth 1 iibersteigen. Dabei ist nun: 


so lange a, und a,,, beide innerhalb eimer durch denselben Werth » charakte- 
risirten Gliedergruppe liegen. Dagegen hat man, falls a, das Schlussglied einer, 
@,4, das Anfangsglied der net Gruppe bildet: 
Gn ett) 
lim - . = lim oF ari 2 se = | 


alot) 


ay =r} lone 0). ve 
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Sut 
Gntp 
selbst. 


Ueberhaupt ist ja festzuhalten, dass es sich bei der Aufstellung 
von Divergenz- und Convergenzkriterien immer nur um die Formu- 
lirung hinreichender Bedingungen handelt, und dass es hierbei nicht 
ausschliesslich darauf ankommt, méglichst wmfassende, sondern nament- 
lich auch mdglichst einfache Formen solcher Bedingungen zu fixiren, 
da ja hinsichtlich der praktischen Brauchbarkeit solcher Kriterien eine 
engere, aber moglichst einfache und leicht ausewrechnende Form der 
betreffenden Bedingung fiir die Mehrzahl der wirklich vorkommenden 
Fille werthvoller erscheint, als eine zwar wmfassendere, aber auch 
complicirtere Form. 

Im Uebrigen stellen die Besldhienains (II) wiederum nur den ein- 
fachsten Typus der Kriterien zweiter Art dar, und es ist klar, dass 
man in ahnlicher Weise, wie bei den Kriterien erster Art, durch 
passende Kinfiihrung von monotonen Functionen der in Betracht 
kommenden Gréssen an Stelle dieser Gréssen selbst, jedem solchen 
Kriterium unendlich viele andere Formen geben kann. 

Setzt man etwa, gerade wie bei der entsprechenden Umformung 
der Kriterien erster Art: 


einfacher erscheinen lassen, als die des Reihengliedes ay» 











q E, 

’ C, = — 
r. 

¥ ¥ 


und schreibt die den Kriterien (II) zu Grunde liegenden Ungleichungen 
(2) folgendermassen : 
E,4,,, 8, ., 
: er oe bezw. > a, 
‘v--1 Cry v1 v+1 
so ergiebt sich, wenn wiederum F(x) eine Function mit den friiher 
definirten Eigenschaften bedeutet: 











Hiernach beruht es also auch auf einem Irrthum, wenn Du Bois Reymond 
gelegentlich bemerkt (a, a. O. p. 83): ,,Bei jeder divergenten Reithe Zu, ist 


u 
lim - et —_ 1, wie man unter anderem daraus erkennt, dass die Abnahme von 





Uy eingeschlossen sein muss zwischen der Constanze des Gliedes und der Abnahme 
: - wo a>1, weil die letstere Rethe schon convergirt; es ist aber 


— a 
+0 

(NB. Aus der Art dieser Begriindung scheint hervorzugehen, dass nur 
divergente Reihen mit niemals zunehmenden Gliedern gemeint sind — eine Kin- 
schriinkung, die freilich durch den iibrigen Zusammenhang in keiner Weise ge- 
fordert wird, die vielmehr das betreffende Gesammtresultat nicht unerheblich 
modificiren wiirde. Aber selbst mit dieser Einschriinkung erscheint die Du Bois 
Reymond’sche Ansicht auf Grund des hier Gesagten unhaltbar). 


a 











312 } A. Prinesnem. 








s§ 
< F( " ): Divergenz, 
E 8, 
(Ila) P(e) “g 
FP eee *. F(, : ): Convergene , 
n+1 


also ein disjunctives Kriterium zweiter Art. — 

Durch die Aufstellung der Kriterien erster und zweiter Art sind 
nun aber die Méglichkeiten derartiger Bildungen offenbar keineswegs 
erschépft. So kénnte man zuniichst die Zu- bezw. Abnahme der Glieder 
statt durch die Quotienten, auch durch die Differenzen zweier conse- 
cutiver Glieder oder deren reciproker Werthe messen und durch Ver- 
gleichung mit den entsprechenden Differenzen fiir eine bereits als 
divergent oder convergent erkannte Reihe neue Kriterienformen ab- 
leiten. Dieses Verfahren wiirde freilich bei Reihen mit ganz beliebigen 
positiven Gliedern kein brauchbares Resultat liefern, weil hier die 
fraglichen Differenzen in ganz willkiirlicher Abwechselung verschiedene 
Vorzeichen haben kénnen, und daher die betreffenden Ungleichungen 
fiir ihnliche Umformungen und Schliisse, wie diejenigen, welche zur 
Aufstellung der Kriterien zweiter Art gefiihrt haben, nicht geeignet 
sind. Dagegen ist die Herleitung derartiger Kriterien fiir Reihen mit 
niemals zunehmenden Gliedern ohne Schwierigkeit durchfiihrbar, und 
da dieselben sehr einfach ausfallen, sodass sie fiir gewisse Reihentypen 
in ihrer Anwendung bequemer sein diirften, als die entsprechenden 
Kriterien erster oder zweiter Art, so will ich spiiter, wo von den 
Reihen mit niemals zunehmenden Gliedern speciell die Rede sein wird, 
auf diese, wie ich glaube, bisher nirgends betrachtete Form von Kri- 
terien, die ich als solche dritter Art bezeichne, noch ausfiihrlicher 
zuriickkommen (§ 9). 

Man konnte ferner in ganz allgemeiner Weise irgendwelche Func- 
tionen von zwei oder mehreren Gliedern a, mit den entsprechenden 
Functionen von Gréssen d, bezw. c” vergleichen und bei passender 
Wahl dieser Functionen die Divergenz bezw. Convergenz von = aly 
erschliessen. Hiermit ist fiir die Aufstellung von Divergenz- und 
Convergenzkriterien offenbar ein vollig unbegrenztes Feld erdffnet: 
aber gerade wegen dieser Unbegrenztheit erscheint es durchaus miissig, 
noch weitere Specialfille ausdriicklich durchzufiihren. Damit soll keines- 
wegs gesagt sein, dass die Anwendung solcher zusammengesetzterer 
Kriterien nicht fiir gewisse Reihen wirklich in Frage kommen kénnte, 
wo die iiblichen Kriterien erster und zweiter Art versagen*): nur 
wird man eben in jedem derartigen besonderen Falle die passenden 
Kriterien auf Grund der hier entwickelten Principien speciell zu 
bilden haben. — 


* Vel. 5 6, am Schlusse. 
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Nachdem jetzt die allgemeine Form der Divergenz- und Con- 
vergenzkriterien fixirt ist, erkennt man, dass das Problem, alle még- 
lichen derartigen Kriterien aufzustellen, wesentlich auf der Lésung 
des folgenden beruht: ,,Alle mdglichen d, wnd c,, d. h. typische Formen 
fiir das allgemeine Glied jeder divergenten bezw. convergenten Reihe 
auf zufinden.“ 

Alle méglichen Gréssen d, sind nun aber dadurch vollstindig 
charakterisirt, dass d, wesentlich positiv bezw. Null und die Summe 
(dy) +d, +----+d,) eine mit v monoton zunehmende Function M, 
mit dem Grenzwerthe oo fiir » = co ist. Denkt man sich alle tiber- 
haupt mdglichen solchen M,, so stellen dieselben auch alle méglichen 
Summen (d,-+d,-+----+d,) dar, und man findet somit die all- 
gemeine Form aller méglichen d, durch Auflésung der Recursions- 
formel : 


v 

>: dy = M,. 

0 
Es erscheint aber fiir die Ausbildung der ganzen Theorie vortheilhaft 
neben der einen, auf diese Weise resultirenden typischen Form der 
Gréssen d, noch eine zweite abzuleiten. Diese ergiebt sich in ganz 
analoger Weise aus der Bemerkung, dass mit der Summe der d, auch 
das Product (1 + d)) (1+ d,)---(1-+ 4) eine mit v monoton eu- 
nehmende und wegen: 


(La) (1+4)+-- +a) >14+ (+a, +---+4) 

fiir v = oo selbst in’s Unendliche wachsende Grosse ist, und dass diese 
letztere Kigenschaft den Gréssen d, (im Gegensatz zu den c,) aus- 
schliesslich zukommt*). Versteht man also wiederum unter M, jede 
beliebige positive monotone Function mit dem Grenzwerthe oo fiir 
v == oo, so kann man aus der Reeursionsformel: 


H (1 + dx) = M, 


eine weitere Form fiir alle méglichen d, ableiten. 


*) Die Richtigkeit dieser Behauptung folgt unmittelbar aus dem Fundamental- 
satze tiber die Convergenz eines unendlichen Productes, dass niimlich 


H (1 + 4,) 


— wo a, > 0 — einen endlichen und bestimmten Werth besitzt, sobald 3a, con- 
vergirt. Da es nun aber nicht ganz angemessen erscheinen mag, bei einer 
élementaren Begriindung der Reihentheorie diejenige der unendlichen Producte 
als bekannt voranszusetzen, so will ich der Vollstiindigkeit halber bemerken, dass 


Mathematische Annalen, XXXYV. 21 
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In durchaus analoger Weise kénnte man die Gréssen ¢, darstellen 
durch monoton zunehmende Functionen mit endlichem Grenzwerthe, 


da > Ce und [-] (1+ ¢,) derartige Functionen von v sind. Die 
0 


0 

gesammte Theorie gewinnt aber erheblich an Uebersichtlichkeit, wenn 

man alles durch eine eingige Gattung von monotonen Functionen aus- 

driickt — also etwa durch die oben mit M, bezeichneten, fiir welche 

M.z = co wird. Um dies auch fiir die Darstellung der ¢, zu erzielen, 

hat man nur zu beachten, dass > ¢, =S eine bestimmte endliche 
0 


Grosse, S — ¥ ;. = > ¢, eine positive, monoton abnehmende 


Function mit Pd Grenze "Null , also der reciproke Werth davon eine 
positive, monoton zunehmende Function mit dem Grenzwerthe oo und 
somit vom Typus M, ist. Man gewinnt also die gesuchte Formel zur 
Darstellung der Gréssen c,, wenn man setzt: 


(3+) -» 


v1 


Eine analoge Betrachtung beziiglich des Productes al (1 + e,) 
0 


wiirde zu einer zweiten typischen Darstellung der c, durch Gréssen 
M, fiihren: es zeigt sich indessen, dass dieselbe fiir die weitere Ent- 


man dies — ohne auf die Theorie der unendlichen Producte irgendwie einzu- 
gehen — sehr einfach folgendermassen beweisen kann. Es sei 


FD 0+) =P [-] (1+ @,). 
m+1 
Wegen der Convergenz von Xa, liisst sich die Zahl m so bestimmen, dass 
v 
8m» = Dea, <8, (wo « ein pos. iichter Bruch). 


m-+1 
Alsdann hat man: 


E[ 044) <4 004 het ‘+ey a. 


i—e’ 
also: 


P< 


=. 


woraus — da P, mit » monoton zunimmt — die Existenz eines best. endl. Grenz. 
werthes fiir P, folgt. 
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wickelung der Theorie ohne besondere Bedeutung ist, weshalb hier 
nicht weiter darauf eingegangen werden soll *). 

Dagegen wird sich spiiterhin ergeben, dass die zuerst angedeutete 
typische Form der ¢, sich darstellen lisst als specieller Fall einer 
anderen, welche vermittelst eines veriinderlichen Parameters nicht nur 
jene Form der ¢,, sondern auch diejenige der d, umfasst, und die in 
Folge dessen die Aufstellung allgemeiner: disjunctiver Kriterien fiir 
Divergenz und Convergenz auf Grund der oben auseinandergesetzten 
Methode erméglicht. 

Ehe ich nun an die weitere Ausfiihrung der hier mitgetheilten, 
fiir das Folgende maassgebenden Grundgedanken gehe, stelle ich, um 
den Gang der Untersuchung spiiterhin nicht zu unterbrechen, im 
folgenden Paragraphen zuniichst einige ganz elementare Formeln aus 
der Theorie der Exponentialgrésse und der natiirlichen Logarithmen 
fiir spiteren Gebrauch iibersichtlich zusammen. 


Dabei soll im. Folgenden ein fiir alle Mal 
M, oder M, 
eine fiir jeden endlichen Werth von v (von irgend einem be- 
stimmten ab) endliche und positive, mit v monoton zunehmende 
Grosse mit dem Grenzwerthe oo fiir v = oo bedeuten. 


§ 2. 
Zusammenstellung einiger Formeln aus der Theorie der Exponential- 
grosse und der natirlichen Logarithmen.**) 
Ich definire, wie iiblich, die Exponentialfunction e* durch die 
Gleichung: 
e=lim(i1+ +)" (no). 





*) Vgl. § 4.. 

**) Man pflegt die hier gegebenen Formeln — insbesondere die fundamen- 
talen Beziehungen (a), (b), (c) — gewdhnlich durch Anwendung der Exponential- 
reihe zu beweisen. Da es mir aber methodisch consequenter erscheint, die Con- 
vergenztheorie, als einen wesentlichen Bestandtheil der allgemeinen Grissenlchre, 
vor der Einfiihrung specieller Reihenformen zu begriinden, wiihrend dndererseits 
fiir die fertige Herstellung practisch brauchbarer Kriterienskalen die Exponential- 
gréssen und natiirlichen Logarithmen schwerlich zu entbehren sind, so ziehe 
ich vor, die hierfiir nothwendigen Beziehungen aus der Definition: 


= lim (1 +=/ 


herzuleiten. Dies ist nun freilich keineswegs neu und hiitte fiiglich tibergangen 
werden kénnen: da mir indessen die fragliche Ableitung in keinem der mir be- 
kannten Lehrbiicher mit hinreichender Strenge und Einfachheit durchgefiihrt 
scheint, so glaubte ich dieselbe der Vollstiindigkeit halber hier angeben zu sollen. 
21* 








Se es ae 
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Da nun fiir ein positives ganzzahliges n: 


(i+ <feite2+ 2: a—t a+. SK NOs) gy... 
+2. DO=9 1 


a” 
id ? 





also fiir x > 0: 


a—1l 1 
<1+2+ = s. =, 
so folgt fiir » = oo und fiir jedes positive x: 


@>lte+ >2 also sicher: >1-+ 2 (0< #2< oc) 
und falls noch «<1: 


‘aan 


Nimmt man in diesen beiden Ungleichungen die reciproken Werthe, 
so wird: 


1 
oa [<i (0<2<0), 
>1l-—-2 (O<a#<)), 
oder wenn man — z statt x schreibt: 


1 


>1l+e2 (—-l<a#< 0). 
Durch Zusammenfassung dieser Ungleichungen mit den zuvor fiir e* 


aufgestellten ergiebt sich, wenn man noch beachtet, dass siimmtliche 
Ungleichungen fiir « = 0 in Gleichungen iibergehen: 


2li+a2 (—1<24< oo), 
“| 


1 
$7450 (ws #<)), 





ex 





(a) 





wobei sich die Gleichheitszeichen auf den einzigen Werth « = 0 
beziehen. 


Setzt man in der ersten dieser Ungleichungen: 1+ 2— 2, in 
der zweiten: 





1 : : 
iz = *» so nehmen dieselben die Form an: 


e-* 28 


gud. 


e *<ze 


(b) (<<), 








und hieraus ergiebt sich: 
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<e—1 
(c) i> pnd | Oss), 


(wobei die Gleichheitszeichen sich auf den aang Werth «= 1 
beziehen). 
Durch die Substitution 


My 41 
uM 


¥ 


z= 


erhilt man die fiir die gesammte folgende Convergenztheorie funda- 
mentale Formel: 





< M41 — M, 
' i 
(d) lg My 41 r ly M, = lg - mM, Mya Mu, 
> ‘ 
= M,., 


Ersetzt man in dieser Relation M, durch lg M, (wobei v bezw. 
M, von vornherein so gross zu nehmen ist, dass lg M@, > 0 wird) und 
bezeichnet, wie iiblich, lglg x durch lg, x, so ergiebt sich: 





Ig Mii — le My — Msi —~ My 
uM ie. = lg M, = 4,6, ’ 
e le, Myai — le, M 
( ) D2 +1 S2 dg Myi1 — lg M, M45 — M, : 
Sie) Ig My, ie Mays Ig May 


Wird allgemein: 
L,(z) = lg, v.lg,v.lg,2... lg. % 
gesetzt, wo lg, « den x-fach iterirten Logarithmus von 2 bezeichnet ° 


und lg) « die Bedeutung von 2 haben soll (sodass also auch L,(xz)—=<), 
so ist fiir jedes positive ganzzahlige x: 








Mas — My 
Mu, gar 
Ig, Mii — | v 
(f) g: +1 gx B= M, 
2 Ly1 (Mas) 
Denn angenommen diese Relation —- deren Richtigkeit fiir « = 1 und 
“x == 2 bereits erwiesen ist — gelte fiir irgend einen bestimmten 


Werth x, so findet man durch Substitution von lg UM, statt M, zuniichst : 
lg Mi. — ly M, 
= ‘Ig, M,. lg, M,... 1g, Mm,’ 


> lg M41 ~—- Ig M, 
= Mg; Myay - oe My. ty Ms 


Igy4t M41 a Igeya M, 





und daher mit Beriicksichtigung von Formel (d): 
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M4; as M, 
S706) 
* 41 — M, 
SL, (Mya) ’ 
womit die Allgemeingiiltigkeit der Relation (f) erwiesen ist. 
Geniigt M, der Bedingung 
Mic. M, (fir n=—oo), 
in welchem Falle offenbar: 
lg Mazi lg M, und allgemein: lg, Mis: cv lg, UM, 
wird, so liefern die Ungleichungen (f) die Beziehung: 


~ 


Igeta Moy — Ignyr My 


M. M, M. — M 
Ig. Moy: — lg. M. vo "5 oe 
(g) Sx ents oe L,_,(M, pr L,—1 (M41) ? 
welche unter der Voraussetzung, dass: 
: Mr41 ia) M,, 
iibergehen in: 
; M1 — M,, M44 ey M, 
(h) Igx Mais — Ig Mn co 1m) @ Dah) 


Setzt man speciell M, = vy, so liefert die Formel (h) die bekannte 
Beziehung : 


1 1 
®) Ige(m + 1) — Ige() 2 ay @ Tw ED 





oder anders geschrieben: 


. lg, (n + 1) 
lim L,(n) {4 — Oe —if=1, 
k 
(*) : Ig., (%) 
lim L,(n+1) {1 — BornA 


Man bemerke, dass diese Specialformeln, welche bei dem gewéhn- 
lichen directen Herleitungsverfahren eine ziemlich umstiindliche Rech- 
nung erfordern, sich hier sammt den zu Grunde liegenden allgemeineren 
Formeln (f) bezw. (h) fast ohne Rechnung ergeben. Es beruht dies 
darauf, dass lg, M, eine Function von genau demselben Charakter wie 
M, selbst ist, und dass daher die Ausgangsformel (d) schon alle 
weiteren in sich enthilt. Aus ‘diesem Grunde wird man auch jede 
andere Art von Beziehungen fiir iterirte Logarithmen am kiirzesten 
immer so ableiten kénnen, dass man als Argument zuniichst nicht v 
bezw. x selbst, sondern M, bezw. M, einfiihrt und erst in dem End- 
resultate M, = v bezw. M, = «x setzt. 
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§ 3. 
‘ Typische Formen der divergenten Reihen. 
Definition. Eine divergente Reihe 24 d, soll um so schwéicher 


divergent heissen, je langsamer De mit » in’s Unendliche wiichst. 


Von zwei divergirenden Reihen ae ty > 4 wird also die 


erstere schwéicher divergiren, als die zweite, wenn: 


lim —7 rm < 1, 
(wor > d, = S,, 3 d, =S, gesetzt wt), 
0 0 


oder auch, anders geschrieben: 


lim S,— 8, 
ome Brae <1 


(wo p, q beliebige endliche pos. ganze Zahlen) , 


da die Hinzufiigung von endlich bleibenden Gréssen im Ziihler und 
Nenner den Grenzwerth des fraglichen Ausdruckes nicht alterirt. 

Zur Erfiillung dieser Bedingang ist offenbar hinreichend (aber 
nicht nothwendig), dass von einer bestimmten Stelle v >m ab be- 
stiindig: 

r<i 


*| & 


bleibt. — 

Lehrsatz I. Das allgemeine Glied d, jeder beliebig 
vorgelegten divergenten Reihe lisst sich stets auf die Form 
bringen: 

(3) d, = My: — M,, 
wobei M, bis auf eine additive Constante ecindeutig be- 
stimmet ist. 

Umgekehrt ist die Reihe mit dem allgemeinen Gliede 
(M41 — M,) stets divergent wad zwar um so schwiicher, je 
langsamer M, mit v in’s Unendliche wéichst. 

Beweis: Aus der Recursiensformel 
My a gi M, = d, 
fludet man durch Substitution von v = 0, 1, ... (m—1) und Addition: 











oe 


320 A. Pringsurm. 


n—1 


(4) uM, = M,+ >, 


d. bh. M, ist in der That bis auf die additive Constante M, als posi- 
tive, monoton zunehmende Function von x mit dem Grenzwerthe oo 
eindeutig bestimmt. Der Werth jener Constanten ist tibrigens fiir die 
betreffende Darstellung von d, ganz ohne Belang, da dieselbe aus 
jedem einzelnen Gliede d, vollstiindig herausfillt. Man wird ihr also 
im allgemeinen den Werth Null, als den einfachsten beilegen kénnen, 
wodurch dann 


n—1 
(4a) M, = 4 d, 
= 
wird. 
Betrachtet man jetzt umgekehrt eine Reihe mit dem Gliede 
(Mii — M,), so wird: 
n—l1 
> (My. rai M,) — mM, + M,, 


v0 
woraus sich ohne weiteres ergiebt, dass diese Reihe divergirt, und 
zwar um so schwiicher, je langsamer VM, mit  in’s Unendliche wiichst. 


Lehrsatz Il. Das aligemeine Glied 0, jeder divergenten 
Reihe lisst sich stels auf die Form bringen: 


M,,,—¥M, 
; oe a: 
(9) caine , 


v 


wo M, bis auf einen constanten Factor cindeutig bestimmt 

ist. Umgekehrt divergirt stets die Reihe mit dem Gliede 
M4 ie M, a ‘ , 

> und zwar um so schwiicher, je langsamer M, 
? 


’ mit v gunimmet. 


Beweis: Aus: 


M. 
i= —y — 1 


y 





ergiebt sich zuniichst: 

M41 = M,(1 + 9,) 
und daher durch Substitution von vy =0, 1, ... (#— 1) und Multi- 
plication: 


n—l 


(6) u, = UM, |] a+, 


. sodass M, in der That die simmtlichen verlangten Eigenschaften 
besitzt. Der willkiirlich bleibende Factor M, ist wiederum fiir die 
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Darstellung von 0, durch den Ausdruck (5) ganz ohne Belang, da 
.er sich aus jedem Gliede forthebt. Man wird ihm am einfachsten den 
Werth 1 beilegen kénnen, wodurch dann: 

n—1 


(6a) u, = [-] a +24,) 


wird. — 
Um zu erkennen, dass umgekehrt eine Reihe mit dem Gliede: 





eis ee 
al ag M, as M, 


stets divergirt, hat man: 
M41 = M,(1 + a) 


und durch Auflésung dieser Recursionsformel, analog wie oben: 


yu, = M, J] +a. 


Da nun das rechts stehende Product fiir » = oo einen endlichen 


Grenzwerth besitzen wiirde, wenn > a, convergirte*), wihrend nach 


Voraussetzung IM. oo sein soll, so folgt, dass > a, divergiren muss. 


Zugleich ersieht man, dass die Glieder 


MM. 


v 


, : M, 
um so weniger von Null abweichen, je niher die Quotienten ar - 


v 
an der Kinheit liegen — d. h, die Glieder der Reihe sind um so 
kleiner, die Reihe selbst divergirt also um so schwiicher, je langsamer 
M, mit v zunimmt. — 

Zusatz. Sind die Glieder 0, einer im tbrigén beliebigen di- 
vergenten Reihe durchweg positiv und < 1 (wobei lim é, fiir m = 00 
auch = 1 werden darf), so ist offenbar auch a EA. eine di- 

1— od 


v 
vergente Reihe mit lauter positiven Gliedern, und folglich auch das 


Product: 
n—1 Fy n—1 
v a = —1 
FI (+324) -E[¢-® 


eine mit » monoton zunehmende, positive Function mit dem Grenz- 
werthe oo, also vom Charakter M,. Setzt man daher etwa: 


*) s. die Randbem, gegen Schluss des § 1. 
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n—l1 

(7) M, = M, [-] (1— 9)", 

0 
wo M, wiederum eine beliebige positive Constante bedeutet, so findet 
man: iat 

< — M, 

8 0, — — — 
(8) M3 
als weitere typische Form fiir das allgemeine Glied jeder divergenten 
Reihe, deren Glieder durchweg unter der Kinheit liegen (event. fiir 
v = oo auch gegen den Werth 1 convergiren diirfen). Man erkennt 
dann, ganz analog wie oben, auch umgekehrt, dass die Reihe mit 


ww: M44 fe M, : : 
dem allg. Gliede -—j,——_ stets divergirt, und zwar um so schwiicher, 
oti 





je langsamer M, mit v zunimmt. 


Haben die Glieder 0, nur die Eigenschaft positiv zu sein und 
unter einer beliebigen positiven Grosse y zu liegen, so kann man die 


0 
zuletzt angestellte Betrachtung offenbar auf — anwenden und erhiilt 
auf diese Weise: m 
ie — M. 
3am ye 
? M45 . 


a= MFT (1) 


wobei dann: 


zu setzen ist. — 


Folgerungen aus den vorangehenden Sdtzen. Da ausser der Reihe 
mit dem Gliede: 
a, = My: = M, 


nach dem bisher Gesagten auch stets die Reihen an d,, P 4 d,, wo: 





é ii as , an M41 — M, 
v M, v M,41 
a _ FY 
Ya . ay 








y My, 





fiir v= oo der Null zustreben; da ausserdem nach Satz I das allg. 
Glied jeder divergenten Reihe sich auf die Form d, bringen lasst, 


so folgt, dass fiir jede divergente Reihe » d, solche Reihen 
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= 0), Po 0, existiren, welche schwéicher und zwar, genauer gesagt, 
unendlich viel schwiicher divergiren als 3 d,. 


Setzt man wieder: 
> b= 5, 
0 . 


M, = 8.3, 
so kann man das obige Resultat auch folgendermassen aussprechen: 
Mit der Rethe Za d, divergiren stets auch die Reihen: 


d, d, * 
Ps oe und: 3° ) 


Da man nun aus jeder der beiden letzten Reihen nach demselben 


also nach Gl. (4a): 





Principe, nach welchem dieselben aus > 4 entstehen, wiederum 


zwei unendlich viel schwicher divergirende Reihen ableiten kann, 
u. s. f. — so ist hiermit zugleich ein Mittel gegeben, um — auf Grund 
der im § 1 gemachten Bemerkung iiber die Kriterien erster Art — 
eine unbegrenzte Scala von immer wirksameren Divergenzkriterien 
erster Art herzustellen. 

Fiir die wirkliche Anwendung zur Priifung einer beliebig vor- 


gelegten Reihe > a, wiirden aber diese Kriterien — falls die beiden 


ersten d. h. die mit d, und 0, (oder 0,) gebildeten versagen sollten — 
kaum brauchbar sein, da die zur Bildung jener successive immer 
schwiicher divergirenden Reihen erforderlichen Summationen im all- 
gemeinen nicht ausfiihrbar sein werden. **) 

Die Siitze (I) und (II) liefern aber noch eine andere Methode, 


um aus p dy, pe 0, schwiicher divergirende Reihen abzuleiten — 





d, 
*) Die Divergenz der Reihe > 5 "— hat bekanntlich Abel (Crelle’s 
v—1 
d 
Journal, Bd. 3, p. 81), diejenige der Reihe » z hat Dini (a. a. O. p. 8) 
v 


zuerst bewiesen, 
n—1 


n 
**) Diese Schwierigkeit fillt nur bei >? d,, vd, weg, da man ja hier: 
0 0 
n—1 


n 
> d,= M,  bezw. > d, = M4, 
0 0 


willkirlich wiihlen und daraus ungekehrt d, bestimmen kann. 
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namlich die Einfiihrung von langsamer zunehmenden Functionen an 
Stelle des urspriinglich gewihlten M,. Hier bieten sich nun, wenn 
man von einem irgendwie fixirten M, ausgeht, naturgemiiss Me — 
wo @ positiv und < 1 — und lg, als die niichstliegenden und ein- 
fachsten dar. 

Bildet man nun zuniichst: 


dey = M%,, — ME 


und vergleicht diesen Ausdruck mit demjenigen fiir d,, so ergiebt sich: 





See aes Se ea... F 
d, M,,, — M, 1—4q, miy¢ v M,., 


Um dieses Verhiiltniss fiir unendlich wachsende vy zu priifen, be- 
merke man, dass der Factor 








1—g 
= W 
fiir jedes vy — auch fiir vy — oo — stets endlich und von Null ver- 
schieden bleibt. Dies bedarf keines Beweises, wenn die Beziehung: 
M, 
= Mas <1, 


welche fiir jedes endliche v bestehen muss, auch fiir v = oo erfiillt 
bleibt. Ist dagegen fiir v= co lim g,—=1 (oder einer der etwaigen 
verschiedenen Werthe von lim g,= 1), so hat man bekanntlich: 


ie SE oe te 0. 
=o as Vy e=0 é 
Hieraus folgt, dass fiir » = oo: 
d, 
don ~~ Mit 


wird, und es leistet somit die Reihe mit dem allg. Gliede d,, fiir die 

Bildung von Divergenzkriterien nicht mehr und nicht weniger als 

diejenige mit dem etwas einfacher aus d, hervorgehenden Gliede: 

—_s Letztere divergirt aber immerhin noch séérker, als die bereits 
rfl 

zuvor aufgestellte und als divergent erkannte Reihe 


> l, 
2 2 


und es zeigt sich daher, dass man aus > d, durch Einfiihrung von 


M§ an Stelle von M,, wie klein man auch die positive Griésse o 
nehmen mag, niemals eine Reihe erzeugen kann, welche die bereits 
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d 
Is di t erkannte Reih —=— an L keit der Di 
als divergent erkannte Rei e> M3 an Langsamkeit der Divergenz 
auch nur erreicht, geschweige denn iibertrifft. 
Betrachtet man aber zweitens die Substitution von lg M, an 
Stelle von M, und setzt etwa: 
d, = lg Mai — lg M, . 
so ergiebt sich mit Hiilfe der Formel (d) des § 2 unmittelbar die Be- 
ziehung : ~ 
0, < a,’ < 0, 
und man erkennt auf diese Weise, dass D d, in Bezug auf Schnellig- 


keit der Divergenz die Mitte hilt zwischen = d, und a 0,. 

Ist nun insbesondere M, so beschaffen, dass: 

Mais MY M, ’ 
(ein Fall, der, wie sich spiiter zeigen wird, bei der Bildung von 
Divergenz- und Convergenzkriterien hauptsiichlich in Betracht kommt), 
so wird fiir = oo auch: 
On da bn, 

d. h. es bringt in diesem Falle die Substitution von lg M, an Stelle 
von M, in Bezug auf Verlangsamung der Convergenz dieselbe Wirkung 
hervor, wie der Uebergang von d, zu 


d= oder m 3,— 5” 
Fe ee 
Wendet man jetzt denselben Substitutionsprocess auf den Term 
M,., ee M, 
oo Se 


an und bezeichnet den resultirenden Ausdruck mit 0,’, so ergiebt sich 
mit Anwendung der ersten Ungleichung (d) des § 2: 


8,’ lg M,..; — lg M, M, 4.1 re M,’ 
> = . 








lg M, = M,'\gM, 
Mithin divergirt auch die Reihe mit dem allgemeinen Gliede: 
: M,,, — IM. Ci) d, 
' = v+1 > sot ee oS 
©) or = i, eM, IgM, — L(A) 
(wegen: df) > 0,) — und zwar, wie man unmittelbar erkennt, un-. 
endlich viel schwiicher als é,.*) Und wenn man in 0)? wieder 


M, durch lg M, ersetzt, wodurch: 





*) Es verdient bemerkt zu werden, dass der aus: 
- M41 =_— M, 


% “. a 
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lg M4; on lg M, — Mya Ri: A Ae 


0 ” eee, he a... Wlites 
4 ig M, lg, M, = M,igM, ig, M, 


als allgemeines Glied einer noch schwiicher divergirenden Reihe sich 
ergiebt, so erkennt man, dass auch die Reihe mit dem allg. Gliede: 
Mas a M, at) 


8°) ee ee 
. M, \g M, |g, M, L, M, 


divergirt, und zwar unendlich viel schwiicher als Zz aad 


Schliesst man in dieser Weise weiter fort, so ergiebt sich all- 
gemein, dass die Reihe mit dem allg. Gliede: 


m~ Ss ‘ 


v 


L,(M,) L(t) 


v—1 
(wo: M,= >} d nach Gi. (an) 
0 


stets divergivt, und dass man eine unbegrenzte Scala von bestindig 
schwiicher convergirenden Reihen erhilt, wenn man der Reihe nach 
xan Q,1,2,... setzt. 


(10) 6) — 





nach Analogie von 8!) gebildete Term: 


x) Mii — M, 
a M,.,; 1g M+, 


nicht immer eine divergirende Reihe zu liefern braucht, Denn, wenn selbst- 





verstiindlich auch diejenige Reihe wieder divergirt, welche aus 3, durch Sub- 


stitution von lg M, fiir M, entsteht, also die mit dem allg. Gliede: 
3 lg M,,, — lg M, 


= lg May ’ 





so folgt durch Anwendung der ersten Ungl. (d) des § 2 nur soviel, dass die Reihe 
mit dem allg, Gliede: 


My — My Mos 5 
M, \g M,, 41 M, + 


sicher divergirt. Dagegen ist ein analoger Schluss fiir die Reihe der 3°) nicht 
miglich, weil ja nach der zweiten Ungl. (d): 


I <4, 
In der That wird die Reihe 2 3 wegen: 


M, 


a0 = (1— Y we mm i 
. MM, lg M1 < lg M,,; 


1 ‘ 
sicher convergiren, sobald > eM, convergirt, also z. B. wenn 


mM, > ef? wo p>. 
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§ 4 
Typische Formen der convergenten Reihen. 


Definition. Eine convergente Reihe y= s heisst um so 
0 


n ‘ 
schwiicher convergent, je langsamer » ¢, = Ss, mit unbegrenzt 
0 
wachsendem » sich der Grenze s, d. h. je langsamer die Differenz 
@ . 
(s — Sx) = > c, gegen Null convergirt, wenn » in’s Unendliche 
n+1 
wiichst. Von zwei convergirenden Reihen > Cy, > ¢, wird also 


die erstere schwéiicher convergiren, als die zweite, wenn: 





—8 
lim 7 5 > 1 
n=o § — §, 
oo n « 
(w s—S = De, — > Cy = > «) 
0 0 n-+1 


ist. Hierfiir ist offenbar hinreichend (aber nicht nothwendig), dass 
von einer bestimmten Stelle v ab bestindig 
¢ 
=. 
bleibt. — gp Bie Dime 
Lehrsatz Ill. Das allgemeine Glied jeder convergenten 


Reihe liisst sich stets, und zwar nur auf eine einzige Weise 
in die Form setzen: 





mM, i mM, 
ay ‘<a. 
Umgekehrt ist die Reihe mit dem allgemeinen Gliede 
M,.5 ce M, 
M44 M, 


stets convergent, und zwar um so schwiicher, je langsamer 
M, mit v in’s Unendliche wiichst. 


Beweis: Aus Gl. (11) hat man zur Bestimmung von M, die 
Recursionsformel : 


Ms — M," — Cy, 
woraus durch Substitution von »v=0,1,...(m—1) und Addition 
folgt: 


n—1 


M;' = Ms" — >>. 
0 
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Die noch fragliche Constante bestimmt sich hier vollkommen ein- 
deutig durch die Bedingung, dass M;" -fiir n = co verschwinden soll, 


so dass also: 
O=— M;" —-> Cy 
0 


und daher schliesslich: 


0 0 n 


d.h, M, besitzt in der That die verlangten Kigenschaften. 
Umgekehrt hat man: 


n—1 n—1 
M44 na M, —1 —1 —1 —1 
‘4 M,..; M, - —_- > (mM, ma >) = a en M,, 
0 0 
woraus sich — wegen lim M, = oo ergiebt, dass diese Reihe stets 


convergirt, und zwar um so schwiicher, je langsamer M, mit n in’s 
Unendliche wiichst. 

Kin Analogon zu dem Lehrsatze III, welcher zu jeder divergenten 
Reihe eine unendlich viel schwiicher divergirende finden lehrte, existirt 
hier zuniichst nicht. Versucht man niimlich mit Beniitzung desselben 
Grundgedankens, welcher zu Satz II gefiihrt hat, d. h. aus der Be- 


trachtung der unendlichen Producte ] | (1 + ¢,)+' typische Formen 
fiir ¢, abzuleiten, so ergeben sich die Ausdriicke: 


i ee ae 
M, (M,44 + 1) "My 4.4 (ME, + 1) 
welche — wie-die Vergleichung mit (il) zeigt — fiir den hier vor- 


liegenden Zweck nichts Neues bieten, da die betreffenden Reihen nicht 
stiirker und nicht schwicher convergiren, als diejenige mit dem Gliede 
M, +1 —M, 


M1; mM, ; 


Um also hier von einer Reihe > ¢, zu irgend einer schwiicher 


convergirenden zu gelangen, ist man auf die Einfiihrung langsamer 
zunehmender Functionen an Stelle von M, angewiesen. Ich substituire 


nun zunichst wieder M$(o > 0) fir M, und setze: 


M1 — MP 
“or = ye, Me” 
M4 mM} 


so wird, fiir @ < 1, > €e,. schwiicher convergiren, als > Cys 
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Wendet man jetzt auf den Ausdruck Ce,» dieselbe Umformung an, 
wie auf den oben mit d,, bezeichneten, so ergiebt sich 


Mf, , rai ms M,.; Sei M, 
Coy = . 
@” M,,, — M, ME, ,- Me 
1—q@ M,.,—M MM. 
ae q% < Bens. Pe v (wo % —_ wx: ) 


1—q% M,,,-Me 








und da der erste Factor der rechten Seite, wie oben bemerkt, stets 
endlich und von Null verschieden bleibt, so folgt, dass die Reihe mit 
dem allg. Gliede: 


k coll M, 4; b ae mM, 
oo 
7 M41 Mf 


gleichfalls convergirt, und dass fiir = oo 
Con © Ko,n 


wird, d. h. es leistet der etwas einfacher aus c, abzuleitende Term 
ke,» fiir die Aufstellung von Kriterien erster Art genau dasselbe, wie 


der miihsamer zu berechnende oy» Da im tibrigen > Ca» nach 


Satz III um so schwiicher convergirt, je langsamer M$ mit v zunimmt, 
so erhiilt man den folgenden, fiir die gesammte Convergenztheorie 
iiusserst wichtigen Satz: 


Lehrsatz 1V. Die Reihe mit dem allgemeinen Gliede: 


M,.,—M 
(13) Ky = th 
M,,., Mi 


convergirt fiir jeden positiven Werth von 9, und zwar um 
so schwiicher , je langsamer M$ mit v in’s Unendliche wiichst. 


Vergleicht man den Ausdruck k,,, einerseits mit dem Term ¢, des 
Satzes II] — niimlich: 


ea) —1 
ke,» = My~*-¢,, wobei nach Gl. (12): M, = (> a) ‘ 
andererseits mit dem Ausdrucke 0, des Satzes I (s. Zusatz, Gl. (8)), 
niimlich : 


vol 
wobei nach Gl. (7): M, = If (1 — &2), 
0 


so ergeben sich fiir den Lehrsatz IV noch die folgenden beiden 
Fassungen : 
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Lehrsatz 1Va. Ist c, das Glied einer beliebigen con- 
vergenten Reihe, so convergirt fiir @ > 0 auch stets die Reihe 
mit dem allgemeinen Gliede: 


2 —1 
ke» = M,*c,, wo M,= ( y} a) , 


¥ 


d. h. wenn man speciell 9 << 1, also 1—@ > 0 nimmt: — 


wie schwach auch >'e, convergiren moge, so giebt es stets 
Reihen, welche wnendlich viel schwiicher convergiren. 


Lehrsatz IVb. Ist 0, das allgemeine Glied einer be- 
liebigen divergenten Reihe, deren Glieder durchweg unter der 
Einheit liegen (beew. fiir v= co dieselbe auch erreichen 
diirfen), so convergirt stets die Reihe mit dem allgemeinen 
Gliede : 

v—1 


ry a 
ko» = rs wo u, =] (i—9d,)"", 
0 





x 


wie klein auch die positive Zahl @ gewdhlt werden mag, 
und zwar um so schwéicher (bei festgehaltenem @), je schwiicher 


By 0, divergirt. 


Zusatz I. Da der Ausdruck: 


om M+ ie M, 
a 
als ein specieller Fall von: 
ley = M41 —M, 
MS, , M, 


‘ 2.48 . .) 
erscheint — niimlich c, =k, — so folgt, dass in der Form Whe. 
sicher alle iiberhaupt existirenden convergenten Reihen enthalten sind. 


Wiihrend aber unter den Reihen der Form yc, = hs,» jede conver- 


gente Reihe eimmal und nur einmal vorkommt, muss die Form > ke,» 


wegen der Willkiirlichkeit des positiven Exponenten @ die néimliche 
Reihe wnendlich oft erzeugen. Damit soll indessen nicht gesagt sein, 
dass man nach willkiirlicher Festsetzung eines von 1 verschiedenen 
positiven Werthes o@ fiir das Glied ¢, jeder beliebig vorgelegten con- 
vergenten Reihe nun auch wirklich die entsprechende Form kp,, (mit 
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jenem speciell fixirten Werthe g) hinschreiben kann. Versucht man 
nimlich, wie friiher, M, jetzt aus der Recursionsformel : 





M,.., — Uy, 
Cy = ko,» == = - a @ . 
M41 My, 


zu bestimmen, so wird der Endausdruck fiir M, nicht nur iiusserst 
complicirt, sondern er hiingt insbesondere von dem hier — wie stets — 
willkiirlich bleibenden Anfangswerthe M, in so verwickelter Weise 
ab, dass nicht recht ersichtlich ist, ob tiberhaupt resp. fiir welche Wahl 
von M, der resultirende Ausdruck Mf, die verlangte Eigenscheft besitzt 
stets mit vy monoton ins Unendliche zu wachsen. 
Dagegen liisst sich folgendes aussagen. Da man vermdége der Sub- 
1 
stitution M, = M,° — wo M,= /,° fir @ > 0 eine Function vom 
Charakter 2, -— das allg. Glied ¢, jeder convergenten Reihe in die 
Form setzen kann: 
aes ae 
MS. Mg 
(wo @ beliebig vorgeschrieben werden darf), so wird wiederum der 
Ausdruck : 
I ee M1 —M, a 1 —4 ‘ (2 me -) 
My, Mg 1—¢f M44 


w+" 'y 

% ». mm: ; : 
3 die Kigenschaft besitzen, 
v 


1— 
in Folge der Endlichkeit des Factors — 


dass fiir n = co 

Cr OW ko.n 
wird. Es entspricht somit dem allgemeinen Gliede ¢, jeder beliebigen 
convergenten Reihe bei beliebig vorgeschriebenem positivem @ stets 
auch ein Term der Form ke,,, welcher bei der Aufstellung von Kriterien 
erster Art dasselbe leistet, wie c¢, selbst. 


Zusatz Il. Ausser der Reihe mit dem Gliede 


(13) h MH > )) 
‘ ly = = ; Q 
M44 ME 


(wobei ich jetzt der Kinfachheit halber k, statt kp,, schreibe) convergirt 
offenbar stets auch die Reihe mit dem Gliede: 
’ M,,, —M. M, \e@ 
14 Ese ee =( v ) ky. 
(14) Myf My. 


Dagegen werden die Terme: 
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» thea M,.,\1-¢ 
ie ollie: ip A eee . 
(15) (<a s -( 7 ) ky, 
R=, My, . 
(16) .—75 mite ~~ HM, “t, 


fiir jedes positive g nur dann sicher convergente Reihen liefern, wenn 


a stets unter einer endlichen Grenze bleibt*), wenn also: 


Misr ~ M,, 
in welchem Falle dann offenbar auch: 


v 


. Tin OO Fin OO In OO Tn 
wird. 

Um nun wiederum aus diesen Reihen noch schwiicher convergirende 
abzuleiten, wird man jetzt fiir M, solche Functionen einzufiihren 
haben, welche noch langsamer zunehmen, als M,° fiir jedes noch so 
kleine positive @ — also am einfachsten zuniichst wieder lg M,. Wendet 
man diese Substitution zuniichst auf k, an und setzt: 

= lg M,,, — lg M, 
(lg M,,,)'te : 





y= 


so lehrt die zweite Ungleichung (d) des § 2, dass die Reihe mit dem 
allgemeinen Gliede: 


*) Diese Bedingung ist eine hinreichende, keine nothwendige. Man iiber- 
zeugt sich niimlich leicht direct, dass die beiden fraglichen Reihen noch conver- 
gent bleiben, wenn man setzt: 


M,=a’” (a>1, p>1), 
obschon in diesem Falle 


My +1 = alt)? — 9? 5 gprP—! 


v 


mit » ins Unendliche wiichst, Hingegen wird bei schnellerer Zunahme von 
M, — z. B. fiir: 


M,=a?" (a>1, p>1) 
die Reihe 21, divergent, wenn g< p—1, 


und die Reihe D7,, wenn e < Pp. 


Obschon sich also die im Texte fiir die Convergenz von X1,, 27, angegebene 
Bedingung als erweiterungsfiihig erweist, so erscheint diese Erweiterung doch zu 
unwesentlich, als dass sie die damit verbundene grissere Complication der be- 
treffenden Bedingung aufwige — weshalb ich es denn vorziehe, im Folgenden 
jene engere, aber sehr einfache Form der Bedingung: 

M4, sia M, 





beizubehalten. 
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7) M41 
vy SS 


M, M,.,. 1 — M, * 


v 


M,.,., (ig M,,,)'t* L, (M,4,) lg® My. , 





gleichfalls convergirt (da k,™ <k;) und zwar wegen: 
(Ig My4:)'** < Mh. 
unendlich viel schwicher , als >’ k,.*) 


Ersetzt man dann wieder in k\” M, durch ly M,, so gelangt man 
wieder unter Anwendung der zweiten Ungleichung (d) zu dem Ausdruck: 





a M,_,—M, 
( Be sas. ee 
Ly (M,1) !g2° M4, 


als dem allg. Gliede einer noch schwiicher convergirenden Reihe. Und 
es ergiebt sich, wenn man in dieser Weise weiter fort schliesst, dass 
die Reihe mit dem allg. Gliede: 





= M.,,—H. 
17a PP ee ee >0 
oe Ly (M41) lef M41 (e> 9 


convergirt, und dass man eine Skala von bestiindig schwicher con- 
vergirenden Reihen erbiilt, wenn man der Reihe nach x = 0, 1, 2,... 
setzt. 
Geniigt nun M, wiederum der Bedingung 
Mii co M, (also Igy Many: Y Ign M, fiir x > 1), 
so bilden offenbar auch die Reihen mit dem allg. Gliede: 


M1, — 
b ow ee Se 
(17 b) a on 
fiir « = 0,1, 2,..., eine solehe Skala von bestiindig schwiicher con- 
vergirenden Reihen. Dieselben gehen fiir @ = in die friiher (§ 3, 
Gi. (10)) aufgestellte Skala divergenter Reihen iiber, und sie divergiren 
also um so mehr fiir e < 0. 





*) Das gleiche Verfahren wiirde aus: 





" M, 4 —M, 
= Me 
view 
den Term: 
(1) Maas — on 
LD, (M, 4.1) lg? M, 


erzeugt haben: indessen kann alsdann SK) stirker convergiren, als Dk,, nim- 
lich dann, wenn M, so rasch zunimmt, dass von irgend einer Stelle » ab: 

Ig M4; = M$ 
ist. 
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Setzt man den Anfangsterm der Skala (17b) — d. h. den fiir 
x = 0 resultirenden — in die Form: 
0 
(0) 
= l, a ? 
v 
wo: 
a eM Ma 
eS , 


so sagt die getroffene Festsetzung: 
M1 Ww M, 
beziiglich der 0, nicht mehr und nicht weniger aus, als dass 0, stets 
unter einer endlichen Grenze bleiben soll. Da ausserdem >? um 
so schwiicher divergirt, je langsamer JZ, zunimmt, und alsdaun auch 
Dh um so schwiicher convergirt, so ergiebt sich an Stelle des Satzes 
IVb der folgende etwas allgemeinere: 
Lehrsatz V. Ist 0, eine divergente Reihe, deren 
Glieder nicht ins Unendliche wachsen, so convergirt die Reihe 
mit dem allgemeinen Gliede: 


v—l1 
é, Y ’ ia 
4 = ue » WO: MM, = p-] (1+ 0,) (nach Gl. (6a)) 
¥ v 
fiir jedes noch so kleine positive @, und zwar —- bei fest- 


gehaltenem @ — um so schwiicher, je schwiicher > 0, diver- 
grt. — Fir 9<0 ist >", divergent. 


Durch die Siitze [Vb und V ist zwischen den allgemeinen Formen 
der divergenten und der convergenten Reihen ein Zusammenhang her- 
gestellt, welcher bereits gestatten wiirde alle bekannten elementaren 
Divergenz- und Convergenzkriterien aus einer gemeinsamen Quelle 
herzuleiten und noch erheblich zu verallgemeinern. Da aber die in 


jenen Siitzen auftretenden Glieder divergenter Reihen: 0,, 6, noch den 
dort niher bezeichneten Kinsehriinkungen zu geniigen haben, so will 
ich, voller Allgemeinheit zu Liebe, noch einen Satz beweisen, der eine 
iihnliche Beziehung liefert zwischen divergenten Reihen ohne alle EKin- 
schrankung und gewissen daraus abgeleiteten convergenten Leihen, 
namlich: 


Lehrsatz VI. Bedeutet d, = My4:— M, das all- 
gemeine Glied einer ganz beliebigen divergenten Reihe, so 
convergirt die Reihe mit dem allgemeinen Gliede: 
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r a : 
(18) how = pac? 00° Mog = D>idh (nach Gi. (4a) 
0 
fiir jedes noch so kleine positive 9, und zwar — bei fest- 
gehaltenem @ — um so schwéicher, je schuwiicher >"8, divergirt ; 
sie divergirt offenbar fiir 9 <0. 
Beweis. Ks ist: 


yen, M41 - a! 
te» a See “- 
$ e 1+ eM, -t. 2 Q :M3, 
i 2 Mai — 4M, 
< @ ui.” 
! mpl 
; woraus nach Satz 1V (Zusatz Il, Gl. (14)) die Convergenz von Shes 


hervorgeht. 
Um die Abnahme der Glieder hp, mit derjenigen der friiher mit 
key bezeichneten Terme (Gl. (13)) zu vergleichen, setze man: 
M, = |g M, 
also: 
Ig Mi, — IgM, 
he» = - = — 
M1 
Alsdann ergiebt sich mit Beziehung der Ungleichungen (d) des § 2: 
M M, M -~M 
ix rane — < how S = rit e — 
Mit MMS, 
oder wenn man jetzt wiederum 


Maa — M, k 
——— — o,y 
M41 M; 


M, M 1-¢@ 
rn ko, ¥ < | ,v <(- ae ) kip i 
( My y be, ~) M, ¢, 


Hieraus folgt, dass fiir den Fall: 
My41 ia’) M, 


setzt: 


auch: 
ho,» as) Kon 


wird; d. h. es existirt dann zu jeder beliebigen Reihe > 'ho,, und 
somit — nach Satz 1V, Zusatz 1 — zu jeder Reihe Do eine Reihe 
von der hier betrachteten Form >) welche bei der Aufstellung 


von Convergenzkriterien jene ersetzen kann. 
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Zugleich erkennt man aus dieser Beziehung, dass he,» um so 
schwicher convergirt, je langsamer Mf = e&”» — also bei fest- 
gehaltenem @ — je langsamer M, zunimut. 

Ist die Bedingung M,4:1°o M, nicht erfiillt, so zeigt die Un- 
gleichung 

] a ca ith gh a 

¢ v — —e os ~e wv 

. e M3, ¢ 
in Verbindung mit Lehrsatz II], dass man durch hinliinglich starke 
Zunahme von M auch jede beliebig starke Convergenz erzeugen 
kann. — 


Zusatz. Ist Maz: co M,, 80 convergirt offenbar auch die Reihe 


mit dem Gliede: 
= d 
(19) he» = - : 


pM. 
e& ’ 


fiir g@ > 0, und zwar — bei constantem @ — gleichfalls um so schwiicher, 
je schwiicher > d, divergirt 


§ 5. 
Die Kriterien erster Art. 
Da sich das allg. Glied jeder divergenten bezw. convergenten Reihe 
auf die Form: 
a M,.,—M 
dé, ae SC obezw. cc, = — 1 , 
A, yy, M,,, M, 
bringen lisst, so ist man sicher alle tiberhaupt existirenden Kriterien 
erster Art zu erhalten, wenn man bildet: 


M ’ 
him gq * te = lim An Gnyp > 9 > 0: Divergenz, 
+1 n 


U 


A 
(A) — 3 ; 
lim yy th = lim My - Mi41+ Gnep < G < 00: Convergenz 
atl ~— “*s bat 


wobei es offenbar noch freisteht, die linke Seite mit einem beliebigen 
positiven, fiir jedes m endlich bleibenden und von Null verschiedenen 
Factor zu multipliciren, bezw. alle Factoren, welche diese Eigenschaft 
besitzen, ohne weiteres wegzulassen. 

Man erhialt indessen Kriterien von etwas bequemerer Form, wenn 
man die Fille stirkster Divergenz und Convergenz bei den zur 
Bildung dieser Kriterien beniitzten typischen Reihenformen von vorn- 
herein ausschliesst, wodurch offenbar auch nur solche Kriterien verloren 
gehen, welche lediglich zur Priifung von Reihen mit mindestens 
ebenso starker Divergenz bezw. Convergenz dienen kénuten. 
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Zieht man z. B. von den divergenten Reihen nur diejenigen zur 
Vergleichung herbei, deren Glieder durchweg unter der Einheit liegen 
(event. im Unendlichen auch gegen die Einheit convergiren dirfen) 
und demgemiiss — nach Satz Il, Zusatz — sich stets in die Form 
setzen lassen: 

bo te ees 
A, M5 
und fiihrt man ausserdem ftir die convergenten Reihen den Typus des 
Satzes 1V ein — niimlich: 
M,., — M. 
bk, =m — = (9>0) 
My 41 Me 
welcher, wie dort bemerkt, alle convergenten Reihen umfasst*), so 
ergeben sich die folgenden paarweise correspondirenden Kriterien: 


. M44 ° - . 

lim pg * ntp = lim A, + agp > g: Divergene, 
(B) n+l “"n 

M4, MS 


a x.—~, oo lim A, + Mf dnip < G: Convergens. 


Die Gréssen M, sind keiner anderen Beschriinkung unterworfen, 
als positiv zu sein und mit » monoton ins Unendliche zu wachsen. 
Dabei werden, nach dem friiher gesagten, die obigen Kriterien um so 
wirksamer, je langsamer die M, mit v zunehmen, weil ja dann die 
betreffenden zur Vergleichung hervorgegangenen Reihen um so schwiicher 
divergiren bezw. convergiren. Man kann also, von einem irgendwie 
fixirten M, ausgehend, durch Substitution von immer langsamer zu- 
nehmenden Functionen an Stelle von M, eine unbegrenzte Schaar von 
immer wirksameren, und ebenso durch Einfiihrung von immer schueller 
wachsenden Functionen eine solche von bestiindig sich verschlechtern- 
den Kriterien aufstellen. Da es nun aber weder theoretisch, noch 
practisch ein sonderliches Interesse bietet, jene Kriterien nach der 
Seite der Verschlechterung hin ins Unbesimmte zu verfolgen, vielmehr 
die Aufstellung von schwéicheren Kriterien eigentlich nur dann einen 


*) Die analoge Einfiihrung von 
M,,,—HM, 


v 


M,,, M8 


(wo: e@<0) statt 3, 


wiirde, wie uwnmittelbar zu ersehen, keine Verbesserung des Divergenzkriteriums 
ergeben, da der Fall ge=0 — d. h. die Wahl 6, — die giinstigste Form der 
betr. Bedingung liefert. 

Dagegen stellt das Convergenzkriterium (B) eine merkliche Verbesserung 
des in (A) enthaltenen dar, da der Exponent @ beliebig klein gewihlt werden 
darf. 





338 A. Prinasnem, 


Sinn hat, wenn sich dieselben von den wirksameren wesentlich durch 
grossere Einfachheit auszeichnen, so scheint es angezeigt , M, in Bezug 
auf die Schnelligkeit des Zunehmens von voruherein einer passenden 
Beschriinkung zu unterwerfen, welche lediglich so zu wiihlen sein wird, 
dass die resultirenden Anfangskriterien méglichst einfach ausfallen. Dies 
wird nun aber thatsiichlich erzielt, wenn man die friiher schon mehr- 
fach benutzte Bedingung 
Mass ia) M, 
einfiihrt, welche also die Zunahme der M, in der Weise einschriinkt, 
M5 
M 


dass stets unter einer endlichen Grenze bleibt. 





v 

Der Verlust an Kriterien, welcher aus dieser Beschriinkung resultirt, 
ist in der That ohne Belang. Bedient man sich niimlich fiir die zur 
Vergleichung herangezogenen divergenten Reihen wieder der Form: 





Tn en 


so werden vermége der genannten Bedingung offenbar nur diejenigen 


Reihen >", ausgeschlossen, deren Glieder siimmtlich oder theilweise 


mit v ins Unendliche wachsen, und — wie leicht zu sehen*) — von 
' M,.,—M 
den convergenten Reihen mit dem allg. Gliede —"**—” nur die- 
M44 MS 


jenigen, welche noch stdrker convergiren, als eine geometrische Pro- 
gression. 

Da man dann noch — wegen M,4; co M, — in dem Conver- 
genzkriterium den Factor M,4,;M! ohne weiteres durch M3!" ersetzen 
kann, so erhilt man jetzt ein zusammengehdriges Paar correspondiren- 
der Kriterien von folgender Form: 


° M,, . . 
lim 5 ees i ee lim Ay + datp > g: Divergene, 
n-+1 n 
: m}te ’ . ; 
lim ~y " uo ote = lim A, MS ans, < G: Convergenz.**) 
n+1~ ““n 


(C) 


~ * : v —_ : MM, . 

*) Setzt man niimlich: M,=a’” (a> 1), wobei dann uo = der frag- 
¥ 

lichen Bedingung geniigt, so wird: 


also das Glied einer geometrischen Progression. 
**) Will man M, durch die A, ausdriicken, so ergiebt sich nach Gl, (6a): 


n—1 
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Um hieraus durch Kinsetzen immer langsamer zunehmender Functionen 
MM, eine Skala von immer wirksameren Kriterien abzuleiten, wird man 
etwa auf Grund der Betrachtungen von §§ 3 und 4 UM, successive 
ersetzen durch lg M,, lg, M,,..., lg. M,, und erhiilt auf diese Weise 
mit Beniitzung der Formel (g) des § 2 — nach welcher unter der 
Voraussetzung M4: co M,: 


M,,,—M. 
Oa cane gn 
Igx Mn+ Igy M, ia) } Sa (M,,) 

wird — die folgende Skala von Kriterien: 

° L, (2,) . ¥ 

lim - a Gntp > g:  Divergenz 

n K 

(D) L, (M.) lg? at (x= 1,2, 3,...,@>0) 

lim ya ute << G:  Convergene 

n-+1 n 

welche fiir x = 0 — in Folge der friiher getroffenen Festsetzung, dass 
L,(«) = lg, # die Bedeutung von # haben soll — auch die Anfangs- 


kriterien (C) als besonderen Fall in sich enthiilt. 

Fiir die specielle Wahl M,—v nehmen die Kriterien (D) die 
bekannte Form*) an: 

; lim Ly (”) *Antp > Gg:  Divergenz, 
(D’) . L,(n) lg@n +» dnpp < G@: Convergens. 
Zur Herstellung von disjunctiven Doppelkriterien an Stelle der bis- 
herigen Kriterienpaare bediene ich mich der Methode, welche im 
§ 1 (s. Gl. Ia) angegeben wurde, mit Beniitzung der typischen Form: 
M41 — My 
Pi 

welche nach Satz VI fiir 6 <0 das allg. Glied einer divergenten, fiir 
6 >0 dasjenige einer convergenten Reihe darstellt. Aus der Vergleichung 
von @,4, mit diesem Ausdrucke ergiebt sich, wenn man noch — @ 
statt 6 schreibt: 


Divergenz 
’ 
Convergenz 


. a, 
wenn von einem best. vy ab—~— —- 
M4, — MW, 





[  &MrH1(9>0), 
<G-LMH (9 <0) 
oder, wenn wiederum J’(x) eine mit x monoton zunehmende, eindeutige 
und eindeutig umkehrbare Function bedeutet: 
F( Oy 4p ie Fg of Mott) (@ 2 0): Divergenz, 
M41 —M, < F(G.&+!) (9 <0): Convergenz. 


Hierbei wird man nun, um den rechts auftretenden unbestimmten 


*) Die Kriterien (D’) sind in dieser Form zuerst aufgestellt von Hrn. Bonnet, 
Journ. de Mathém, T. VIIT (1843), p. 78. 
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Exponenten g zu isoliren, am einfachsten F(x) = 1g (x) wiihlen. 
Dividirt man dann noch die betreffenden Relationen durch M,,,, so 
erhilt man durch Uebergang zur Grenze: 





Gn+p 
na ie ( Mi, *a) ‘a eo d.h. >0: Divergenz, 
_ Mya <od.h. <0: Convergenz 


oder auch — da es iiblicher ist, diese Art von Kriterien so zu schreiben, 
dass das positive Resultat dem Falle der Convergenz entspricht: 


g(t =) 


d 
lg ( — 
(E) lim —\—_"#»_ _/ — Jim ba asp ) we Dewy, 


n+l Q > 0: Convergenz. 
v 
ra } d, 


0 


Die M, bezw. d, unterliegen hierbei noch gar keiner Beschriinkung. 
Fiihrt man wieder die Bedingung 


M41 ia) M, 
ein, so kann man statt (E) auch schreiben: 


M,,—HM, 
lg — L *) 
(F, 1) lim —~— _ie. a 


4 


F = lim — > 0: 
> a, 


Durch Substitution von lg,4,, (x =0, 1,2,...) fiir WZ, ergiebt sich 
alsdann — wiederum mit Bertichsichtigung ba Formel (g) des § 2 — 
die folgende Skala von disjunctiven Kriterien *) 


d 
Ig ; _ > ry a ~ 
e(j tute ) # 0: Divergenz, 
Convergene. 


*) Die Kriterien (I, 1), (F, 2) sind auch von Herrn Dini abgeleitet worden 
(a. a. O. p. 14). 
Das Anfangskriterium der Serie (F, 2) niimlich das auf: 


lg ( My — M, ) 
: % Gntp 
a ames 


beziigliche , hatte man auch erhalten, wenn man, statt von dem Ausdrucke: 


Mai —M, 


ett 4 
von dem zur Aufstellung des Convergenzkriteriums (C) beniitzten, niimlich: 
M41 — M, 
M, +e 


ausgegangen wiire. In der That erscheint das obige disjunctive Kriterium genau 
gleichwerthig mit einem Kriterienpaare der Form: 








pet Be 





tase Oe 











Pete ath we 





Pic 
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lg (i) . 
(F’, 2) lim Nee) npn J <0: Divergensz. 
(, West M,, > O: Convergeng. 


Setzt man wiederum speciell M, =v, so gehen die Kriterien (F, 1), 
(F. 2) in die bekannten iiber: 





1 
lg ( ven ) <0: Divergenz, 
(1) lim n > 0: Convergenz; 


(G) 





; le ( a) <0: Divergenz, 
(2) lim een" a e Gun (x==0,1,2,...). 
Das erste dieser Kriterien lisst sich offenbar auch folgendermassen 
schreiben : 

2 > 1: Divergenz, 

tim (ar,,) . 1: Convergenz 
und ist also identisch mit dem bekannten Cauchy’schen Fundamental- 
kriterinm erster Art.*) Das Anfangskriterium (x0) der Serie (G, 2), 
welches man auch in die folgende Form setzen kann: 


lg ia) {s 1: Divergene, 
lim — | > 1: Convergens 


riihrt gleichfalls von Cauchy**) her; wahrend die iibrigen (x—1,2,...), 
die sich in analoger Weise so schreiben lassen: 





1 
: lg One ee +) <1: Divergenz, 
lim —~—5—~—-—_*t 
Igy ii” > 1: Convergenz, 
zuerst von Herrn Bertrand***) abgeleitet worden sind, — 
Es soll schliesslich noch gezeigt werden, dass das in (G) enthaltene 
Convergenzkriterium noch eine gewisse formelle Verallgemeinerung 


ss Mite | 
tin M,,,—M, Gin >I (@<0): Divergenz, 
1+¢ 
lim yp —"—— Gin <@ (@>0): Convergenz. 
M,,,—M, “s+? ( 9 


*) Analyse algébr. p. 133. 
**) desgl. p. 137. 

***#) Journal de Mathém. T, VII (1842), p, 37. — Eine einfachere Herleitung 
von Paucker: Crelle’s Journal, Bd. 42 (1851), p, 189. 

Die fraglichen Kriterien sind, wie Herr Bertrand a, a. O. (auch Herr 
Bonnet a. a. 0.) gezeigt hat, nicht wesentlich verschieden von denjenigen, welche 
de Morgan in seinem Lehrbuche der Diff.- und Integr.-Rechnung abgeleitet hat 
(London, 1839). 
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gestattet. Bezeichnet man mit C,~! das allg. Glied einer beliebigen con- 


vergenten Reihe, so ist fiir die Convergenz von > a, hinreichend, dass: 


lim C,a@n4p <1 also: lim lg a——— > 0. 
n “n+p 


nn 
. = . . . 
Da nun: lim > C, endlich und von Null verschieden ist, so kann man 
0 


die letztere Bedingung ohne weiteres auch durch die folgende ersetzen: 


lg . 


, C,,4,, 
lim ——*~ af. > 0, 
So 
0 


welche sich von dem Convergenzkriterium (E) offenbar nur dadurch 
unterscheidet, dass an Stelle von d, = D,— jetzt C,—! steht. Bezeichnet 
man nun mit m(v) eine ganz beliebig von v abhingende positive Grosse, 


. 1 ci . - 
so wird 7 entweder divergiren oder convergiren miissen, d. h. 


y(v) gehért sicher entweder der Classe der Zahlen D, oder derjenigen 
der Zahien C, an. In Folge dessen ergiebt sich aber durch Zusammen- 
fassung der zuletzt betrachteten Convergenzbedingung mit der ent- 
sprechenden in (E) das folgende, wie ich glaube, bisher noch nicht 
bekannte, allgemeinste Convergenzkriterium erster Art, welches das voll- 


kommene Analogon zu dem Kummer’schen Convergenzkriterium (aweiter 
Art) bildet: 


Die Reihe >) a, ist stets convergent, wenn cine positive 
Zahl p(v) existirt, fiir welche 
1 


lg — 


(H) to > 6 


a 1 = 

Zz @ (v) 
0 

wird. 


n 


1 . ae 
Setzt man > “ie Mri, Wo also Wt, eine positive, monoton 
0 


zunehmende Function mit beliebigem (d. h. endlichem oder unendlich 
grossem) Grenzwerthe bedeutet, so kann man das obige Kriterium auch 
in die Form setzen: 


Ig tn 
, ° a, D 

(H’) lim ——,, 1” __>0: Convergenz. 
n-+-l 
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§ 6. 
Ueber die Tragweite der Kriterien erster Art. 


Ich kniipfe an die Theorie der Kriterien erster Art noch einige 
allgemeine Bemerkungen, welche dazu dienen sollen, iiber die Art 
ihrer Formulirung und ihre Tragweite mehr Klarheit zu schaffen, und 
insbesondere gewisse hierauf beziigliche und, wie ich glaube, ziemlich 
weit verbreitete Irrthiimer zu widerlegen. 

In der mehrfach citirten Abhandlung hat Herr Dini u. a den 
folgenden Satz aufgestellt:*) 


3 ene . ° 1 
»Ist m(m) eine positive Function von » und aoe 


divergent , >t dagegen convergent, so hat man nothwendiger 
Weise: 
lim p() - ut, = 0“ — 
und er hat im Anschlusse hieran auch die Bonnet’schen Divergenz- 
kriterien folgendermassen formulirt: 


» Wenn > convergirt, so hat man nothwendiger Weise 
lim L,(”) + Un = 0.“ 
Dass der obige allgemeine Satz nebst der daraus gezogenen Folgerung 


nicht richtig sein kann**), geht schon daraus hervor, dass ja 
lim p(n) + u, wesentlich von der Anordnung der Gréssen wu, abhiingt, 


die Corvergenz oder Divergenz von > aber absolut nicht. Um aber 


*) a. a. O. p. 12, 

**#) Dem analogen Fehler beziiglich des fiir x = 0 resultirenden speciellen 
Grenzwerthes lim n- uw, begegnet man ziemlich oft — z. B. auch in Bertrand’s 
grossem Traité de Calcul différentiel, p, 232. — Von einer unrichtigen Auf- 
fassung des wahren Sachverhaltes zeugen auch die Bemerkungen, welche Herr 
Cesaro in der oben bereits citirten Note (a. a, O. p. 175, 176) tiber lim nw, 
macht. Hier wird zwar zugegeben, dass lim nu, bei einer convergenten Reihe 
oscilliren kénne, Wenn es dann aber mit Bezug hierauf heisst: ,,J1 suffit de citer 
les séries simplement convergentes, déduites de la série harmonique. Cela arrive 
plus difficilement pour les séries absolwment convergentes“’ — so erscheint 
schon von vornherein das Hereinziehen der ,,einfachen“ d. h, bedingten Conver- 
genz in diese Betrachtung nicht recht logisch. Denn da die Schnelligkeit der 
Gliederabnahme bei der bedingten Convergenz wiberhaupt gar keine Rolle spielt, 
so hat es keinen rechten Sinn, hier gerade iiber lim nw, eine besondere Aussage 
zu machen, Aber selbst wenn man die obige Gegeniiberstellung von bedingt und 
unbedingt convergenten Reihen zulassen will, so hat jenes ,,plus difficilement“ 
doch nicht die geringste Berechtigung; denn auch hier liegt fiir positive wu, die 


Unty 





Sache, gerade wie bei lim , wieder so, dass die Hxistenz von lim nu, | 


weil wesentlich von der Anordnung der u, abhiingend, mit der Convergenz oder 
Divergenz von Su, tiberhaupt nichts zu thun hat. 
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diesen Punkt vollstiindig klar zu stellen, beweise ich jetzt den folgen- 
den — auch spiiterhin noch zu verwendenden — Satz: 

Es giebt keine fiir v= co wnendlich gross werdende 
positive Function p(v) von der Beschaffenheit, dass die 
Beziehung: 

lim p(n) + Gnizp <G (woG>0) 
eine nothwendige Bedingung fiir die Convergenz der Reihe 
> bildet. Vielmehr kann man zu jeder beliebig vor- 
gelegten Function p(v) mit dem Grenzwerthe oo die Terme 
jeder convergenten Reihe so anordnen, dass: 
lim + (n) An+p 
unter anderen Werthen beliebig (d. h. auch unendlich) grosse 
annimmt. 
Beweis. Ks sei > cy eine beliebige convergente Reihe, so zer- 
lege man die Folge der Terme 
Co> Ch) Coy eee 
auf ganz willkiirliche Art in zwei unendliche Folgen: 
Cor Spy Cyy very 
ye a ae 
welche offenbar wiederum convergirende Reihen bilden werden. 


Ferner mége 
So, 81» &g5-- 


eine unbegrenzte Folge positiver, niemals zanehmender Zahlen bedeuten, 
deren Grenzwerth fiir » = oc je nach Bedarf als endlich oder Null 
angenommen werden soll. 


Da nun a die Function g(v) im tibrigen auch beschaffen 
sein mag — fir hinlinglich grosse Werthe von v jedenfalls beliebig 


klein werden muss, so kann man eine unbegrenzte Reihe von wachsen- 
den, positiven ganzen Zahlen n, , n,,...,%a,-.. construiren, dergestalt dass: 








, 1 1 
——~— Shy, ar SG e) aor Saad, ...* 
Flim) 0% Hlmy SA + ++ Siwy SAMs «> +“) 
also: 
*) Hieraus folgt, beiliiufig bemerkt, dass =o) convergirt. Ist also 
a 


> iO} divergent, so ergiebt sich: Man kann aus jeder divergenten Reihe mit 


schliesslich verschwindenden Gliedern unendlich viele convergente Reihen heraus 
heben, 
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Cy => Rem ~ im) . 


Setzt man jetzt: 
a, =c¢,", wenn v nicht gerade von der Form (m+ ), 
dagegen: 
Gnt+p = 4; 
so ist >a, von >) cr lediglich in der’ Anordnung der Glieder ver- 


schieden, also sicher auch convergent. Dabei ist aber: 
Kong's 
P(m) + date = P(m)- a >>> 


wird also fiir 4 == co (bezw. m, =o) je nach Wahl von lim e be- 
liebig — und zwar fiir lim ¢ 0 — unendlich gross, sodass also in 
der That unter den Werthen von lim g(m)a,4, solehe vorhanden sind, 
welche jede beliebige Zahl G iibersteigen. — 


(Beispiel. Es sei ¢, = + y(v) =v, also zuniichst 


lim p(n) + ¢ = lim + = 0. 
Man setze nun etwa: 


, 1 ” 1 


4 
Cy = a? Cy = @—1)?  doeetit (ya=1,2,...). 


Die Zahlen ma sind dann so zu bestimmen, dass: 


1 1 1 
—— d. h. —<- 
(2) my eu 
und dieser Bedingung wird also geniigt, wenn man setzt: 


NM = A 
Nimmt man jetzt: 


wenn v nicht von der Form A° 


= iF 
(d. h. keine Cubikzahl) 
dagegen: . 
ae = 34)? 


so hat man offenbar: 

lim 4°. ay = lim + = 00, 
sodass also unter den Werthen von lim m-a, auch der Werth co 
erscheint }. — 


Als specieller Fall ergiebt sich also — fir G—=—0O — aus dem 
soeben bewiesenen Satze, dass keine Function (v) mit unendlichem 


Mathematische Annalen. XXXV. 23 
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Grenzwerthe existiren kann, dergestalt dass lim () - dn4,) = 0 sein 


miisste, wenn >) a, convergiren soll. *) 

Dies findet vielmehr nur dann statt, wenn lim m(n)a,+, tiberhaupt 
existirt d. h. eindeutig bestimmt ist. In diesem Falle giebt es nur die 
beiden Méglichkeiten, dass entweder: 

lim @(”) . Gn4p = 0 
oder : 
lim @(”) + @a4p >G@ WO g>QO. 
Die letztere Eventualitiit miisste aber, sobald nur g(v) so beschaffen 
ist, dass > sy divergirt, stets auch die Divergenz von >a nach 
> @ (v) ae 8 ~ ; 
sich ziehen, Ist dagegen lim m(”) a,+4, nicht bestimmt und >? =e) 


divergent, so kann man nur folgendes aussagen: Es muss die untere 
Unbestimmtheitsgrenze von lim g(m)-a@,4, den Werth Null haben, 


wenn ya, convergirt. 


Es verdient nun aber auch noch des weiteren bemerkt zu werden, 
dass der durch die eben angestellte Betrachtung widerlegte Dini’ sche 


*) Diese falsche Annahme findet sich auch bei Du Bois Reymond und 
ist sogar auf einen Theil seiner Deductionen von bestimmend nachtheiligem Kin- 
flusse gewesen. A. a. O. p. 67, Art. VII heisst es niimlich: 

»angenommen es sei durch anderweitige Betrachtungen in Bezug auf eine 
gewisse Function p(p) (2. B. »(p) = 1) festgestellt, dass keine Reihe Zu, con- 
vergiren kann, bet der nicht lim o(p)u, = 0." 

Und im Anschluss hieran ist das Divergenzkriterium 2" Art folgender- 
massen gefasst: 

iis sei p(p) so gewdhlt, dass Zu, nur convergiren kann, wenn 
lim (p).u, = 0 ist, so divergirt Zu, allemal, wenn 


s 


lim (on) — p(p+1) oS 
negativ ist.‘ 

Die von Du Bois Reymond oben als Beispiel angefiihrte Function (p)=1 
erfiillt nun freilich diese Bedingung, und ebenso, wie ich hinznfiigen will, jede 
fiir p = © nicht unendlich werdende positive Function. Dies sind dann aber auch 
die einzigen derartigen Functionen m(p), wihrend es sich doch bei niherem 
Zusehen an der betretfenden Stelle wesentlich auch wm etwaige unctionen (p) 
mit dem Grenzwerthe  handelt: andernfalls wiirde sich niimlich das obige, all- 
gemein sein sollende Divergenzkriterium 2" Art auf das Cauchy’sche Funda- 
mentalkriterium : 

lim apt >1 


Pp 


reduciren, 

Da es nun aber, wie bewiesen, derartige F'unctionen p(p) gar nicht giebt, 
so wird damit nicht nur die von Du Bois Reymond gewiihlte Formuliruag des 
angefiihrten Divergenzkriteriums, sondern auch ein Theil der damit in Verbindung 
stehenden Betrachtungen hinfillig. - 
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Satz selbst dann wnrichtig ist, wenn g(v) monoton zunimmt und die 
Glieder der Reihe in der fiir das Zustandekommen eines bestimmten 
Grenzwerthes von lim p(”)da4,, giinstigsten Weise, niimlich monoton 
abnehmend geordnet sind. In diesem Falle lisst sich niimlich zeigen, 
dass die Beziehung: 
lim p() + dan4p = 0 

zwar dann und nur dann eine nothwendige Bedingung fiir die Convergenz 
von >a, ist, wenn p(n) AS m ist; dass dagegen fiir p(n) >, auch 


wenn > a, convergirt, der fragliche Ausdruck unter anderen Werthen 


wiederum auch beliebig bezw. unendlich grosse annehmen kann. *) 
Um zuniichst die Nothwendigkeit der Bedingung 


lim 9(”) Gn4p =O fiir: p(n) Gn 


zu erweisen, werde ya, als convergent und a,41 < a, angenommen. 


Alsdann kann man zu jeder beliebig klein vorzuschreibenden positiven 
Grosse ¢ eine positive ganze Zahl m bestimmen, dergestalt dass fiir 
v >m und jede noch so grosse Zahl wu: 


yt F Ange Ft HF Arty < é. 


*) Es ist daher gleichfalls wnrichtig, wenn Herr Catalan in seinem T'raité 
élémentaire des Séries (p, 17) die Beziehungen: 


lim n-u, =0, 
lim n-Ign-, =0, 


lim n- Ig n-Iglgn-u, =0 


als nothwendige Bedingungen fiir die Convergenz jeder Reihe mit positiven abnehmen- 
den Gliedern bezeichnet. Und wenn dort mit einfachem Hinweis auf die Diver- 


1 1 2 = of ae 
genz von >) = po alga gesagt wird: ,,Ces conditions nexigent aucune 
explication‘ — so bediirfen jene Bedingungen nichtsdestoweniger einer genaneren 
Untersuchung, welche dann zeigt, dass thatsiichlich nur die erste derselben richtig 
ist (s. im Text), — 

Im iibrigen muss ich gestehen, dass ich selbst friiher die Ansicht von der 
Nothwendigkeit der fraglichen Bedingungen fiir die Convergenz von Reihen mit 
abnehmenden Gliedern getheilt habe — cf. Math. Annal. Bd. XXI, p, 365. Indessen 
habe ich gerade dort bereits darauf hingewiesen, dass die Beziehung lim n-a,b, =0 
als nothwendige Bedingung einer gewissen aus den niemals zunehmenden Grissen 
a,,b, zusammengesetzten Reihe erscheint, wiihrend 


lim DL, ()-4,b, («> 1) 
nicht zu verschwinden braucht. Diese mir seinerzeit auffaliend erscheinende That- 
sache findet jetzt ihre Erkliirung darin, dass schon fiir die Convergenz von La, b, 
(wo die a,,b, niemals zunehmen sollen) nur die Bedingung lim n- a,b, = 0, 
nicht aber auch lim I (n) a,b, =0 (x > 1) sich nothwendig ergiebt. 


23* 
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Setzt man nun speciell uw = v, so wird: 


V > Gay < Ayia + Oppo + + + day SE 
also . 


2Qv- day < Qe. 
nes 


Da ausserdem: 


(2v+ 1) - day S 
so folgt allgemein: 











1 
), 

lim 2 + a, = 0 
und um so mehr: 

Him % + Qn4p = 0. 
Daraus ergiebt sich aber, dass auch stets: 
lim @(”) + Gna» = 0 
sobald: 
p(n) Hn. 

Um aber zweitens zu zeigen, dass die fragliche Bedingung im 
Falle p(n) > (also z. B. fiir p(n) = nlgn) nicht erfiillt 2u sein 
braucht, habe ich folgendes Beispiel construirt. 

Es werde gesetzt; 

p(v) =v - v(v) 

wo #(v) mit » monoton zunehmen und iibrigens beliebig langsam 
ins Unendliche wachsen. Sei dann f die imverse Function von w 
(genauer gesagt: wenn die Gleichung g(v) =” mehrere Auflésungen 
der Form v = /() zulisst, so soll f(m) so gewihlt werden, dass diese 
Grésse wesentlich positiv ist und mit ~ monoton ins Unendliche 
wichst — was offenbar stets und nur auf eine einzige Weise miéglich 
ist); alsdann hat man: 


f (¥(r)) = ¥ (F()) =». 
Ferner bezeichne k, eine beliebige positive, mit v niemals abnehmende 


Grésse mit endlichem oder unendlichem Grenzwerthe, Cy" eine 


convergente Reihe mit niemals zunehmenden Gliedern. 
Ich betrachte nun die Reihe: 


(v) e(”) e() 
(20) S= -3{oricayt C, Ff (k, ay +" + OTe, oy} 


wo: 





u = [f(k,C,)] (d. h. die grésste in f(%,C,) enth. gze. Zahl) 
und entweder : 


a) == al”) = . >. om ot) om ] 
oder — wenn man nur wirklich abnehmende Glieder (mit Ausschluss 
der Gleichheit) haben will — etwa: 


L+h=M>eM>--->M—] 














faites 
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wo die positive Grosse h, << h nur so zu wihlen ist, dass das Schluss- 


glied jeder Gruppe, niulich: 
THO 
immerhin noch grésser ist, als das Anfangsglied der folgenden, d. h.: 
1+h, 41 
Cras l (Frys Cy41) ; 
Man erkennt nun zuniichst, dass die Reihe S convergirt, denn man 
hat in jedem Falle: 


(1h) (w+1) 
s< 3}! Caf (he O,) doh. < (1+h) {>} G, +3} aracty f 


Bezeichuet man jetzt das zu irgend einem Werthe v gehdrige Schluss- 
glied einer Gruppe mit a@»,, also mit m, die Stellenzah] dieses Gliedes 
innerhalb der Gesammtreihe, so ist offenbar: 

m >u+1>f(k,C,) 


a” 
™) OF 0) 


und daher: 


G (My) + An, = My 


> flv.) v (Fy C,)) Hk Gy doh. >k, 
sodass also unter den Werthen von 
lim p(n) . Gn 


solche vorkommen, welche >k,, d. h. beliebig gross sind.*) 
(Beispiel. Es sei ~(v)=lgv, also f(v) =e’, und daher zu- 
niichst : 
(v) 


ai”) af a”) 
s— DH C, it 29 ky Cy 2 ore 7 axet 
Wahlt man noch: 
Cr=v(r>1),h—lga.v (@>1,8s>0), also w= [a] 
so wird: 
&”) af”) el”) 
(21) hans [- r eet > i “+ —=n} 





*) Hieraus folgt, dass die oben besprochene Du Bois Reymond’sche 
Deduction selbst dann nicht zu retten ist, wenn man die w, der Beschriinkung 
unterwirft, mit » niemals zuzunchmen. Hierdurch wiirden zwar solche Functionen 
@(p), welche < G@ -p sind, in den Kreis der zuliissigen eingeschlossen, nicht aber 
o(p)=p-lgp, p-lgp-lg,p etc. — Functionen, auf die es bei der Bildung des 
fraglichen Kriteriums gerade sehr wesentlich ankommt. 
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und diese convergente Reihe besitzt die Eigenschaft, dass unter den 
Werthen von lim (m lg ”.a,) auch der Werth co vorkommt, obschon 
die Glieder a, niemals zunehmen). 

Der besondere Charakter solcher Reihen, wie die oben betrachtete 
lisst sich folgendermassen beschreiben: Die Gesammtheit ihrer Glieder 
zerfallt in Gruppen mit immer grésser werdender Gliederzahl, und 
zwar bleiben innerhalb jeder Gruppe die Glieder so lange constant 
oder nehmen doch so langsam ab, dass sie schliesslich diber dem ent- 


sprechenden Gliede der divergenten Reihe >? =e) 


sodann beim Uebergange von einer Gruppe zur anderen eine plotzliche, 
relativ sehr rasche Abnahme stattfindet, vermége deren die Glieder tief genug 


liegen, wihrend 





unter herabsinken, um die Convergenz der Reihe zu sichern. 


1 
9 (v) 
Dieser Vorgang wird noch anschaulicher, wenn man die geometrische 

a . : , ; 1 
Repriisentation zu Hilfe nimmt und die Curven y = = 
mit eivander vergleicht (wobei die Function a, und ndéthigenfalls auch 
g(x) aus a,, p(v) durch Interpolation so gebildet sein mégen, das 
a, und g(x) stetig sind und monoton abnehmen bezw. niemals zu- 


und y = a, 


nehmen). Die Curve y = =) wird dann fiir diejenigen Typen (2), 


auf die es hier wesentlich ankommt, — wie g(x) = L,(x) (x > 1) — 
in sehr regelmiissiger Weise successive fallend, mit wachsendem x sich 
asymptotisch der X-Axe nihern. Dagegen nimmt die Curve y = a, 
einen ungefihr treppenférmigen Verlauf mit immer linger werdenden 
Stufen , und zwar ragt jedesmal die ausspringeude Ecke jeder Stufe 
1 p . ae err 
ro) hinaus*), wiihrend die einspringende Ecke 
immer wieder verhiiltnissmiissig tief wnter dieselbe hinabsinkt, Hier- 
durch wird es schliesslich erméglicht, dass die von der Curve y = a, 
und den beiden Axen begrenzte Fliche mit unendlich wachsendem x 


einer festen Grenze zustrebt, wihrend die entsprechende Fliche fiir 
j—~ Ta tiber alle Grenzen wiichst. — 
Als Hauptresultat der soeben angestellten Untersuchung ergiebt 


sich also: 


iiber die Curve y = 


Es ist nicht gestattet aus dem Divergenzkriterium erster 
Art, nimlich: 


lim D, ad, > 0: Divergene — 


*) Dieselbe bleibt dagegen, wie der erste Theil dieser Betrachtang lehrt, 


stets unterhalb der Curve y = . d. h. unterhalb jeder gleichseitigen Hyperbel, 


welche die Coordinatenaxen zu Asymptoten hat. 











w. 1 0e Uae 
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zu schliessen, die Beziehung: 

lim Dy d, = 0 
bilde stets eine nothwendige Bedingung fiir die Convergenz 
von > dy. Dies ist fiir beliebige a, nur dann richtig, wenn 


lim D, @, tiberhaupt existirt; ausserdem fiir niemals zu- 
nehmende a,, falls D, 3S n. 

Was nun ferner die Tragweite der Kriterien erster Art, insbeson- 
dere der gewdhnlichen logarithmischen (Bonnet’schen) Kriterien be- 
trifft, so scheint es mir, dass dieselbe im allgemeinen nicht unerheblich 
iiberschiitzt wird. Allerdings ist die von Bonnet ausgesprochene Be- 
hauptung*): die betreffenden Kriterien seien hinreichend, um die Diver- 
genz bezw. Convergenz jeder Reihe zu erkennen — schon von Du Bois 
Reymond durch die Aufstellung einer nachweisbar convergenten Reihe 
widerlegt worden, deren Glieder so langsam abnehmen, dass jedes 
logarithmische Convergenzkriterium von beliebig hoher Ordnung ver- 
sagt.**) Den Grundgedanken, auf welchem die Existenz solcher Reihen 
basirt, hatte freilich schon Herr Bonnet selbst ausgesprochen, indem 
er an der betreffenden Stelle hinzufigte: Es kénnte ein Zweifel iiber 
die Beschaffenheit einer Keihe nur dann entstehen, wenn ihr all- 
gemeines Glied fiir ™ = co so verschwiinde, wie der Ausdruck 
(n.lgnlg,a...)-' bei unendlich grosser Anzahl der betreffenden 
Factoren. In dieser Form ist der fragliche Gedanke freilich nicht 


ohne weiteres brauchbar, denn — wie gross auch » angenommen 
werden mag — so kann man durch hinliingliche Vergrésserung von x 


stets erzielen, dass lg, » ein iichter Bruch, also lg,” negativ und 
somit alle folgenden iterirten Logarithmen complex werden.***) Man 
kann indessen durch eine sehr einfache und eigentlich auf der Hand 
liegende Modification erzielen, dass das von Herrn Bonnet intendirte 


*) Journ, de Mathém. T. VIII, p. 79. 

**) a. a. O. 88. 

“**) Es erscheint daher zuniichst vollkommen richtig, wenn Herr Catalan 
in seinem T'raité élémentaire des Séries bemerkt: 

»aute davoir fait cette remarque (nimlich, dass lg, » fiir hinliinglich grosse 
*% complex wird) wn géométre a pens, qu’une série peut avoir pour terme général 

1 
n lg nig lg m)--- 

le nombre des facteurs du dénominateur étani infini et que le cas de cette série 
(dont tous les termes seraient imaginaires!) est en quelque sorte le point de 
jonction des séries convergentes et des séries divergentes,“ 

Wenn nun aber Herr Catalan gerade aus dem Complexwerden von lg, n 
die absolute Wirksamkeit der Bonnet’schen Kriterien folgendermassen zu er- 
schliessen sucht: 


»»L’application des régles... permettra toujours de savoir, si la série a 
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Resultat wirklich zum Vorschein kommt. Man braucht niimlich nur, 
statt die Anzahl der betreffenden-Factoren schlechthin unendlich werden 
zu lassen, Ausdriicke von der Form zu bilden: 


- eal ee. ee 
(22) mS Te)? TL oige @ ” 


wobei man die Anzahl x, der logarithmischen Factoren allmihlich und 
schliesslich tiber alle Grenzen wachsen liisst, aber nur in dem Maasse, 
dass x, keinesfalls friiher einen gewissen ganzzahligen Werth annimmt, 
bevor nicht v so gross geworden ist, dass lg, (v) positiv und > 1 
wird. Alsdann ist in der That evident, dass u,, v, positiv bleiben 
und im Unendlichen so verschwinden, dass sie auf keins der logarith- 
mischen Kriterien von beliebig hoher Ordnung reagiren (d. h. die 
Divergenzkriterien liefern stets den Grenzwerth 0, die Convergenz- 
kriterien den Grenzwerth oo), 

Dem Typus v, gehért das allg. Glied der Du Bois Reymond’- 
schen Reihe an: bei dieser ist die Zunahme der Zahl x, fiir wachsende 
Werthe von v so regulirt, das die Partialsummen derjenigen Glieder, 
welche jedesmal zu dem nimlichen Werthe x, gehdren, unter gewissen 
— durch bestimmte Integrale zu ermittelnden — Grenzen liegen, 
welche die Convergenz der Gesammtreihe erkennen lassen. 

Es fragt sich nun: Was geschieht, wenn man die Zahl x, noch 
merklich schneller, wie bei der Du Bois Reymond’schen Reihe 
wachsen liisst, etwa in der Weise, dass x, jedesmal einen gewissen 
ganzzahligen Werth sofort annimmt, wenn v gerade den kleinsten 
Werth erreicht, fiir welchen lg,, (v) >-++ 1 wird? 


Es liisst sich zeigen, dass in diesem Falle >’, und a fortiori 


u, divergiren — womit dann als Erginzung zu der Du Bois 
Reymond’schen convergenten Reihe, auch Beispiele von divergenten 


Reihen gewonnen wiren, bei denen siimmtliche logarithmische Kriterien 
versagen. 


laquelle on les applique est convergente ow divergente; c’est a dire que Von n’aura 
pas indéfiniment: 
1 1 


1 1 
no n> ie? nign > “*> age 


En effet, quelle que soit la valeur attribuée a n, les fonctions lg n, lglg n, lglglg n,... 
finissent par devenir imaginaires’’ — 

so begeht er einen weit schwereren Fehler, als der, welchen er Herrn Bonnet 
vorwirft. Denn die obige Schlussweise hat iiberhaupt keinen Sinn, wihrend die 
Bonnet’sche Ansicht auf einen durchaus richtigen und, wie im Texte gezeigt 


wird, durch eine leichte Modification fruchthar zu machenden Grundgedanken 
beruht. 
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Ich will den fraglichen Beweis nicht an den Reihen >"u, » Ss 


sondern an einem noch etwas allgemeineren Reihentypus fiihren, welcher 
zugleich auch noch Beispiele convergirender Reihen von der Art der 
Du Bois Reymond’schen, aber von etwas durchsichtigerem Bildungs- 
gesetze und rein elementar nachweisbarer Convergenz liefern wird. 

Es werde gesetzat: 


C= ey, C= e,, C* = by, .. ., M1 = Om. oe, 
sodass also 
Ig, ¢, = 1, Ig, (yp = 4, lg, C3 = Cay ee ey Ig, Cm = Cm—1) 
Ig,e, = 1, Ig,e, = 4, Ig, Cm = Cm—2) 
lg,e, = 1, ee ee 
lg, Cm = Cm—x, 


IGm€m = Re 


Sodann soll x, als ganzzahlige Function der ganzen Zahl v definirt 
werden durch die Beziehung: 


(23) x, == m wenn: @n << Vv < engi d. bh. wenn [en 1] < v < [en4s]. 


Es bleibt also x, constant, solange sich v innerhalb zweier Grenzen 
von der Form e¢, und @,4; bewegt, und wiichst erst wieder um eine 
Kinheit, sobald v den Werth e,,4; tberschreitet. Hieraus folgt, dass 
fiir % = co 
lim x, = co 

wird. Andererseits lisst sich aber zeigen, dass x, — von einer jedesmal 
anzugebenden Stelle ab — langsamer zunimmt, als lg, v fiir einen 
beliebig gross vorzuschreibenden Werth 4. 

Bezeichnet man niimlich mit w eine gewisse positive ganze Zahl 
und bestimmt v so, dass: 


Cty OY < Crpwtt » 


so wird: 
Iga > lg, Cr+u d. t. > Cu 

und: 

%y =A+o 
also: 

lg,» Cy 

n, ~ +e 
d. h. grésser, als eine durch Wahl von w — also auch von v — be- 


liebig gross zu machende Zahl. Man hat daher fiir jedes noch so 


grosse A: 
lg, » 

(24) lim —— = ax. — 
%y, 
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Das allgemeine Glied der zu untersuchenden Reihe soll nun lauten: 


(25) a as. Sa 


Man erkennt dann in Folge der Beschaffenheit von x, ohne weiteres 
die Richtigkeit der Beziehungen: 


lim IL, (n) - w, = 0 
und: 
lim Ly (n)-lgen-+w,=co (@ > 0) 


d. h. die Terme w, reagiren auf keins der logarithmischen Kriterien 
von beliebig hoher Ordnung: 


, , a ee : . 
Um nun die Beschaffenheit der Reihe > w, zu eruiren, bringe man 


dieselbe auf die Form: 
>, Wy = Ov Wa 


wo W, die Gesammtheit der Glieder bezeichnet, fiir welche x, den 
constanten Werth uw besitzt. Da nun gemiiss der Definition von x, 


xy == wenn: [e. + )]) <v < [eu4il 
so hat man: 


[ %-+-1] 
Wu ae ua” > L,,(v) ; 
a 
Nun ist nach Ungl. (f) des § 2: 
ce Me™, 


L,,(M,) ’ 
Wu 1M ; Iu 1 M, 


M,., 1”, 


L,(u 


v1) 
und daher, wenn man in der ersten dieser Ungleichungen M, = v, 
in der zweiten M,,,; = y setzt und mit der rechten Seite zu schreiben 


anfiingt: ; 
S & Iguti(v-+ 1) — Igura(r), 
L,,(») S Ng u+1(v) — Igu4i(v—1). 
Hieraus ergiebt sich aber: 


[| “u-+1] 
5 7 => Igyt4 [u41 + 1) =~ guts [@u-+ 1 \\ —_" 
“ 
[ ut} L,(») S Maps [Cuts] — Igu+s [eu 


wo #, eine positive Grisse bedeutet, die fiir jeden Werth uw endlich 
und von Null verschieden ist, (Beiliufig bemerkt hat man: 








ee 























reneere nt = I 


A A CA Te 


aa 
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sodass also @, fiir hinliinglich grosse Werthe von uw beliebig wenig 
von 1 verschieden ist), Man findet somit: 


a 
“ 
WwW, = —> 
ue 


a 
S: Wy = >: p 
a” ’ 


sodass man die Divergenz von > w, fiir r<1, die Convergenz fir 


und schliesslich: 


y > 1 erkennt.*) Von den beiden Reihen: 


or 1 1 
(26) a L,, (v)- x, ? a L,. (*): x, +e (@> (0) 


divergirt somit die erstere und convergirt die zweite schwdicher als jede 
der gewéhnlichen logarithmischen Reihen.**) 

Dass es aber wiederum noch schwéicher divergirende bezw. con- 
vergirende Reihen geben muss, folgt aus den allgemeinen Siitzen der 
§§ 3 und 4. Im iibrigen erkennt man aus dem Gange des letzten 
Beweises ohne weiteres, dass die Divergenz bezw. Convergenz der 
betreffenden Reihen erhalten bleibt, wenn man den Factor x, durch 
L(%y) beaw. L,(x,) lg@(x,) ersetzt, d. h. von den beiden Reihen: 


2 rae. se : 0 
( 7) > L,(v) Ly (my)? P L,, (v) L,(%,) ig ¢ (x,) (@ > 9) 


ist die erste divergent, die zweite convergent, wie gross man auch ¢ 
als positive ganze Zahl fixiren mag. Hierbei kann man nun wiederum 
noch den festen Index c durch einen mit x, in derselben Weise, wie 

*) Hieraus folgt fiir r= 0 die Divergenz der oben (G1. 22) eingefiihrten Reihe 


mit dem Gliede: 
1 


“, = ——— - 
*~ T@) 
Um auch die Divergenz der Reihe mit dem allg, Gliede 


1 


= m ’ (e>0) 
L,, (») Igy. (v) 


v, 


zu erkennen (d. h. bei der hier fixirten Bedeutung von x,), hat man nur zu 
beachten, dass ' 

Igy, () < Igy) (ex, +1) a bh. <e 
also: 


1 
Pe u,. 
**) Natiirlich kinute man diese und iihnliche Reiben zur Aufstellung von 


schiirferen Kriterien, als die bisher abgeleiteten beniitzen. Vgl, hieriiber auch 
die letzte Randbem, zu § 10. 
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x, mit v, allmaihlich zunehmenden ty, ersetzen, welcher schliesslich 
gleichfalls tiber alle Grenzen wachsen wird, wenn auch langsamer, als 
jeder beliebig oft iterirte Logarithmus von xz,. Die resultirenden 
Reihen: 


i 1 
28 > ere >- a A 
(28) L,,(») L, (*) + by, L,, (») L,. (*,)° tare 


divergiren bezw. convergiren dann noch schwiicher, als die Reihen 
(28) — u. s. f. in infinitum. 

Die entsprechenden Glieder eines solchen correspondirenden Paares 
dieser divergenten und convergenten Reihen unterscheiden sich immer 
nur durch den letzten Factor und kénnen somit, da man die Zunahme 
dieses Factors ins Unbegrenzte verlangsamen kann, einander unbegrenzt 
genihert werden. 

Zugleich ist auch leicht ersichtlich, wie man die zuletzt betrach- 
teten Ausdriicke zu verallgemeinern hat, um solche Reihen zu erhalten, 
fiir welche jedes Divergenz- oder Convergenzkriterium einer beliebigen 
Skala von der Form (D) versagen muss. 

Ich méchte aber ferner auch noch auf gewisse andere, wie ich 
glaube, bisher nicht betrachtete Reihentypen mit niemals zunehmenden 
Gliedern hinweisen, deren Divergenz bezw. Convergenz sich noch 
leichter erkennen liisst, und welche gleichfalls auf keins der logarith- 
mischen Kriterien reagiren. Hierher gehdrt z. B. die oben bereits als 
convergent erkannte Reihe (Gl. 21): 


2 el?) a”) 2”) 
29; sS= a, = v — : +. - + —_* 
(2 a) —- eee - yrts » yrs ” yrts 

1 va v a va 
(a>1,r>1,s>0), fiir welche, wie gezeigt, schon: 

lim n lg m. dn 
fiir gewisse Formen von » den Werth oc annimmt, was dann offenbar 
a fortiori auch fiir 
lim (LZ, (m) Ig$n . an) 

gilt, d. h. die simmtlichen logarithmischen Convergenzkriterien ver- 
sagen auch hier, zwar nicht in der Weise (wie bei den unmittelbar 
betrachteten Reihen), dass der fragliche Grenzwerth definitiv = oo wird, 
sondern so, dass er eine unendlich grosse obere Unbestimmtheitsgrenze 


besitzt. 


Setzt man in der obigen Reihe r= 1, so wird die resultirende 
Reihe: 


(¥) 


: = é| el”) a”) 
(eb) © => * ->}|—Sn + iat dia at 
. 9: ‘pis 











* 
ee 











ee 


a ee 
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offenbar divergent (da die Summe oder Gliedergruppe sich nur um einen 


endlich bleibenden Factor von : unterscheidet), wiihrend die Unter- 
suchung von 

lim (Lx (nm). ay) 
hier den Werth Null ergiebt, sobald man fiir a, das Anfangsglied 
einer Gruppe nimmt, Es versagen somit hier simmtliche logarith- 
mische Divergenzkriterien durch das Auftreten des Werthes Null als 
unterer Unbestimmtheitsgrenze. 

Erscheint nun durch den Hinweis auf diese letzteren verhiiltniss- 
miissig sehr einfachen Reihentypen S und 8’ das Gebiet derjenigen 
Reihen, fiir welche die gewéhnlichen Kriterien erster Art versagen, 
nicht unerheblich erweitert, so sollte meine Bemerkung von der Ueber- 
schiitzung jener Kriterien sich doch weniger auf diese immerhin 
exceptionellen Fille, als vielmehr darauf beziehen, dass dieselben im 
Grunde genommen nur fiir Reihen mit ,, im wesentlichen“ abnehmenden 
Gliedern brauchbar sind, d. h. genauer gesagt, fiir solche Reihen, bei 
denen die Schwankungen in der Ab- und Zunahme der Glieder gewisse 
Grenzen nicht iiberschreiten, dergestalt dass die Glieder der Reihe 
immer noch durchweg tiber bezw. unter den entsprechenden einer Reihe 


7 g : = : ail 
von der Form >’ L,() bezw. P re igf> liegen. Diese Eigen 


schaft hiingt aber wiederum ganz wesentlich von der Anordnung der 
Glieder ab und kann, falls sie vorhanden, durch blosse Umordnung 
der, Glieder derartig zerstért werden, dass jedes Divergenz- und 
Convergenzkriterium der gewdhnlichen logarithmischen oder auch jeder 
beliebigen anderen Skala versagen muss. 

Die Richtigkeit dieser Behauptung beziiglich der Convergenzkriterien 
folgt ohne weiteres aus dem im Anfange dieses Paragraphen bewiesenen 
Hiilfssatze: derselbe lehrt in der That — sobald man die dort mit 
(mn) bezeichnete Grésse so wiihlt, dass - ‘convergirt —- dass 
man durch Umorduung der Reihenglieder a, stets das Versagen des 
auf lim p(m) . a, beziiglichen Convergenzkriteriums herbeifiihren kann. 
Um das Analoge fiir die Divergenzkriterien zu zeigen, beweise ich 
noch den folgenden iihnlichen Satz: 

Es giebt keine positive Function y (v) von der Beschaffen- 
heit, dass die Beziehung: 
lim p(n) « dtp 29 > 0 
eine nothwendige Bedingung fiir die Divergenz der Reihe 
Px bildet. Vielmehr kann man fiir jede Function p(v) 


die Terme jeder beliebigen divergenten Reihe mit schliesslich 
verschwindenden Gliedern so anordnen, dass: 
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lim p() . Ga4, 
unter anderen Werthen auch den Werth 0 annimmt.*) 
Beweis: Da lim a,—0 sein soll, so muss jedenfalls lim gm (n) =o 
sein, wenn lim g(”) . @n4» von Null verschieden ausfallen soll. Man 
kann daher eine unbegrenzte Folge positiver ganzer Zahlen , , 2, , ...,%a, -» 
so fixiren, dass die Gréssen 


Te ae 
(Mm) ” (ms)? > p(M) ’ 


bestiindig abnehmen. Sei nun >", eine beliebig vorgelegte divergente 
Reihe und lim d, =0, so kann man aus der Folge der Grossen d, 
eine Partialreihe herausheben, deren Terme mit d; bezeichnet und so 
ausgewihlt werden solien, dass: 


é’'<—, a's 


& ’ & 
= (mM) ? 1 2 sa)°" “+ a< a: ae 


WO &, &,-+ +) €a,-.. positive abnehmende Gréssen mit dem Grenz- 
werthe Null bedeuten. 

Bezeichnet man ferner die nach Aushebung der Reihe dj’ iibrig 
bleibenden Terme d, mit d,” und setzt: 


a, = d,", wenn v nicht von der Form n, + p ist 
dagegen: 
Any +p = 


so folgt erstens, dass > a, als eine blosse Umordnung von > d, diver- 
girt, und zweitens, dass: 


lim ~(”2)@n,+» < lim g = 0 


wird — womit der oben ausgesprochene Satz bewiesen ist. — 

Wenn nun auch aus diesen Betrachtungen deutlich hervorgelt, 
dass bei Reihen mit beliebig ab- und zunehmenden Gliedern die Skala 
der gewodhnlichen logarithmischen Kriterien oder irgend eine andere 
aufs Gerathewohl gebildete Skala im allgemeinen versagen muss, so 
soll damit doch keineswegs gesagt sein, dass nicht fiir jede irgendwie 


*) Dieser Satz bildet mit dem zu Anfang dieses Paragraphen bewiesenen 
zusammen offenbar eine Ergiinzung zu dem bekannten von Abel herriihrenden 
Satze (Crelle’s Journal Bd. 3, p. 80): 

Es giebt keine Function g(v) von der Beschaffenheit, dass von den beiden 
Beziehungen: 

lim 9(") + 4,4, = 9, 


lim g(m) - G4» >0 
die erstere eine hinreichende Bedingung fiir die Convergenz, die letzte eine 
solche fiir die Divergenz von Sa, darstelit. 
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vorgelegte Reihe a, wirksame Divergenz- bezw. Convergenzkriterien 
existiren. Denn bezeichnet f(v) eine positive Function, welche der 
Bedingung geniigt: 


. 1 
f(m) ro a. 


so liefert ja der Ausdruck lim f(m) . a, einen von Null und Unendlich 
verschiedenen Grenzwerth, stellt also unter allen Umstinden ein wirk- 
sames Divergenz- oder Convergenzkriterium dar: aber dasselbe lehrt 
erst dann erkennen, ob >a, divergirt oder convergirt, wenn man iiber 
die Beschaffenheit von Fay orientirt ist, was im wesentlichen darauf 
hinausliuft, dass man von vornherein wissen miisste, ob >a, divergirt 
oder convergirt. Mit anderen Worten: durch diesen Ezistenzbeweis 
von stets wirksamen Kriterien ist fiir die wirkliche Feststellung der 
Divergenz bezw. Convergenz nichts gewonnen. Bei Reihen mit beliebig 
ab- und zunehmenden Gliedern wird man immer wesentlich auf Special- 
Untersuchungen von Fall zu Fall angewiesen sein. Insbesondere kann 
hier unter Umstiinden die Priifung passender Gliedergruppen statt der 
einzelnen Glieder, mit anderen Worten die Bildung zusammengeseteter 
Kriterien, wie solche im § 1 schematisch beschrieben wurde, von 
Nutzen sein: doch lassen sich allgemeine Regeln hieriiber nicht angeben. 


§ 7. 
Die Kriterien zweiter Art. 
Als allgemeiner Typus der Kriterien zweiter Art ergab sich (§ 1, 
Gl. Th): 
(il) 


wo P, einen ganz beliebigen positiven Factor (der fiir m = oo auch 
unendlich werden darf), D,-! bez.w C,~! das allg. Glied einer diver- 
genten bezw, convergenten Reihe bezeichnet. Man erhiilt hieraus die 
gewohnliche Form der Kriterien zweiter Art, wenn man setzt 


lim Pa(Dydnay — Daysdntp4s) < 9: Divergenz, 
lim Pa (Cn Gn4p — Cri @ntp4i) > 9: Convergene , 


Ran de F—=*—- 
Ontp nt p+ 
Bei der letzteren Wahl*) ergiebt sich: 


a 
*) Ich gebe der Form mit dem Quotienten - _ tp vor derjenigen mit 
n-+p+t 
dem reciproken Werthe den Vorzug, weil bei den in der Praxis hauptsiichlich 
vorkommenden Fiillen, niimlich bei Reihen mit abnehmenden Gliedern, die Ent- 
wickelung jenes Quotienten nach Potenzen von n sich ein wenig einfacher zu ge- 
stalten pflegt, als diejenige des reciproken Werthes, 
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lim (D, “+2 — D,4s) < 0: Divergens, 
(Ila) wires 


lim (0, ie. .-+1) > 0: Convergenz 
Ont ptt 

und man hat jetzt nur fiir D, bezw. C, die in §§ 3 und 4 aufgestellten 
typischen Formen einzusetzen, um die fertigen Kriterien zu erhalten. 
Die Einfiihrung der betreffenden Ausdriicke fiir C, gestattet nun aber 
das Convergenzkriterium so umzuformen, dass dessen linke Seite mit 
derjenigen des Divergenzkriteriums identisch wird. Setzt man zur 
Abkiirzung: 


Pa(Ca@n4p — CrpiGntp4i) = kn 
sodass also die Beziehung: 
lim k, > 0 


Convergenz anzeigt, so wird, wenn man nach Satz VI des § 4: 
M, as 
C=D,-.&"', Dot=d=— My. —M 


einfiihrt, wobei die wesentlich positive Grésse o beliebig klein genom- 
men werden darf: 


Re = P, eo nti (D, An +p — Dass An-+-p+1) 
— M, 
— Py&™+ Dass Qnppys { ete Mott) — 1} 


und wenn man jetzt tiber den willkiirlichen Factor P, so verfiigt, dass 
man 

| ont Antp+ = 1 
setzt: 


d 
a e n+l om f 
ky — Dy — “1? — Duy, — 2". 
n+p+1 n-+-1 


Es ergiebt sich daher fiir >) a, Convergenz, wenn: 


Cant t ts 
(30) lim (D, #2 — Di) > tim “F-—! 
Tt ptt day 


wird. 
Ist nun lim d,4; = 0, so besitzt die rechte Seite der Ungl. (30) 
den Grenzwerth @ (wie, beiliufig bemerkt, ohne weiteres aus den Un- 


gleichungen (a) des §2: 14+ 2<e< ; 


1—2 





erkannt wird), wird also 


mit @ beliebig klein. Ist dagegen lim d,,, endlich oder unbestimmt 
mit endlicher oberer Grenze, so kann man den fraglichen Grenzwerth 
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gleichfalls durch Wahl von g beliebig klein machen (denn » aus 


intl _— < 








es . folgt: cs = x) Somit erkennt man zu- 
nichst, dass die Beziehung: 
a 
31 li (v, —*t?_ == D, ) 0 
(31) 1m wie +1) > 


sicherlich die Convergenz der Reihe >” a, anzeigt, sobald D, so ge- 


wihlt wird, dass lim D, von Null verschieden ist.*) Der Fall aber, 
dass lim D, oder die untere Grenze von lim D, den Werth Null hat, 
lisst sich unmittelbar auf den eben betrachteten zuriickfiihren. Hat 
man nimlich — unter der eben genannten Voraussetzung: 


. Fn +p 
lim (D, att — Duss) > k > 0 
so wiihle man eine beliebige positive Zahl k’ < k. Alsdann ist: 


e ayo 7) , , 
lim {D, a — Ont ki >k—K>0 


und um so mehr: 


lim {(D, +) ein ~ (Dir +k >k—k > 0 





* *) Unterwirft man die D, von vornherein dieser Beschriinkung, so kann 
man nach § 4 fiir C, auch eine der Formen 


eM, @ @ 
D,é&’, D,M,;, D, My, 


einfiihren. Der letzte dieser Ausdriicke liefert dann bei analoger Behandlung 
statt des Grenzwerthes auf der rechten Seite von Gl. (30).den folgenden: 


M2 \* 1+d4,,,)°—1 
lim Das | rt ) = 1 tim OF Sot 


M44 ntl 








welcher — fiir lim d,,,—0 — wiederum =e@ und — falls lim d,,,>0 — 


immerhin mit @ beliebig klein wird. Man wird also wiederum auf Gleichung (31) 
gefiihrt, — 
Die beiden anderen Ausdriicke fiir C, geben in tihnlicher Weise das zu 
n+p 
Gytptit 





Gl. (31) analoge Convergenzkriterium, in welchem statt des Quotienten 
dessen reciproker Werth auftritt. Dasselbe lautet: 
a, 
lim (2, — Dy, —tet ) >0, 


Gn4tp 
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woraus jetzt nach dem oben gesagten die Convergenz von >a, folgt, 
da ja lim (_D,+#)) von Null verschieden. *) 

Das Convergenzkriterium (31) gilt somit fiir ganz beliebige D, 
ohne alle Einschrinkung. 

Durch Combination desselben mit dem urspriinglichen Convergenz- 
kriterium (Ila) ergiebt sich, wenn g(v) eine in ganz beliebiger Weise 
von v abhiangige positive Grosse bedeutet (welche ja wiederum ent- 
weder zu den C, oder zi den D, gehéren muss), das allgemeinste 
Convergenzkriterium zweiter Art, nimlich: 


Die Reihe >’ a, ist convergent, wenn eine positive Grosse 
y(v) existirt, derart, dass: 


(I) tim {o(n) 5 #2 — p(n-+1)} > 0- 


Dies ist nun aber das Kummer’sche Convergenzkriterium,**) als 
dessen Analogon unter den Kriterien erster Art sich friiher das 
Kriterium (H) ergab. Man kann die Richtigkeit dieses durch die 
geradezu frappirende Allgemeinheit seiner Fassung iiusserst merk- 
wiirdigen Kriteriums a posteriori leicht in weit einfacherer Weise 
darthun : ***) indessen scheint mir die wahre Grundlage desselben und 





*) Ist geradezu lim D, = 0, so erkennt man iibrigens ohne weiteres, dass 


die Ungleichung (31) nur dann bestehen kann, wenn lim _ Sate =o ist, in 
On-+-p+1 

welchem Falle also die Reihe Da, gerade den stiérksten Grad von Convergenz 

besitzt. 

**) Crelle’s Journal, Bd. 13, p.172. Die von Herrn Kummer hinzugefiigte 
Bedingung lim g(n)-a@, =0 hat zuerst Herr Dini (a. a, O. Art. 19) als iiber- 
fliissig erkannt, spiiter hat auch Du Bois Reymond (a. a. O. Art. VII) die 
Richtigkeit des fraglichen Kriteriums ohne jene Nebenbedingung erwiesen. Eine 
sehr einfache und durchsichtige Formulirung dieses Beweises findet sich bei 
Stolz, Vorl. tiber allg. Arithmetik, Bd. I, p. 259. 


***) Vgl. die oben citirte Stelle bei Stolz; ferner: Jensen (Zeuthen 
Tidskrift T. Il, p.63). Herr Jensen hat niimlich das fragliche Kriterium, ob- 
schon dasselbe liingst in alle griésseren Compendien tibergegangen ist, ein halbes 
Jahrhundert nach Herrn Kummer’s Publication von neuem entdeckt und 
dieser Entdeckung solche Wichtigkeit beigemessen, dass er dieselbe gleich an 
dret verschiedenen Stellen verdffentlichte — ausser a. a. O.: Comptes rendus, 
T. 106 (1888, I) p. 729 und: Nouv. Ann, de Math., 3™° Série, T. VII, p. 196; 
dazu kommt noch ein Referat in Teixeira’s Jornal etc, T. VIII, p, 157. Auf 
eine Replik des Herrn Cesaro (Comptes rendus, T. 106, p. 1142), dass jenes 
Kriterium nichts weniger als neu sei, hat sodann Herr Jensen zum mindesten 
die Bemerkung, dass die Kummer’sche Bedingung lim g(n) a, = 0 iiberfliissig 
sei, als sein specielles Kigenthum reklamirt (a, a. O. p. 1520). Dem hat nun 
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seine Stellung innerhalb der gesammten Convergenztheorie erst durch 
die hier gegebene Ableitung zu voller Evidenz zu kommen, — 

Verbindet man ferner das Convergenzkriterium (31) mit dem 
Divergenzkriterium (IL a), so erhiilt man das disjunctive Doppelkriterium 
zweiter Art: 


; G4 < 0: Divergenz 
K lim ( D, —“™- — Dn : 
(8) im ( * +) > 0: Convergenz. 


Um hieraus wiederum ganze Skalen von derartigen Kriterien abzuleiten, 


hat man fiir D;’ successive das allgemeine Glied von immer schwiicher 
divergirenden Reihen, also fiir D, immer schneller zunehmende Grossen 
einzusetzen. Dass auf diese Weise fiir das Divergenzkriterium eine 
bestiindige Verbesserung erzielt wird, liegt auf der Hand. Beziiglich 
des Convergenzkriteriums hat man nur zu beachten, dass dasselbe in 
seiner urspriinglichen Fassung (Ila), namlich: 





lim (0, _ 1) >0 


Fntp+1 
offenbar um so wirksamer sein muss, je langsamer die Gréssen C, 
zunehmen, weil ja die zur Vergleichung fiir > a, dienende Reihe 


yor dann um so schwéicher convergirt. Transformirt man nun, wie 
geschehen, dieses Convergenzkriterium dadurch, dass man C, durch 
c€ *+1 ersetzt, so entspricht nach Satz VI (§ 3) einer schwédcheren Con- 


vergenz der Reihe o auch eine schwéichere Divergenz der Reihe 


a d. h. einer langsameren Zunahme der Gréssen C, eine 


schnellere Zunahme der Gréssen D,, und die Kinfiihrung von solchen 
schneller zanehmenden Gréssen D, muss daher auch eine Verbesserung 
des Convergenzkriteriums (I) hervorbringen. Der wahre innere Grund 
dieser auf den ersten Blick doch wohl auffallend erscheinenden That- 
sache diirfte durch die hier gegebene Erkliirung erst vollig deutlich 
geworden sein. 

Um nun zuniichst ein Anfangskriterium fiir die aus (1) zu bildende 
Skala zu gewinnen, setze ich: 


D;* Z 1 M, 


wobei — nach dem friiher gesagten — die D;* d. h. die Glieder der 
zur Vergleichung herangezogenen divergenten Reihe ohne wesentliche 


wiederum Du Bois-Reymond (a. a. O, T. 107, p. 941) mit Hinweis auf seine Ab- 
handlung iiber Convergenztheorie widersprochen. Man vergl. indessen die vorige 
Anmerkung. 


. 24* 





(K’) 
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Beschriinkung der Allgemeinheit so angenommen werden diirfen, dass 
dieselben nicht ins Unendliche wachsen, was fiir die Gréssen M, 
offenbar die Bedingung: 


Mass NY M,, 


involvirt. Da dann ferner — nach § 3 die Terme 


Care. ae M4, = M, te 1 = 
D” L, (1,41) D,L, (1,41) 





fiir «= 0U,1,2,... eine Skala von bestiindig schwiicher divergirenden 
Reihen definiren, so werden die Beziehungen: 





. i yt» ms ° itt ei bo 
(1) lima, = lim (D, sen Duss) $0, wo also: D, = M,.,—M,’ 


(2) lim AW ae lim (ne Ste — DY.) $0, ” ” DY? — D, Ly (M,41) 
Ont ptt 
die gesuchte Skala von Kriterien zweiter Art darstellen. 

Du indessen die Art der Verschirfung, welche beim Uebergange von 
irgend einem dieser Kriterien zum niichstfolgenden erzielt wird, hier 
keineswegs so unmittelbar ersichtlich ist, wie bei den Kriterien erster Art, 
so soll die Beziehung zwischen lim A, und lim 4”), sowie allgemein 
diejenige zwischen 4% und ast” (x = 0, 1, 2,...) noch genauer 
untersucht werden. Aus: 


Gat 
An = a oot Dri, 





a 
AW) D, Mass a a 7 Dass M,+2 
n-+-p+1 


. — ‘ Gin 
folgt durch Elimination von tt 


n+p+1 . 
ae = n+1 An = Dry (Mn+2— Mn+.) dh, = — 1 
also: 
(32) ao = — ] ote Mai dn 


d. h.: Ist lim 4, nicht Null und von bestimmtem Vorzeichen (wenn 
auch nicht nothwendig selbst bestimmt), liefert somit das Kriterium 
lim A, eine unzweideutige Entscheidung, so wird offenbar lim 4!) wn- 
endlich mit dem Vorzeichen von lim d,, giebt somit dieselbe Auskunft 
wie A, gleichsam in vergréssertem Massstabe. 

Ist dagegen lim 4, =O oder unbestimmt mit der einen Unbest.- 
Grenze Null, in welchem Falle also das betreffende Kriterium ver- 
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sagt*), so wird lim 2! offenbar stets ein bestimmtes Vorseichen be- 
sitzen, wenn nicht gerade lim M,4, = 1 ist oder so oscillirt, dass 
einer von den verschiedenen Werthen dieses Ausdruckes == 1 ist. Das 


Kriterium lim 4) liefert also ausser in dem letztgenannten Falle eine 


Entscheidung , und hierin liegt die Verbesserung, welche dasselbe im 
Vergleiche mit lim 4, darbietet. 

Wenn endlich lim A, zwischen zwei Werthen mit verschiedenem 
Vorzeichen oscillirt, so hat lim 4) die Unbest.-Grenzen + oo, versagt 
also gleichfalls. 

*) Ist 4, negativ unbestimmt mit der Unbest.-Grenze Null oder wird geradezu 
lim 4, = 0 in der Weise, dass die Anniherung an Null ausschliesslich von der 
Seite der negativen Zahlen stattfindet, so kann man nach einer im § 1 an die 
allgemeine Form der Divergenzkriterien (II) gekniipften Bemerkung noch mit 
Sicherheit auf die Divergens von Ya, schliessen, Ein ‘hnlicher Schluss be- 
ziiglich der Convergenz ist dagegen nicht gestattet, falls etwa lim 4, von der Seite 
der positiven Zahlen gegen Null convergirt oder die Null zur Unbest.-Grenze 
hat: denn der entsprechende Schluss bei dem Convergenzkriterium (II) des § 1 
beruhte wesentlich darauf, dass dort, an Stelle der in 1, auftretenden Gridssen 
D,, Grossen C, standen und tiber den Factor P, — welcher zur Ableitung des 
Convergenzkriteriums 4,, volistiindig bestimmt werden musste — noch willktirlich 
verfiigt werden konnte. 

Dies ist nun der Punkt, wo das Kummer’sche Divergenzkriterium in 
Wirksamkeit tritt, welches sich mit Beniitzung der hier angewendeten Bezeich- 
nungen folgendermassen formuliren liisst: 


Ist 1) lim D, a4, =9, 
2) lima, =0, 


3) lim =. >0, 
n 
so divergirt die Reihe Sa,. 

(NB. Bei der von Herrn Kummer gegebenen Formulirung steht an Stelle 
der Grésse D, eine beliebige positive Grosse, die etwa wiederum g(v) genannt 
werden mége. Gehdrt nun aber m(v) der Classe der Zahlen C, an, so zieht die 
Bedingung 1): lim p(n) a, ,=0 ohne Weiteres die Convergenz von Da, nach 
sich — d. h. in diesem Falle kann die Bedingung 3) unter keinen Umstiinden er- 
fiillt sein. Mit andern Worten: man hat bei der Anwendung des Kummer'’schen 
Divergenzkriteriums fiir die Zahlen m(v) gar keine andere Wahl als die Classe 
der Zahlen D,). 

Das obige Kummer’ sche Divergenskriterium, welches bei seiner Anwendung 
die Erfiillung von nicht weniger als drei Bedingungen erfordert, ist kein all- 
gemeines Kriterium, wie das entsprechende Convergenzkriterium oder das allgemeine 
Divergenzkriterium aweiter Art, (K); dasselbe stellt sich vielmehr als ein specielles 
Ergénzungskriterium zu dem allgemeinen Convergenzkriterium dar und konnte 
demgemiiss unter den im Texte entwickelten allgemeinen Kriterien keinen Platz 
finden, In Wahrheit wird es aber durch das allgemeine Divergenzkriterium 
uweiter Art mit seinen Verschiirfungen — s. Formel (K’) — vollstindig tiber- 
fliissig gemacht. 
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Zur Ableitung des analogen Resultates fiir zwei beliebige Kriterien 
a”), av) der Serie (K’, 2) hat man fiir «x =0,1,2,...: 


A) = Dy Le Mays) — Days Lx Mas), 
n-+p+l 


ASH) <= Dy Dey s (Mays) —22— — Dogs Lngs(Mots) 


Gat pt 
und hieraus: 
ASTD Yo (Mags) © ag” 


= Days Ly (Mn+2) {Ignis Mizs 5 Ie4t Mis} . 
Da aber nach Formel (h) des § 2: 
M42 nine M4; 
L, (At,+42) 


lim Day: Lx (Mn+2) {Igy M42 — Igep1 Masih =I, 
so wird: 
(33) lim AST) = — 1 + lim Igyas (Mays) - a” 


gett Mi+2 we Iya Mn+ ae) 
d. h. 


und die Vergleichung dieser Beziehung mit Gl. (22) zeigt, dass beim 
Uebergange von 4% zu at” eine ganz analoge Verbesserung statt- 
findet, wie bei demjenigen von 4, zu ay’. 

Hiernach besitzt die Skala (K’) von Kriterien zweiter Art die 
folgenden Eigenschaften : 

1) Wenn irgend eim Kriterium der Skala eine Entscheidung liefert, 
so gilt das gleiche von allen folgenden Kriterien. 

2) Versagt irgend ein Kriterium in der Weise, dass die Null als 
Grenzwerth oder als Unbestimmtheitsgrenze zum Vorschein kommt, so 
kann das folgende Kriterium eine Entscheidung liefern*). 

3) Resultirt fiir irgend eim Kriterium ein unbestimmter Werth mit 
Unbest.-Grenzen verschiedenen Vorzeichens, dann gilt das gleiche fiir 
alle folgenden Kriterien, d. h. dann versagt die ganze Scala. 


*) Man kann in diesem Falle, statt das betreffende ,,folgende‘‘ Kriterium 
wirklich zu bilden, auf Grund der Gleichungen (32), (33) etwas einfucher auch 
so schliessen: 


Ist lim 1,, = 0, so hat man: 


Divergenz . _% 
Convenguns {wenn : lim M44 af > 1. 
Desgleichen, wenn lim i = 0: 
Divergens ” <i 
Convergenz {wenn: Timm 144 (Mat) ° a > 1 
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Hieraus geht insbesondere deutlich hervor, dass man keineswegs 
von irgend einem bestimmten Anfangskriterium ausgehend durch hin- 
liingliche Fortsetzung der betreffenden Scala immer zu einer Ent- 
scheidung gelangen muss. Vielmehr erscheint die Méglichkeit einer 
solehen Entscheidung definitiv ausgeschlossen, sobald der sub 3) er- 
wihnte Fall eintritt. 

Ks kommt also hierbei sehr wesentlich auf eine passende Wahl des 
Anfangskriteriums an. Dass es im iibrigen auch bier wieder fiir jede 


beliebige Reihe po a, ein solches Kriterium geben muss, welches eine 
unzweideutige Entscheidung liefert, lisst sich leicht zeigen. 


Sei niimlich zuniichst > a, divergent, so bestimme man J/, aus 
der Gleichung: 
Cytp41 = My41 “~~ M, 
uud setze; 
Bis eS. 


M,4, F 


wo dann a D,;* thatsiichlich divergirt. Hierdurch wird: 








lim (D, _ ie Dust) 


Gn tpt 
vit he ( MMM Ma -) ened 
M,, — M1 M41 ial M,, M4, ae M,, 


zeigt also unzweideutig die Divergeng von > dy an. 


Wenn dagegen > a, convergirt, so kann man (nach Satz III, 


§ 5) M, bestimmen aus der Gleichung: 


a ei — % 
An-+p-+1 = MM, 
und wenn sodann: 
—1 M,,; Nal M, 
+1 = | sam 


gesetzt wird, so ergiebt sich: 


lim (d. a Duss) 


Ga tpl 
ting ag MMs MM a 
M,, < M,,. 1 MM, _, M+) — M,, Miss _— M, 


d. bh. der betreffende Ausdruck giebt in diesem Falle ein wirksames 
Convergenzkriterium. 

Selbstverstiindlich ist auch hier durch diesen Ezistenzbeweis fiir 
die wirkliche Feststellung der Divergenz oder Convergenz einer beliebig 
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vorgelegten Reihe absolut nichts gewonnen, da ja zur Bildung der 
obigen Kriterien die Beschaffenheit der fraglichen Reihe bekannt 
sein muss. 

Setzt man in der allgemeinen Kriterienskala (K’) speciell M,—v— 1, 
also D,= 1, so ergeben sich die bekannten Kriterien: 


0: Divergenz 
pageant Pe 
1 


is bape > 0: Convergene. 
<0: Divergenz 
° = . — Getp 
(2) lim a,’ = lim(Z «(”) =——— a(n »){S O: Convergenz. 


Das Anfangskriterium ist das bekannte Fundamentalkriterium zweiter 
Art, welches Cauchy direct durch Vergleichung von > a, mit einer 


geometrischen Progression abgeleitet hat*). Von den Kriterien der 
Serie (L, 2) ist das erste, welches sich auch auf die Form: 


(Li, 1) lim n(—“*te_ — {S| 


Ont p+t 


<1: Divergenz 
: Convergenz 


bringen lasst, das Raabe’sche**), die iibrigen rihren (abgesehen von 
einem unwesentlichen Unterschied in der Form) von Bertrand her***), 


Aus der zuvor angestellten Untersuchung iiber den Werth der 
allgemeinen Kriterienskala (K’) ergiebt sich die folgende, fiir die 
praktische Anwendung der Kriterien (Z) wichtige Bemerkung: Nimmt 


lim A, = lim (. ba 1) sowohl negative als positive Werthe an, 
Gai ntt 


*) Anal. algébr. p. 134. 


**) Zeitschrift fiir Physik und Mathematik von Baumgartner und Etting- 
hausen, T. X, — Das betreffende Kriterium wurde zum zweiten Male entdecht 
von Duhamel (Journ. de Mathém, T, IV, p. 214; vgl. auch: T, VI, p. 85). 

***) Journ, de Mathém, T. VII, p. 43; vgl. auch: Bonnet, Journ. de Mathém, 
T. VIII, p. 89, und Paucker, Crelle’s Journal, Bd, 42, p. 143. — 

Der Vollstiindigkeit halber sei noch bemerkt, dass die Gauss’schen Kri- 
terien (Disquis. circa seriem infinitam etc. — Ges. Werke, Bd. III, p. 138) mit 
Ausnahme eines einzigen besonderen Falles sich unmittelhar aus dem ersten 
Kriterium der Serie (L, 2) — dem Raabe’schen — ableiten lassen, worauf schon 
Herr Kummer (a. a. O. p. 174) aufmerksam gemacht hat, und dass jener eine 
noch iibrig bleibende Fall sich mit Hiilfe des zweiten Kriteriums der Serie (L, 2) — 
also des ersten Bertrand’schen — sich erledigen lisst (vgl. Schlémilch in 
dessen Zeitschr. fiir Math. Bd, X, p. 74). — Das gleiche gilt iibrigens im Wesent- 
lichen auch von den Kriterien des Herrn Weierstrass (Crelle’s Journal, Bd. 51, 
p. 22), welche, auf Reihen mit complexen Gliedern sich beziehend, jene Gauss’- 
schen als specielle Fille umfassen (vgl. Stolz, Vorl, tiber allg. Arith, Bd. 1, 
p. 267, Bd. Il, p. 145). 
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. 





. q, . oe 
d. h. liegt der Quotient —“*”—, wie gross man auch m nehmen mige, 
ntti 


um eine angebbare Grosse theils unterhalb und theils oberhalb der 
Kinheit, so versagt nicht bloss das Amfangskriterium (d. h. das 
Cauchy’sche Fundamentalkriterium) sondern alle Kriterien der Scala 
(L). Ihre Anwendung kommt also ein fiir allemal nur dann in Frage, 


wenn lim —“**?_ entweder geradezu = 1 ist oder die Kinheit zur 
Gat ptt 
Unbestimmtheitsgrenze hat. 
Ist insbesondere lim—“"*?— = 1 » also: 
Ontp+t 
lim 2, = lim (—“*_ _ 1) 0, 
yt ptt 


so hiingt die Divergenz oder Convergenz der Reihe zuniachst von dem 
Ausfall des Raabe’schen Kriteriums (L’, 1) ab. Liefert dieses den 
Grenzwerth 1, d. h. ist: 


Lim 4. = lim (m at (n+ 1)) ont, 


so kann man nach Gl. (33) — indem man dort x = 0, Mt,=—v — 1 
setzt — das niichste in Frage kommende, auf lim 4!) beziigliche Kri- 
terium auch durch das folgende ersetzen:*) 


. . a, 
limlgn- a= lim Ign(n. “42. —(n+1) 


) {s 1: Divergenz 
n+-p+1 


> 1: Convergene. 


*) In diesem Kriterium ist dasjenige, welches Herr Cahen (Nouv. Ann. de 


Mathém. 3°" Série, 7’. V, p. 585) als Ergiinzung zu dem Raabe’ schen Kriterium 
aufgestellt hat, als Zheil enthalten, Dasselbe lautet mit Anwendung der hier 
gebrauchten Bezeichnungen: 


dst 


in (n 49) 
lim |» ——— — (n-+1)} =0, 
Oni 


so divergirt Sa, allemal, wenn 


a 
lim » (n —— — +1) nicht ow .* 
Ong 
In der That: Hat man 
° a, 
lim n { n — —(n+1))< G, 
Gntt = 
so folgt: 


/ 


a 
lim Ig n (» = = (n+) <0, 
n+1 as 


sodass sich also mit Hiilfe des im Texte gegebenen Kriteriums Divergenz ergiebt. 
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Und allgemein: Findet man, dass fiir irgend einen Werth x: 
lim ag? — lim (Ze(n) <“** — Le(n + 1)) = 0 
im (Le(n) {""#*— — Le(n + 1)) =0, 
so hingt die Beschaffenheit der Reihe Py a, von den Beziehungen ab: 


(L’, 2) lim Ign41 0 + ay” 
i <1: Divergenz 
= lk x ( * a —_ sad ) 
lim Igx41 ” ( Ly (m) Sen L,(m + 1) > 1: Convergene. 


Die bisher betrachteten Kriterien zweiter Art gehéren nach dem 
im § 1 Gesagten ausschliesslich dem einfachsten Typus dieser Kategorie 
an, und man erhilt andere Formen solcher Kriterien, sobald man statt 
der in Betracht kommenden Gréssen passende monotone Functionen 
derselben einfiihrt. 
Um gleich wieder disjunctive Kriterien zu erhalten, werde nach 
Analogie von: 
’ OMy 44 
in dem Divergenzkriterium D, ersetzt durch: 
D,-&"" — (@ <0). 
Alsdann ergiebt sich aus den von irgend einer bestimmten Stelle v 
ab als giiltig angenommenen Beziehungen: 
Min JS) Dist e(tze-ayys) [Divergene fiir ep <0 
Gini (>J D, . Convergenz fiir @ > 0 
und daher, wenn wiederum /J'(z) eine monotone Function mit den 
friiher angegebenen EKigenschaften bedeutet: 


F (hae ) {S}rerty aa ~ o<0 
Dy %apti 7 [> Convergenz fiir @ > 0. 
Um die rechts auftretende Grosse @ zu isoliren, erscheint es wiederum 
am einfachsten F(x) = lg w zu setzen, und man erhilt anf diese Weise, 


wenn man noch beriicksichtigt, dass .¢ in jedem Falle beliebig klein 
genommen werden darf, durch Uebergang zur Grenze: 





<0: Divergenz 


D Gain 
. n 
(M) lim Dry: lg =—— a 0: Convergenz 


n+1 n-tp-+i 


als die gesuchte neue Form der disjunctiven Kriterien zweiter Art. 
Die D, unterliegen hierbei keinerlei besonderer Beschriinkung. Schliesst 
man dagegen von vornherein wieder solche D, aus, fiir welche lim D, 
durchweg oder zum Theil verschwindet, so hiitte man auch von 
der Form: 
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C,=D,-&" (s. Gl. (19), § 4) 

ausgehen kénnen, wobei man an Stelle des Kriteriums (M) das folgende 
erhalten hiitte: 


: D,, a, 
(N, 1) lim D, lg Tha <a { 


<0: Divergenz 

> 0: Convergenz. 

Ersetzt man hier wiederum D, durch D, Z,(M,4:), so ergiebt sich zu 
dem Anfangskriterium (N, 1) die folgende Scala von aihnlichen Kriterien: 
<0: Divergeng 
>0: Convergenz, 











Duy lh (AE, ) Gn. 
N,2) lim D,- Le(May) lg =“ 
(N52) tin Da din Oe) "BT, Blass) Sots 
(wo x=0,1,2,... gesetzt werden kann). Fir M, =v — 1, also 
D, = 1 resultirt aus (N, 1), (N, 2) die folgende speciellere Scala: 


Fat ab 0: Divergenz 


Ys > 0: Convergenz. 


(C ) * 


Ig “L, ESE ae +p+1 > 0: Convergene. 
Das Anfangskriterium ist offenbar gleichhedeutend mit: 
: Gntp  < 
lim ‘Kaas > 1, 
also mit dem Cauchy’schen Fundamentalkriterium. 
Von den Kriterien der Serie (O, 2) lisst sich das erste, nimlich: 
lim » lg ———"”__ $ 0 


© in +4 1) - Ont pl > 
mit Hiilfe der Beziehung: 





. , 1\-" 
lim » lg “ey =— lim Ig(1 + =) =—Ige=—1 
auch in die Form setzen: 


-_ {s 1: Divergenz 
lim n lg — =. 
G inti (> 1: Convergenz 

und wurde thatsiichlich in dieser Form von Schlémilch aufgestellt. 
Dieses Kriterium — welches genau dieselbe Tragweite, wie das 
RKaabe’sche besitzt*) — steht, wie es bisher wohl den Anschein 
hatte, keineswegs isolirt da, gehért vielmehr, wie sich hier ergiebt, 
einem ganz allgemeinen Typus und innerhalb desselben der speciellen 
Scala (O, 2) an, deren weitere Glieder in Bezug auf ihre Tragweite 
den Bertrand'schen Kriterien der Scala (L, 2) iiquivalent sind. *) 


*) Val. hieriiber den folgenden Paragraphen. 
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Das in (M) enthaltene Convergenzkriterium lisst sich schliesslich 
noch in der Weise verallgemeinern, dass es als ein Parallelkriterium 
zu dem Kummer’schen erscheint. Da nimlich mit der Reihe 


Ps C;* offenbar auch die mit dem allgemeinen Gliede 


oC fier’ wo: Mra em M, = =", Q - 0 
convergirt, so ergiebt sich fiir die Reihe der a,: 


a. C 9 ntl 
Convergenz, wenn: ——??— > —*#! gf Pote— So4) 








Gy 4 ppt C, 
do hez Ste eH 

C4 1% pp4t 

also, wenn man logarithmirt und zur Grenze iibergeht: 
: Cy Onty 

(34) lim C.41 lg ~-——""— > e > 0. 

n-+1 n-pp+1 
Durch Combination dieses Convergenzkriteriums mit dem in (M) ent- 
haltenen ergiebt sich — wenn g(v) wieder eine beliebige positive 


Function bedeutet: 
Die Reihe > dy convergirt, wenn fiir irgend eine positive 
Grosse p(n) 


(P) lim 9(e + 1) lg 7 +? _ > 0 — 


P(M + 1) Oy nay 
ein Kriterium, dessen vollstiindige Analogie mit dem Kummer’ schen 
evident ist. — ‘ 


§ 8. 
Beziehungen der Kriterion zweiter Art unter einander und zu denjenigen 
erster Art. 


Wie bereits im Anschlusse an die Kriterien (0) bemerkt wurde, 
besitzen dieselben die niimliche Tragweite, wie die bekannten Kriterien 
zweiter Art der Skala (L). Um die allgemeinste, dieser Behauptung 
zu Grunde liegende Beziehung zu eruiren, betrachte ich die Grenz- 
werthe der beiden Ausdriicke: 


“y4p 
Uy, = —(v) a, nr p(v + 1), 
(35) . as 
vw = p(y + 1) lg 


ich err 


Hierbei soll g(v) wesentlich positiv und lim p(n) entweder als endlich 
und bestimmt oder als unendlich gross angenommen werden (die Fille: 











i 
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lim p(n) = 0 oder unbestimmt — ‘bieten kein besonderes Interesse). 
Da man im ersten dieser beiden Fille ohne Beschriinkung der All- 
gemeinheit offenbar lim m(n) = 1 annehmen darf, so wird bei dieser 
Annahme: 


Lima tty = Tim (— "et — 1), 


a, 

(36) ras 

lim v, = lim lg = Sete m 

ya ptt 

d. h. 

lim vn = lim lg(1 + u,), 
(37) a si 

lim vu, = lim (c a 1), 


woraus ohne Weiteres erkannt wird, dass in diesem Falle lim «, und 
lim v, stets gleiches Vorzeichen besitzen, bezw. gleichzeitig verschwinden 
oder unbestimmt werden. 

Sei jetzt zweitens lim p(n) = oo, so mégen — um gleich den 
allgemeinsten Fall in’s Auge zu fassen — A und B die Unbestimmtheits- 
grenzen von lim uv, bedeuten. Alsdann muss sich zu einer beliebig 
klein anzunehmenden Grésse ¢ > 0 eine positive ganze Zahl m be- 
stimmen lassen, dergestalt dass fiir v > m: 





A—e< ov)" — g(v+1)<Bte 
und daher: 


pv) a 
ivan Aeureilamealiils 


Bre 
< py + 1) g(t + S445): 
Da nun eT fir —1<2< oo: 
17 <lIg(l+e)<e (§ 2, Formel .(c)) 


und v jedenfalls so gross ee werden kann, dass im Falle 
A— 





eines negativen A: rics , so hat man: 








(38) bea 

+ oe +1) 
Der erste Ausdruck convergirt fiir »v = oo gegen den Werth A — ¢, 
und da ¢ von vornherein beliebig klein gemacht werden kann, so er- 


giebt sich schliesslich : 
A<lim»v, < B, 


d. h. das Unbest.-Intervall von lim v, ist mit demjenigen von lim v, 
identisch oder fallt in dasselbe hinein. 
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Es habe nun umgekehrt lim v, die Unbest.-Grenzen A und B, 
so kann man analog fiir »v > m setzen: 
9(¥) a4, 


A—e< o(v+1)lg Fea. <Bts 


also: 


A-—s 
p(y + 1) Leora} < p(v) rte 
Qt ptt 
j ate 
d — p(v+1)< ot) err —] 
und wegen: 


s<ce—1<—* (—1<2<+1) (§ 2, Formel (a)), 


um so mehr: 


A—ée<uy< "54 —— 


oe +1) 
d. h. schliesslich wiederum: 


A<limu, < B, 


in Worten: Das Unbest.-Intervall von lim «, ist mit demjenigen von 
lim v, identisch oder fillt in dasselbe hinein. 

Aus der Zusammenfassung beider Resultate folgt mit Nothwendig- 
keit, dass lim «, und lim v, stets die gleichen Unbest.-Grenzen haben 
miissen. Ist nun insbesondere A = B d. h. besitzt einer der Ausdriicke 
lim «,, lim v, einen bestimmten Grenzwerth (einschl. Null), so hat der 
andere denselben Werth. — Auch ist ohne Weiteres zu ersehen, dass 
diese Resultate noch giiltig bleiben, wenn eine oder beide Unbest.- 
Grenzen in’s Unendliche riickt, etwa A ——oo, B=-+ oo, oder 
wenn A = B=-++- oo wird. 

Hieraus erkennt man aber, dass unter der Voraussetzung eines 
unendlich grossen lim m(v) das Kummer’sche Convergenzkriterium 
und das am Schlusse des vorigen Paragraphen abgeleitete Kriterium 
(P) ganz gleiche Resultate liefern, Und es gilt fiir lim. D, = co — 


das niimliche von den disjunctiven Kriterien: 


. G4» 

lim (D. we Dass) $0, 

lim Dey le —eatnte <0 
_ Dyan p4a , 


(insbesondere also auch von den Raabe-Bertrand’schen Kriterien 
(L) und den Kriterien der Skala (0)). 

Um nun auch noch die Tragweite der disjunctiven Kriterien zeoeiter 
Art mit derjenigen der entsprechenden erster Art 2u vergleichen, geniigt 
es — infolge des eben gefundenen Resultates — eine der beiden auf- 
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gestellten Hauptformen der Kriterien zweiter Art in Betracht zu ziehen. 
Ich wiihle die zweite, oben mit v, bezeichnete Form*), ersetze jedoch 
hierbei g(”) von vornherein durch D,, weil solche g(v), fiir welche 


Pa (v)~-? convergirt, — wie die betreffende Entwicklung lehrt — 
kein bemerkenswerthes Resultat geben. Sei also 





D,, 
(40) ss Dass lg D Sle 
1 1 
und andererseits: ee 
1 
ie) 5 Dit, 
(41) ty —_Datnte | (Gi. (BE), § 5). 


Se 
0 


Werden dann die Unbest.-Grenzen von lim v, wieder mit A und 
B bezeichnet, so hat man, analog wie oben, fiir vy > m 


A—e<Duyilg Rotate < <B+e. 
ay p+l 
Substituirt man, nachdem man alles durch D,+, dividirt, fiir » der 
Reihe nach die Werthe m,m-—+1,-+-(m— 1) und addirt die resul- 
tirenden Ungleichungen, so wird: 


n D n 
(A — 8) SD < lg hn < (B+ 2) > Dr" 


nn-+p 


m--1 m+1 
und daher: 
vw _ a; 
4 v 
A & Ig D,,4 m-bp pi 
(4—3)- 58 <4. 4 < (B+ «) 2 _. 


+ D>" $ D;' > »;* 
7 0 


Da nun offenbar fiir » — oo 


so ergiebt sich wiederum: 
A <lim t, < B. 


Der Process, welcher zu dieser Bezichung fiihrte, ist nun aber — 
wie man sich leicht tiberzeugt — hier nicht umkehrbar. In Folge 
dessen kann man hier nur soviel schliessen, dass das Unbest.- Intervall 

*) Weil dieselbe mit dem zu vergleichenden Kriterium erster Art schon von 
vornherein etwas mehr formelle Aehnlichkeit hat. 
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von lim ¢, entweder in dasjenige von lim v, hineinfillt oder damit 
identisch ist. Daraus folgt, falls A und B gleiches Vorzeichen be- 
sitzen, dass lim?#, das nimliche Vorzeichen hat, und speciell fiir 
B=A, 4d. h. fir 


lim », = A 
auch 


lim t, = A 


wird (wobei A eventuell auch unendlich gross werden darf). Dagegen 
wire der umgekehrte Schluss hier nicht gestattet, d. h. es kann lim ¢, 
i einen bestimmten Grenzwerth haben, wiahrend lim v, oscillirt. 
Specialisirt man jetzt D, wiederum in der Weise, dass man zu- 
nichst D,=—1 setzt, so wird 
lim v, = lim lg ». = ‘ 
@ntp+l 





lg 
lim t, = lim — 





a, ‘ 1 
ate = lim lg —- 


n 
_ 


und man erhilt somit den bekannten Cauchy’schen Satz*), dass 


lim /an4p = lim wong 
n-rp 
wird, sobald der letztere dieser beiden Grenzwerthe existirt, d. h. endlich 
und bestimmt oder in bestimmter Weise unendlich gross ist. 
Betrachtet man ferner solche D,, fiir welche lim D, = oo, so 
wird, wenn man wiederum noch: 


Gn4p 
Ut, = Dy Cetptt —— Dn+ 


setzt, nach dem zuvor bewiesenen Satze, lim wu, und lim v, identisch, 
und es ergiebt sich daher das folgende Resultat: 


Liefern die Kriterien zweiter Art: 





lim u, = lim (D.- _ Dass 
Ont ptt 
oder : (lim D, = co) 
lim v, = lim Das: | (5) 
ian nti '6 Dap Gntp+s 


beziiglich der Reihe Pe a, eine Entscheidung oder ver- 


sagen sie in der Weise, dass der Grenzwerth Null cum 


*) Analyse algébr. p. 53. 
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Vorschein kommt, so gilt das Gleiche von dem Kriterium 
erster Art: 


lim ¢, = lim 





We (Ditnty)-' 
n 


0 
Dagegen kann lim t, eine bestimmte Entscheidung liefern, 
wenn lim U», lim v, durch das Auftreten unbestimmter Grenz- 
werthe versagen.*) 


Substituirt man in den Ausdrticken u,, v,, ¢, an Stelle von D,: 
D,L.(My4:) wo: Do’ =Myi—M, =x«*=—0,1,2,--- 
so midge gesetzt werden: 


(42) ue = Dy Le(Mu4s) ®#— — Days L(Mu4s), 
n+p+1 


D,, L,, (M41) 
= Do, ba 6 -ee e 
™ °n si ( +8) a Dy Ly (Maye) Ontp4i 





(44) t!*) axe js (Dy Le (Muss): Gnip) 
P (D, L, (M,41) 2 


*) Hieraus kann man noch den folgenden Schluss ziehen: Ist 
lim wv, = lim v, = lim t, = — e, 


d. h. wesentlich negativ, so hat man von einem best. » ab: 


Dip =e 


und daher: 


lim Dy Gy p = , 


Ebenso ergiebt sich, falls: 
lim u, = lim v, = limt, = +e, 


— en > 05" 


Da Gqip =e . 
und daher: 


lim D, G1» = 0. 
(Vgl. Du Bois Reymond a. a. O. p. 68, Art. VII), 


Mathomatische Annalen. XXXYV. 25 
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(wobei in dem letzten Ausdrucke die Summationsgrenze h so zu wihlen 
ist, dass L,(M,+:) reell und positiv wird). Alsdann findet offenbar 
zwischen den Grenzwerthen dieser drei Ausdriicke genau dieselbe Be- 
ziehung statt, wie zwischen denjenigen Von tn, Un, tn. 

Um noch den Nenner von ¢”) fiir n =o umzuformen, fiihre ich 
fiir M, wieder die Bedingung ein: . 

Mass ~ M,, 

(vermége deren man iibrigens auch in lim v*) den Factor L(M,42) 
durch L(M,4:) ersetzen kann). Da alsdann nach Formel (f) des § 2: 


M,,,, — M, 
Igxt1 Mays —- IgxpiM, co “Tey dh. (D, L, (Mn+), 


so kann man setzen fiir v > m 
(D, L, (M,.1)) Pe —_ a, (Igx+s My 41 —_ Igeyt M,), 


wo m so fixirt werden kann, dass #, beliebig wenig von der Einheit 
abweicht. Hieraus folgt durch Substitution von v = m, (m-+-1),... 
und Summation: 


> (Dr Le(Moys))* = # (gers Mags — Mert Mn), 
wo @ einen Mittelwerth aus ®,, Onii,... %, bezeichnet, welcher 
gleichfalls beliebig wenig von 1 verschieden sein muss. Mithin erhiilt 
man fiir m = oo, wenn man noch links die endliche Summe von h bis 
m — 1 hinzufiigt und rechts das endliche Glied lg,;,M,, fortlisst: 


n 


> (Dr Le (Mets) 09 gets Mags 2 Igees Ma 


A 
In Folge dessen ergiebt sich schliesslich: 
\g (D,, q, (M,,-1) G4») 
Itt M+; 
Ig (D,, L, (M,,) Gaiy) 
Igx+i M,, 





(45) lim ¢)”) = lim 


= lim (x == O, 1, 2, ..-) 
in voller Uebereinstimmung mit der unter (I, 2), § 5 aufgestellten 
Form der Skala von disjunctiven Kriterien erster Art. 

Setzt man wieder M,— v — 1, so wird: 


a, 

—i?_ — L.(n + 1), 
Ont p+t 

L,,(m) + 4,4, 


2 (m+ 1) Qnty 


we) == x(n) -- 


ol”) = L,(n) - lg 5 











Ee 
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und es folgt aus dem bisher Gesagten, dass die Existenz eines Grenz- 
werthes fiir uw) oder v®) stets die des naimlichen Grenzwerthes fiir: 
1 (*) Oty) 


Ig iim 


ti”) 





nach sich zieht — aber nicht umgekehrt. Damit ist insbesondere die 
Beziehung zwischen den gewdhnlichen, disjunctiven, logarithmischen 
Kriterien erster und zweiter Art (den Cauchy-Bertrand’schen und 
den Raabe-Bertrand’schen) festgestellt. 


§ 9. 
Besondere Kriterien fiir Reihen mit niemals zunehmenden Gliedern. 


I. Die Kriterien dritter Art. 


Die bisher aufgestellten Kriterien gelten fiir Reihen mit ganz 
beliebigen positiven Gliedern. Zwar wurde im § 6 darauf aufmerksam 
gemacht, dass die Tragweite der gewéhnlichen logarithmischen und 
ihnlich gebildeter Kriterien sich thatsiichlich nur auf Reihen mit 
yim wesentlichen abnehmenden Gliedern erstreckt (worunter solche zu 
verstehen waren, bei denen die Schwankungen in der Ab- und Zu- 
nahme der Glieder gewisse, verhiltnissmiissig enge Grenzen nicht 
iibersteigen), und das gilt auch, wie aus den Betrachtungen des vorigen 
Paragraphen hervorgeht, in noch erhéhtem Masse von den Kriterien 
zweiter Art. Dies liegt aber keineswegs in der Form der allgemeinen 
Kriterien — wie ja auch ausdriicklich gezeigt werden konnte, dass 


fiir jede Reihe B 4 a, brauchbare Kriterien erster und zweiter Art 


existiren — vielmehr in dem Umstande, dass man beziiglich der Wahl 
von analytisch durchforschten und rechnerisch hinliinglich brauchbaren 
Functionen M, auf ein verhiltnissmiissig ‘usserst enges Gebiet an- 
gewiesen ist. Die betreffenden Functionen M, — wie v selbst, e’, lgv — 
sind dann stets von einer so ausserordentlich tiefgehenden Gesete- 
missigkeit*), dass auch die daraus gebildeten D, bezw. C, monoton 
ausfallen und demgemiiss Kriterien liefern, welche nur fiir Reihen mit 
im wesentlichen monotonen“ Gliedern brauchbar sind. 

Von den hisher betrachteten Kriterien principiell verschieden sind 
jedoch diejenigen, zu deren Aufstellung ich mich jetzt wende, und 
welche sich nach Herleitung und Form ausschliesslich auf Reihen mit 
monoton variirenden Gliedern beziehen. Offenbar wird es sich hierbei 
aber — da Reihen mit niemals abnehmenden Gliedern ohne Weiteres 


*) Dieselbe driickt sich analytisch darin aus, dass auch die sémmtlichen 
Differenzen bezw. Differentialquotienten dieser Functionen wiederum monoton sind. 
25* 
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als divergent erkanut werden — ausschliesslich um solche mit niemals 
zunehmenden Gliedern handeln. 

Besitzt nun eine Reihe dieser Kategorie die Kigenschaft, dass ent- 
weder die Differenzen zweier consecutiver Glieder oder diejenigen ihrer 
reciproken Werthe sich in einfacherer Form darstellen als die Glieder 
selbst, so wird es — geradeso wie die Priifung von Reihen mit relativ 
einfach gebildeten Gliederguotienten die Bildung der Kriterien zweiter 
Art veranlasste — nahe liegen, Kriterien ,,dritter Art“ zu bilden, die 
wesentlich von dem Grenzwerthe der Differenz a, — a,41 oder eH an’ 
abhingen. 

Zuniichst erkennt man freilich, dass man aus Beziehungen der 
Form: 
< d, alte dy415 


Ril cai les (v > m) 


welche also aussagen, dass die Glieder a, von einer bestimmten Stelle 
ab nicht stirker bezw. nicht schwicher abnehmen als diejenigen einer 
gewissen divergenten bezw. convergenten Reihe, im allgemeinen nicht — 
wie aus den entsprechenden Beziehungen zwischen Gliederquotienten — 


die Divergenz bezw. Convergenz von > a, erschliessen kann *), ausser 


wenn von vornherein feststeht, dass schon dni» > dm bezw. Gn4p < Cm: 

Immerhin lassen sich Kriterien, welche auf der Beschaffenheit von 

lim (@_ — @n4:) beruhen, durch folgende einfache Betrachtung ableiten. 
Man hat identisch: 


n—1 


n 
>; Ay = Ay + DY v (dy — Apt) + Gn 
1 


0 
und hieraus erkennt man erstens, dass a a, sicher divergirt, wenn 
P4 v (ad, — dy41) divergirt; dafiir ist aber hinreichend, dass: 
(Q, 1) lim 2D, (@n — Gn41) > 9. 
Zweitens ergiebt sich, dass 4 ay convergirt, wenn: 
lim na, = 0 


ist (eine Bedingung, welche in der That fiir die Convergenz einer 


*) Die Differenzen a,,,—a,,,,, bestimmen die absolute, die Quotienten 





die relative Abnahme der Glieder, Durch die ersteren, von irgend einer 


Gy44 

bestimmten Stelle » = m an genommen, sind die einzelnen Glieder selbst bis auf 
eine additive, durch die letzteren bis auf eine multiplicative Constante bestimmt: 
die erstere ist aber auf die Divergenz bezw. Convergenz der Reihe von wesent- 
lichem Einflusse, die letztere nicht. 











NT Os 
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Reihe mit niemals zunehmenden Gliedern als nothwendig erkannt 
wurde — s. § 6) und ausserdem yo v(dy— 4,41) convergirt, wenn also: 
(Q, 2) lim C, (@n — Gn4yi) < G. 

Die auf diese Weise sich ergebenden Kriterien dritter Art sind 
also identisch mit den Kriterien erster Art fiir P v (dy — dy41) und 
bieten somit nichts wesentlich Neues, 

Anders gestaltet sich die Sache, wenn man statt der Differenzen der 
Reihenglieder a, diejenigen der reciproken Werthe a,' =A, in Be- 
tracht zieht. Hier lisst sich in der That aus dem Bestehen der Un- 
gleichungen: 


< G(D,1 — D,), 
(46) Antp+t — Avtp 1S oe 


?1> 9(Gu —a), %=™) 


stets auf die Divergenz bezw. Convergenz von > A;' schliessen. 


Man erhiilt némlich durch Substitution von v=m, m-+-1,-- -, (n—1) 
und Addition: 
< GD, — Dn), 


Antp — Ant {5 g (Cr = Cn), 





oder: 
1 1 bs a bors 
> G@°D,-a” wo: A =a D.., 
Ans, 1 1 A, 
4 —_e > ae. oma: 
< 7° Cae wo: B ; C.. 


Hieraus folgt dann aber, da A, B feste endliche Constanten bedeuten, 
ohne Weiteres die Divergenz bezw. Convergenz von Zz a". 


Nimmt man statt der Ungleichungen (46) wieder diejenigen zwischen 
den betreffenden Grenzwerthen, so erhilt man als Fundamentalform 
fiir die gesuchten Kriterien dritter Art die Beziehungen: 


(1) lim te <G d.h. nicht co: Divergenz. 

(R) ‘ n+1 io n 
(2) lim stot! ane ott >g ah. nicht Null: Convergenz. 

n+l n 
Die D, und C, kénnen hierbei wiederum ganz beliebig gewiihlt 
werden, und zwar wird man offenbar um so wirksamere Kriterien er- 
halten, je schneller die Differenz D,,, — D, bezw. je langsamer die 
Differenz Ci, — C, mit v wiichst. Es erscheint nun wiederum an- 
gemessen bei der Aufstellung eines Anfangskriteriums die D, von 
vornherein in gewisser Weise einzuschrinken: es sollen demgemiiss 
die D, mit v in’s Unendliche wachsen und zwar so, dass D,,, — D, 
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stets tiber einer endlichen Grenze bleibt. Wiahlt man sodann fir D, 
die Form: 


M, M. —1 
nee te 
so folgt aus lim D, = oo fiir die M, die Bedingung: 
Mass ia) M,,. 
Setzt man alsdann: 
1 hi Q 
G= x.- = D,- M; (@ > 9), 


so lisst sich zuniichst zeigen, dass man die im Convergenzkriterium 
(R) auftretenden Differenzen C,4,—C, = DyiiM8,,— D, M$ durch die 
einfachere (Di: — D») ME ersetzen kann. 
Man hat naumlich: 
Cr41 — C, = Drs ME, — D, ME 
= MSs (Dri — D,) + D, (ME, — MS) 











oder: 
(= MM, )' -— 
Cri — & oa (Aa)' mn 1 ; M, 
(D,,, — D,) Me Dua — D, Mss 

M, 

und daher: 

ee , 

lim _. as lim es 
(Pass — D,) M$ + ° Dass a D, 


d. h. endlich und von Null verschieden. 


Man kaun daher das Convergenzkriterium (K) jetzt folgendermassen 
schreiben : 


A —A 
(R, 3) lim —*tet* _ste 


(Duy D,) M @ 29: Convergens. 


Um aus (R) eine tste von derartigen Kriterien abzuleiten, wird 
man nach dem friiher Gesagten D,, C, etwa ersetzen durch: 








» _ MA ao 
De® = = D,A, (ML), 
M,) lg? M, 
Of" = = a Di = Dy Nx (My) IgM (9 > 9), 
v+1 


wo 
A,(v) =lg,"-lg,a---Ig,a (x= 1,2,3,---). 
Dabei lassen sich nun die in den betreffenden Kriterien zunichst 
auftretenden Differenzen 
De, — D® bezw. cS, — &” 
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durch die einfacheren 
(Dujs — Dn) Ax(My) beaw. (Days — Dn) Ax(M,) log M, 
ersetzen, Es ist namlich: Y 
Dh — DY? = Dyyids (Migs) — DyAx(M,) 
= Nu( Mis) {Dro — Dy} + Dy {Nx ( Mas) — Ax(JL,)} 











also: 
47 D®&, = = A, (M41) + i pi 
(47) (Digi—D,) Ay (M,) A) Dip, * 
wo: 
fe 
' M,) 
ee D, be \. -1(M,) } 
A, (4,) 
4g. Mect(M) Dy {ite B44) — We (Ah) 
A, (M,) 
Ig, M44 (x—1) Ig, M, “v1 Ig, M, 
i ig, 7 Py + D,— — © 


Da aber nach Formel (h) des § 2: 





os M, 1 
Ige Miss = lg x M,  - 1 (it, ) d. h. ~\ D,A,_. a,) 
und daher: 
] M. - lg M, 
(48) lim D, - Bx" “, Bx —= lim KG =s Q, 
so wird: 


) (x—l) 
P™ w PY”. 
Nun ist insbesondere: 


M, (lg M ~ lg M,) 1 
(1) n a+l n (i 
Py’ = (My, - M,) ig M, (ae) ig M, = 0 

also allgemein: 

lim Py” = 0 
und man findet somit aus Gl. (47) 

DY, D 
(49) lim op Dy VA, (i, = |. 


Um die analoge Umformung fiir C,4: — C, durchzufiihren hat 
man zunichst: 
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Aid —O%= DY, Igk fy 4-1 — By luo M, 


= le Mo41{ Dis — Dy} + Dy? {igh M4. -- lek M$ 
und somit: 








“ of, - o) — (18s My ’ De, — D® 
cs (Dygi—D,) A, (M, ) gs M, Ig, M, (Dy41—D,) Ax (4,) 
Dy ah Mg — MM, 
Dy 44 — D, lg? M, 
Da nun aber: 
Ig, M41 
—— ‘9 
p,. ee Mets — lee My fy. 18x Mgi— 18x M, (7 gnM, ) “ 
| a Vc i ieee 


“ig, M, 


ist, und der erste Factor dieses Ausdruckes nach Gl. (49) fiir v = co 
verschwindet, wihrend der zweite offenbar den Grenzwerth @ besitzt, 
so folgt aus Gl. (50) mit Beriicksichtigung von Gl. (49): 

0”. o*) 


Sn =" ‘ 
” im Dg, —D,)A,(M,) ee, | 


und es nehmen jetzt die fraglichen Kriterion mit Hiilfe von Gl. (49) : 
und (51) die folgende Form an: 
A 
i nte-tt — Antp > De s 
lim - ' Dns — Dz) hy ( My <G: Divergenz, 


@) Ant ~ Ant, 
° n “n-bp .] 2 
lim —— (Das —D,)A, (,) la ML 29 Convergene . 

Man kann schliesslich an Stelle a Kriterienpaare (R) und (R’) 
auch wieder disjunctive Kriterien bilden. Die Divergenskriterien gelten 
namlich a fortiori, wenn man dem Nenner den Factor M$ bezw. lg? (M,) 
hinzufiigt, sobald @<0O genommen wird. Hierdurch werden die 
betreffenden Ausdriicke wiederum mit den entsprechenden fiir die Con- 
vergenz gleichlautend und man erhilt, wenn man, um g zu isoliren, 
logarithmirt und beachtet, dass @ beliebig klein genommen werden 
darf, aus (R, 1), (R, 3): 








Ig Antpp A n+p 0: Di . 
(8) lim Papa — Da »_§< ential 
IgM, > 0: Convergenz 
und aus (R’) 
ig sates” » xt 
8) lim (Daa — Du) Ng (AL) e 0: Divergenz, 
= i > 0: Convergene. 
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Die obigen Kriterien gestalten sich wieder am einfachsten, wenn man 
setzt: M, =v, also auch D,=v. Alsdann ergiebt sich aus (R) 
und (R’) 


lim (An+tp+1 —_ An+p) < G: Divergenz, 


(T) — ee 

lim —*tet — —“tr >g: Convergenz; 

A —A 
lim —“tett __atp << G: Divergenz 
A, (™) om 

(T") 

. A, p+1 A+» Y 

lim —*—__“="_ >g: Convergenz; 


A, (n) leSn 
desgleichen aus (S) und (S’): 


lim Tg (Arpt — Andy) i 0: Divergenz, 


Ign >0: Convergenz; 
(U) lg Avtott — Ante 
lim Ae) <0: Divergene, 
im —-— gam = ~——s« > 0: )« Convergenz. 


Ich will schliesslich zeigen, dass fiir solche Reihen, deren Glieder 
A>" von irgend einer Stelle ab bestindig abnehmen (mit Ausschluss 
der Gleichheit zweier oder mehrerer consecutiver Glieder) und fiir 
vy == co verschwinden, sich noch eine andere allgemeine Form von 
Kriterien dritter Art durch die folgende einfache Betrachtung ab- 
leiten lasst, 

Da unter der gemachten Voraussetzung die A, genau den Cha- 
rakter der friiheren M, besitzen, so kann man offenbar setzen: 


D, = C0. n= Ay a 
A,,,— A,’ m Ay, — A, 
und 
D” eae A, A, (A,) c.) a Ay41 A, (A,) Ige A, 
Aysy ai A, : . Avs) —A, 


Da sich nun fiir die Reihe ery ergiebt: 
Divergenz, wenn: lim D,- Ax'>h 


A, 
7S, 





oder anders geschrieben: lim 
Convergenz, wenn: lim C, + Axi; < H 


A 
oder anders geschrieben: lim Gr2 I: 
n 
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so erhilt man hieraus die folgenden Kriterienpaare: 
lim (Anzi1— An) SG: Divergenz, 


A —A 
(V, 1) lim -" =. >g: Convergenz; 
A —A 
lim R,(a * <G: Divergenz, 
(V, 2) 7 
li tt" _>g: Convergenz, 
A, (A,,) Ig? A, a 
sowie auch — mit Hiilfe der mehrfach beniitzten Methode die dis- 


junctiven Kriterien: 








lim Ig (A,4,—4,) (<0: Divergenz, 
Ig A, > 0: Convergenz; 
(W) n-+1 A, 
: Ig A, A, <0: Divergenz, 
Re eer . 
Sri A, > 0: Convergenz. 


§ 10. 
Besondere Kriterien fiir Reihen mit niemals zunehmenden Gliedern. 


Il. Die erweiterten Kriterien zweiter Art. 
Setzt man > a, = F(m), so lautet das Cauchy’sche Fundamen- 
0 
talkriterium zweiter Art: 


. P a : P - : j 
lim gy = lim —"*'. = lim at I En > Se, 
a, Bn) — F\m—1) 1 < 1: Convergene. 


Da nun bei einer Reihe mit niemals zunehmenden Gliedern der 
obige Grenzwerth stets nur <1 sein kann, so kommt derselbe als 
Divergenzkriterium hier tiberhaupt nicht in Betracht; und er versagt 
auch als Convergenzkriterium, sobald er = 1 oder unbestimmt mit der 
oberen Grenze 1 wird. Von dem einzigen Falle abgesehen, wo 
lim - at <1 ist, kann man also sagen, dass der Quotient zweier 


consecutiver Terme das Abnahmegesetz der Reihenglieder nicht mit 
geniigender Deutlichkeit zum Ausdrucke bringt, um daraus die Be- 
schaffenheit der Reihe erschliessen zu kénnen. Es liegt nun nahe, 
zur Erledigung der fraglich bleibenden Fiille ,,erweiterte Kriterien zweiter 
Art** in der Weise zu bilden, dass man statt des Quotienten zweier 
consecutiver, denjenigen zweier beliebig weit von einander entfernter 
Glieder oder auch denjenigen zweier passend gewiihlter Gliedergruppen 
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in Betracht zieht. Denn ein Quotient von der ersteren Art bringt 
vermdge der Relation: 


Gute Suto, Suto | Set 
a, Grtp-1 %+tp—e2 a, 

das fragliche Abnahmeverhiiltniss gleichsam in verstiirktem Maasse 
zum Ausdruck, ein solcher der Jetzteren Art giebt eine Art Durch- 
schnittsmaass fiir die Gliederabnahme:*) beide Arten von Ausdriicken 
stehen iibrigens, wie die weitere Betrachtung lehren wird, in sehr 
nahem Zusammenhange. Als Ausgangspunkt mag hierbei der Quotient 
zweier Gliedergruppen dienen, wie er offenbar erhalten wird, wenn 
man nach Analogie von gq, bildet: 


9g, =F (Mess) — FU) 
= Fm) — Fm) 
wo M,, m, ganzzahlige, positive, monotone Functionen der ganzen 
Zahl v mit dem Grenzwerthe oo bedeuten und M, > m, sein soll. 
Von diesem Quotienten lisst sich mit Leichtigkeit beweisen, dass die 
Beziehung lim Qu 21 in analoger Weise wie bei lim g, Divergenz 
und Convergenz der Reihe > anzeigt. 


Um indessen fiir die Auswahl der Functionen M,, m, einen 
grésseren Spielraum zu gewinnen, erscheint es angemessen, dieselben 
von der EKinschrinkung der Ganzzahligkeit zu befreien und hierzu ist 
vor allem néthig die Bedeutung der Function F(x), welche nur fiir 
ganzzahlige Argumente definirt ist, entsprechend zu erweitern**), oder 
aber dieselbe durch eine andere geeignete Function zu ersetzen. 








*) Man kann leicht nachweisen, dass bei einer divergenten bezw. convergen- 
ten Reihe die Glieder sich geradezu immer so in Gruppen zusammenfassen lassen, 
dass der fragliche Quotient bestiindig > 1, bezw. <1 wird, (Beziiglich der con- 
vergenten Reihen vergl. Weyr, Deux Remarques relatives aux Séries — Teixeira, 
Jornal T. VIII, p. 97.) 

**) Mav kénnte z. B. setzen: 

F(x) = F({a]) + {2 —[a]} f((@+1)) 
sodass F(x) mit x stetig und monoton zunehmend sich iindert, Fiir diese erweiterte 
Definition von F(a) tolgt dann — genau wie fiir die im ‘Texte behandelte Func- 
tion (a), dass die Beziechung: 
F (Mss) — FM) >, 
F(m,4,) — F(m,) 
die Divergenz bezw. Convergenz von 3)f(v) nach sich zieht. Und dieses Kriterium 
lisst sich sodann mit Hiilfe der fiir y >a geltenden, unmittelbar als richtig zu 
erkennenden Ungleichungen: 


lim - 


ay {oY * Aly +), 
ya) f(le+1)) 


auf eine von dem Hauptkriterium (X) nicht wesentlich verschiedene Form bringen, 


Fy) -¥F 
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Ich wihle den letzteren Weg und verfahre in folgender Weise: 
Es sei f(x) eine positive, stetige mit wachsendem x monoton ab- 
nehmende Function der positiven Variablen 2 von der Beschaffenheit, 
dass fiir «=v (d. h. gleich einer positiven ganzen Zahl) f(v) = a, 
wird. Eine solche kann man — wenn a, = f(v) nicht von vornherein 
so gegeben ist, dass f(z) die genannten Kigenschaften besitzt, durch 
Interpolation stets herstellen, am einfachsten, indem man setzt: 


f(%) = f(z) + (@ — [e]) {f(l@+1)) — F([x))}. 

Denkt man sich sodann die Curve y = f(z) in einem rechtwinkligen 
Coordinatensystem verzeichnet, so mége mit ®() der Inhalt desjenigen 
Flachenstiickes bezeichnet werden, welcher begrenzt wird von den 
beiden Axen, der Ordinate f(x) und dem Bogen der Curve y = f(z).*) 

Andererseits kann man /(v) =/(v)-1 auffassen als Inhalt eines 
Rechtecks mit der Grundlinie 1 und der Héhe f(v); und zwar wird 
dasselbe, je nachdem man es von der Ordinate f(v) aus nach links 
oder nach rechts construirt denkt, ganz innerhalb der Fliiche ® liegen 
oder dieselbe iiberschneiden. Hieraus ergiebt sich, wenn man v solcher 
Rechtecke von der einen, wie von der anderen Art addirt die Un- 
gleichung: 
(52) F(v+1) — f(0) < (+41) < Fv) 
und es wird daher ®(n) fiir m =o, also auch allgemein (x) fiir 
> == CO (wegen : M([a%]) < O(2) < O([a+ 1})) — mit F (coc) stets 
gleichzeitig wnendlich gross oder endlich und bestimmt, sodass mit 
anderen Worten >'/(v) divergirt oder convergirt, je nachdem (oo) =co 


wird oder nicht. Ich betrachte nun an Stelle der oben mit Q, be- 
zeichneten Quotienten den folgenden ahnlich gebildeten: 
® (M,.,) — 9(M,) 
(3) 900) — Shasta 
(™2+n) (™z) 
wo h eine beliebige positive Grésse, M, und m, positive monotone 
Functionen von x mit dem Grenzwerthe oo bedeuten, und zwar soll 
von einer bestimmten Stelle « ab stets M, > m, sein (was nicht 


*) Die Function (a) ist natiirlich, rein analytisch, nichts anderes als das 
x 


bestimmte integra [708 dé. Es kommt aber von dem Integralbegriffe, der hier 
) 


in der denkbar einfachsten Form auftritt, insofern f(x) als positive, stetige, mono- 
ton abnehmende Function definirt ist, nichts weiter in Frage als dessen Existenz, 
welche ja mit der Existenz einer bestimmten Maasszahl (a) fiir das betreffende 
Flachenstiick identisch ist, Diese kann man aber, ohne eigentlich den Boden der 
sog. algebraischen Analysis zu verlassen, vollstiindig streng begriinden. 
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ausschliesst, dass fiir 2 = oo auch M, Oo m, werden darf), Alsdann 
lisst sich zeigen: 


Die Reihe >'f(v) 
divergirt 


(54) 
convergirt 


: >1 
wenn lim (x 4 
tim (2) {> 


Beweis. Es sei zunichst lim g(x) > 1, so lisst sich ein be- 
stimmter Werth & fixiren, derart dass fiir 2 > & 


g(x) >1-+ ¢, wo « angebbar positiv — 
oder, wenn man fiir g(x) seinen Werth aus Gl. (53) einsetzt: 
(Mz 4s) — (Mz) > (1-8) (© (mays) — O(m,)}. 


Setzt man fiir 2 der Reihe nach die Werthe &, €+h,...,E+(n—I1)h 
und summirt, so kommt: 


(Msn) — O(Mg) > (1 +8) {P(mgynn) — O(me) } 
oder auch: 

® (Meina) —® (Mg) > : (Mz) — O(me) 

eds oly 1 be es = 
® (mesma) — OM) = +2 + O (me4 nn) =e tity | 
>l+e 

(da wegen M: > m; auch &( Ms) > O(mg) und andererseits m so gross 
genommen werden kann, dass: ®(me4»,) > ®(M:), sodass also das 


zweite Glied rechts wesentlich positiv ausfiillt). Daraus folgt, dass 
fiir m = oo auch: 


sm etna) — (A) 
BD“ (Mepna) = O (Y= bE 
Wiire nun (0c) endlich und bestimmt, so miisste deren Quotient 
nothwendigerweise den Grenzwerth 1 haben. Daraus folgt, dass 
(co) == oo sein muss, d. h. dass >'f (v) divergirt. 
Sei nun zweitens lim g(x) < 1, so kann man fiir # >& setzen 
p(x) <1— 9, wo d ein pos. iichter Bruch — 
O(Mz+1) — O(Mz) S (1—4) {O(me4n) — O( mz) } 
und daher, analog wie oben: 
(Ms4ar) — (Mz) < (1 — 8) {© (mgyaa) — © (m3)} 
oder schliesslich : 


(Meta) — OM) 04 (=) — 9). 
O(me4 44) — (Ms) ~4 (I 9) {} si ® (™e4nn) — ® (M:) 


also: 
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A. ParinesHerm. 
Wire nun (co) = oo, so wiirde fiir ~ = oo sich ergeben: 
© (Mernn) — © (Me) 

: <1i-—dé 
© (mE inn) — OCA) = 
was unmoglich ist, da dieser Quotient wegen Mein, > mein, jedenfalls 
=> 1 sein muss. Mithin muss ®(00) endlich und bestimmt sein, d. h. 
Df (v) ist convergent. — 


Um das im vorstehenden Satze enthaltene Divergenz- und Conver- 
genzkriterium (54) in eine fiir die wirkliche Anwendung brauchbare 
Form zu setzen, bemerke man, dass: 


> (Mata — Mz) - f(Me4s) 
< (Mey, — Mz) - f(Mz) 


lim 





(Mess) — (Mz) 
und ebenso: 


> (mrp, — Mz) - (M42) 


O(m41) — o(m.) {7 (Mein — Mz) - f (mz) 





folglich: 
(Mays ~ Mz): f(Maja) 
(55) (M,4,) — ©(M,) (Maga — Ms)“ F(me) 
O (m4 4) — P(m,) (Maza —M,)-f(M,) 


(ms — mz) “f (my44) 7 


Mit Beniitzung dieser Ungleichungen kann man jetzt die lediglich zur 
Ableitung der Relation (54) eingefihrte Hiilfsfunction © vollstiindig 
wieder eliminiren und erhiilt an Stelle von (54) das folgende erweiterte 
Hauptkriterium zweiter Art: 

wm Cet — Mn) (Mata) + Sines 
lim ~ (Mapa — M,) f(m,) -> 1: Dive genz 

im —(eta — Me) F (Mz) 

] Mata — Me) F (Me) : , 

tim (ggg = Ma) “Fy ,) < 1: Convergenz 


(X) (M, >m, 


Die Form dieser Ausdriicke vereinfacht sich nicht unerheblich, wenn 
man eine der Gréssen M,, m, durch x oder x — h ersetzt. 

Nimmt man zunichst in der ersten Ungleichung m, = 2, in der 
zweiten m, = x — h (also: m.,, =), so ergiebt sich: 


M,,,—M,)-f (mM. 
lim (Mota — Me) f (Mota) > 1: Divergene, (M,>2x), 
(X,1) h- f(@) 


M. —M,)-f(M 
lim (Mats i be) ut «) <1: Convergenz, (M,>x-—h). 
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Dabei kann man der Einfachheit halber offenbar in der zweiten Un- 
gleichung die Bedingung M, > a%—h durch die etwas engere M,> <x 
ersetzen. 

Setzt man sodann in der ersten der beiden Ungleichungen (X) 
M, = x — h (also: M,,, = 2), in der zweiten M, = x, so folgt: 





. h - f(a) . 

lim > 1: Divergenz, (m <x —h, 
m. — m,) -f(m 

lim <1: Convergenz, (mz < 2). 


(apa— Me) Fags) 
Auch hier kann man der Gleichférmigkeit halber die Bedingung 
Mm, < « —h der ersten Ungleichung durch die andere m, < x ersetzen, 


wie die folgende Ueberlegung zeigt. Fir m, = «—h geht niimlich 
die betreffende Ungleichung tiber in: 





d. h. es miisste f(a) von irgend einer Stelle x ab bestiindig zwnehmen, 
was ja hier ausgeschlossen ist. Das Gleiche gilt um so mehr, wenn 
man fiir m, Werthe zwischen x —h und 2 einsetzt. Mit anderen 
Worten: man kommt bei Reihen mit niemals zunehmenden Gliedern 
f{(v) tiberhaupt gar nicht in die Verlegenheit, fiir solche m, , welche dem 
Gebiete « —h<m, <x angehdren, die erste Ungleichung (X, 2) 
anzuwenden, da der betreffende Quotient dann unter allen Umstiinden 
<1 ausfillt. Aus diesem Grunde ist es aber auch vdllig irrelevant, 
wenn man mit Hinzufiigung dieses Werthegebietes die urspriingliche 
Bedingung m, < x —h in: m, < x umwandelt. 

Man kann schliesslich noch die in den obigen Kriterien vor- 
kommende positive Grésse h specialisiren, wobei es offenbar am niichsten 
liegt, A = 1 zu wihlen. Alsdann erhilt man: 














M4 — -f(M. 
lim (Mott = F(Mat1) > 1: Divergenz 
(Y,1) bial. jaa (M, >), 
lim ot! — “= (Me) <1: Convergenz 
f(«) 
und: 
lim —__—f@) _____>1: Divergene 
Pe hee) Reaataaa <2) 
G Mz w). 
ae lim —-— ____< 1: Convergene 
(Mops — M2 °F (M41) 





Dies sind im wesentlichen die Kriterien, welche Herr Kohn in einer 
ziemlich weitliufigen, dabei aber nicht ganz einwurfsfreien Weise 
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abgeleitet hat.*) Unter gewissen leicht zu eruirenden Bedingungen — 
welche fiir m, in der Regel, fiir M, nur ausnahmsweise erfillt zu 
sein pflegen — darf man in dem Convergenczkriterium (Y, 2) f(m.+:) 
durch f(m,), in dem Divergenzkriterium (Y, 1) f(Mi4:) durch f(M,) 
ersetzen:**) alsdann nehmen diese Kriterien disjunctive Form an, in 
der Weise dass die Ausdriicke: 


«(Mais — My) -f (Mz) : f(«) 

lim ~~ —— lim (mp —m,) Fm) 
Divergenz bezw. Convergenz anzeigen, je nachdem ihr Werth > 1 
bezw. < 1 ausfallt. 

Es giebt aber noch ein anderes Mittel, um aus den Kriterien (X) 
solche von disjunctiver Form zu erhalten: nimlich, indem man h 
gegen Null convergiren lasst. Dieser Grenziibergang ist offenbar 
gestattet, wenn die Differentialquotienten M;, mz existiren (d. h. end- 
lich und bestimmt sind oder in bestimmter Weise unendlich bezw. 
Null werden), und wenn sich ausserdem ein bestimmter Werth h’ 
angeben lisst, dergestalt dass fiir h<h' und fiir alle Werthe x >& 
die Quotienten 








M,,,— M. . m1, —m 
es =:M; und: oh > 
beliebig wenig von der Einheit abweichen — Bedingungen, die, wie 


man sich leicht tiberzeugi, bei den zumeist in Betracht kommenden 
1 


Functionen (a0. = pz, 2, p?(p>1); m= . , a? lg n) thatsiich- 
lich erfiillt sind. Man erhalt auf diese Weise: 


: Mz 











M! -f(M aga 
(4,1) lim 2 Fe) e 1: Divergenz, 
hs <1: Convergene; 
und: 
(2,2) lim ——f(%)__ J> 1: Divergenz, 
ms T(™s) |< 1: Convergene. 


*) Hoppe, Archiv der Mathematik Bd. 67, p. 63—95. Man vergl. insbes. 
p. 82 und 84, 
**) Die betreffenden Bedingungen lauten: 
m1, — m 
‘e-1 x < G 
M,., _ M, 
(d. h, unter einer endlichen Grenze). Fiir die niichstliegenden Functionen vom 
1 
Typus m, wie = x” (p>1), lg@ ist diese Bedingung offenbar erfiillt, Fir 
M,, desgleichen, wenn man z, B, setzt M,=—px; dagegen nicht mehr fiir 
M,,=«x" oder p*. 
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Dies sind die Kriterien des Herrn Ermakoff. Von den zwei 
Beweisen, welche Herr Ermakoff dafiir gegeben hat, ist der erste*) 
unzureichend, weil er auf einer unzulissigen Verwendung von Integralen 
mit unendlichen Grenzen beruht. Der zweite,**) welchen dieser Vor- 
wurf nicht trifft, basirt auf einem zwar sehr sinnreichen, aber, wie 
es mir scheinen will, etwas zu kiinstlichen Grundgedanken. Der hier 
gegebene Beweis diirfte, abgesehen von seiner grossen Kinfachheit, 
auch den Vorzug besitzen, dass er den Zusammenhang dieser Kriterien 
mit der gesammten Convergenztheorie deutlich hervortreten lisst. 

Die Méglichkeit aus einem Kriterium von der Form (X, 1), (Y, 1), 
(Z,1) — beaw. (X, 2), (Y, 2), (Z, 2) wirksamere Kriterien abzuleiten, 
wird, wie man leicht erkennt, im allgemeinen wieder dadurch erzielt, 
dass man an Stelle der urspriinglich gewihlten Functionen UM, bezw. 
m, stiirker bezw. schwiicher zunehmende einfiihrt. Indessen ergiebt 
sich dabei das merkwiirdige Resultat, dass die Einfihrung einer be- 
liebig oft iterirten Function von M, bezw. m, an Stelle von M, bezw. 
m, keine weitere Verbesserung des betreffenden Kriteriums hervor- 
bringt: man muss, um eine solche zu erzielen, gleich zu solchen 
Functionen greifen, welche stirker bezw. schwicher zunehmen, als 
jede beliebig oft iterirte Function von M, bezw. mz. 

Wihlt man specielle M, = e*, m, = lg x, so nehmen die Kriterien 
(Z, 1), (Z, 2) die fiir die praktische Anwendung iusserst brauchbare 
Form an: 


- ae ‘f(e*) > 1, 
(4,1) lim —“——— ae . 
- om @:t@) {>1, 
(u’,2) lim £2 2 * 


Dieselben beherrschen das ganze Gebiet der gewdhnlichen logarith- 
mischen Kriterien, d. h. sie reichen vollstiindig aus, um die Divergenz 


*) Darboux, Bulletin, T. II, p. 250. Der angefochtene Beweis liisst sich 
indessen zu einem brauchbaren umgestalten, wenn man sich dabei genau der- 
jenigen Schlussweise bedient, welche oben zur Begriindung des Kriteriums (54) 
bentitzt wurde. 

**) Niiml. Zeitschr., T. XVIII (2i¢me Sér. T. VII) p. 142. — Es werden dort 
villig aus dem Stegreif Reihen aufgestellt und mit Hiilfe von bestimmten Inte- 
gralen gepriift — welche mit den im § 6, Gl. (25)—(28) betrachteten die ausser- 
ordentlich schwache Divergenz bezw. Convergenz gemein haben und auch, wie 
jene, auf die Einfiihrung unendlich oft iterirter Functionen beruhen. Aus diesen 
werden dann vermittelst eines Kunstgriffes, welcher die iterirten Functionen aus 
dem Endausdrucke verschwinden macht, die Kriterien (Z, 2) abgeleitet, Dieselben 
gehen dann offenbar ohne weiteres in die Kriterien (Z, 1) tiber, wenn man die 
inverse Function von m, mit M,, bezeichnet. 
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bezw. Convergenz von ya, zu entscheiden, sobald fiir eine noch so 


gross anzunehmende, pos. ganze Zahl x: 
1 1 
On ®S L,@ bezw. dn &S Tw lege (9>0). 
Dagegen erstreckt sich ihre Wirksamkeit nicht mehr auf Reihen von 
so schwacher Divergenz bezw. Convergenz, wie die in § 6 betrachteten: 


> — > : ates 
L,, (») *, ; L,, (v)- xi te 


wo x, in der dort niaher angegebenen Weise mit v ins Unendliche 
wichst, Zugleich ergiebt sich aus dem oben gesagten, dass man zur 
Erzielung noch wirksamerer Kriterien als (Z’, 1), Z’, 2) fiir MZ, beaw. 
m, solehe Functionen einfiihren miisste, die schliesslich stiirker vezw. 
schwiicher ins Unendliche wachsen, wie jede beliebig oft iterirte 
Exponentialgrésse bezw. jeder beliebig oft iterirte Logarithmus. 


Miinchen, im Mai 1889. 








Ueber eine neue Darstellung der Resultante zweier Formen 
gleicher Ordnung. 


Von 


Wie Srant in Aachen. 


Fiir die Resultante zweier biniiren Formen n'* Ordnung ist die 
Bézout’sche Darstellung als Determinante von m* Elementen von 
grosser Bedeutung. Von nicht geringerer Wichtigkeit scheint eine 
andere Darstellung dieser Resultante als Determinante von (n — 1)* 
Elementen zu sein, welche ich in diesem Aufsatze angeben werde. 
In der Theorie der rationalen Curven spielt diese Determinante eine 
hervorragende Rolle. Ich werde hier zuniichst zwei Formen vierter 
Ordnung betrachten, um den Gedankengang klar zu legen und dann 
die Siitze fiir ein beliebiges n mittheilen. 


§ 1. 
I. Es seien gegeben die beiden Formen: 
(1) px (A) = A,At + BM + C,a? + Dya + FE, (k=1, 2); 
bei veriinderlichem uw ergiebt sich hieraus die Involution vierter Ordnung: 


9, (4) + wy, (A) = 0. 


Sollen 4 und a, Elemente einer Gruppe dieser Involution sein, so 
besteht die Gleichung: 


(4) P(A) — 

Pi(4y)  Po(A,) 

Nach Wegheben des Factors (A—A,) erhalten wir: 

(2a) 4,3 My (a) + 4,?.M, (a) + 4, M, (A) + M, (A) = 0, 

wenn: 

M, (4) =45(AB) +2? (AC) +4(AD) +(AE), 

M, (2) —=a3(AC)+42[(AD) +(BC)]+a[(4E)+(BD)]+(BE), 

M, (4) =43(AD)+-42[(A E) +(BD)]+4[(BE) +(CD)]+ (CE), 

M,(4)=4*(AE) + 2°(BE) +A(CE) +(DE), 
26* 


(2b) 
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wobei 


(AB) = A,B, — A,B, ete. 
ist. 

Haben die Gleichungen ,(4) = 0 und ,(4) = 0 eine gemein- 
schaftliche Wurzel 4, so ist A, unbestimmt und es ergiebt sich: 
(3) M, (A) oes M, (4) = M, (4) _— M, (A) =0. 

Aus diesen vier Gleichungen kénnen 4°, 4?, A, 1 eliminirt werden, 
wodurch die Bézout’sche Darstellung der Resultante von g, und g, 
erhalten wird. Wir werden die Elimination von A in etwas anderer 
Weise ausfiihren. 

In den drei Formen: 

(4) f(A) = a; + 40,4 + Ged? + 4d;45 + €,44, (i=1, 2, 3) 
seien drei linear unabhiingige zu den ,(A) conjugirte Formen gegeben, 
so dass: 
(5) A,a; — Bb; ot Che; — D,d; a Eye; = () 
fiir 

(k = 1,2; ¢ = 1, 2, 3). 
Es sind dann die correspondirenden Determinanten der Reihen A,... 2x 
und a;...¢; eimander proportional. Wir wiihlen die letzte Reihe so, 
dass diese Determinanten einander gleich sind, also: 


(6) (AB) = (ede)---(DE) = (abe). 
Nun bilden wir die Ausdriicke 
(4) = — a, M,+0,M, — ¢M,+4,M, = 0 


oder, was dasselbe’ ist 
W; (A) = b,M, _ eM, +. d;M, _ e; M, = 0; 
unter Beriicksichtigung von (5) und (6) folgt: 


(7a) Wi(A) = a + BA + yA? 

wobei: 
a; = — b,(bed)+¢(acd)—d;(abd)+e,(abe), 

woe == — b;(bee)+e;[(ace)+ (bed)| —d;|(acd)+(abe)|+e(abd), 
yix= a,(cde)—b;,(bde)+e,(bce)—d,(bed). 


Durch Elimination von 4?, 4,1 aus y, = y, = y, = 0 folgt dann fiir 
die Resultante R: 


lay By ¥ 
(8) R=|\a, Bp, v, + (aBy). 
a@ B, 5 


Haben g, und g, einen gemeinsamen quadratischen Factor, so ver- 
schwinden alle ersten Minoren von (@fy) und umgekehrt. Haben 9, 
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und g, einen gemeinsamen cubischen Factor, so sind alle a,, B;, 7; 
gleich Null und umgekehrt. 

II. Die Functionen y, sowie deren Coefficienten «;, Bi, y: sind in 
mehrfacher Hinsicht von grossem Interesse, weshalb wir sie etwas 
niher betrachten. 

Wenden wir die bekannte Operation: 


w¥f/28 2449-9 gir 9 é 
A={f; : aa; % +2 ie, d+3 28, +4 Ia, bit 
auf «; wiederholt an, so findet sich: 


(9) Aa; = Bi; AB; = 27:3 Ay; =0. " 


Ks ist somit auch AR = 0, woraus die Invarianteneigenschaft von R 
erhellt. Aus: 
b; @, @, 4s! 


CG b, b, b; 
ee ek ee Se 
A d, d, d, 


kénnen mittelst (9) alle Elemente der Determinante (« fy) leicht gebildet 
werden. Die Gleichungeu (9) sagen uns aber ferner, dass die Func- 
tionen (4) simultane Covarianten der Formen /,(4) sind und zwar 
von der Beschaffenheit, dass y,, abgesehen von einem constanten Factor, 
nicht geiindert wird, wenn an Stelle von f, und f; lineare Functionen 
von fy, fe und f; gesetzt werden. Man kénnte diese y,; deshalb ,,Semi- 
combinanten“ nennen. 
Setzt_ man symbolisch: 


f(A) =at=arts f(A)=bts (4) =a", 
so ist: 
(10) py, (A) = ; (aa’)* (ab) (ae) (a’b) (a’e) (be) baca. 

Die Elimination von 4 aus den Gleichungen (4) = 0 kann auch 
in folgender Weise vorgenommen werden, Wir bilden die sechs 
Gleichungen: 

(@B)ur + A(@P)uv = 0, 

(@7 vx + A(BY vx = 0. 
Die Elimination von 4 aus irgend zweien derselben liefert einen Aus- 
druck, der den Factor (@#f y) enthalten muss, so dass: 
(11a) (€B)u» (BY)xv — (@P ur (Per = (BY) * Aux 


Insbesondere erhiilt man fiir die Resultante der Formen 4, 
und y,: 
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ab 4 a 


a 
(11b) (@8), (BY). — («7),3 = (@ BY)| , 


| 
10, ¢ @ @ 


~ & & &! 





, » |" 
1 & & @ 


Verschwindet aber der zweite Factor der rechten Seite dieser 
Gleichung, so sind, wie Herr Fr. Meyer*) nachgewiesen hat, /,; und /, 
die ersten Polaren einer Form fiinfter Ordnung. 

III. Die Gréssen «;, B;, y; stehen mit a;...e; in folgenden merk- 
wiirdigen Beziehungen: 

(@¢)ux — (Bb)u» + (7@)ur = 9, 
(12) (@d)uv — (Be)uv + (7 O)ur = 9, 
(@e)uv — (Baur + (¥e)us = 0. 
Wir kénnen deshalb setzen: 
m, = (a Ba), 
m, = (aBb) = (aya), 
m, = (abc) = (ayb) = (Bya), 
m, = (aBd) = (ayc) = (Byb), 
m, = («Be) = («pd) = (Bye), 
m, = (aye) = (Byrd), 
my = (Bye) 
und finden: 
(13) (@BA= Sear geri (N= G5 


. 1 1 @F 
(Bef) = sat oR 


1 @F . 
ut Guora’? 





wobei: 
1 pp ~ a 12 46 
(14) qr F = m, + 5m, = + 15m,(~) ++ +++ m) (<) 
Die Functionen f; sind dann abgeselien von einem constanten 


Factor darstellbar, als die zweiten Polaren von F’.**) Es ist niimlich: 


ML... .2.s OF & ds 
(15) of = ut \ eu® + ower a * me a OM my — 





1 Ag 


wenn “* und “* die Wurzeln von ¥;i(4) = 0 sind. 


i 2 / 
Die Katalektikante von F’ steht in naher Beziehung zur Resultante 
R, man findet: 
*) Vergl. Meyer: Zur algebr. Erz. der rat. ebenen Curven 4't Ord. Diese 
Annalen Bd. 31, 8, 116. 
**) Dass die zu einer gegebenen biquadratischen Involution conjugirte Gruppe 
im Allgemeinen die Gruppe der zweiten Polaren einer bestimmten Form sechster 
Ordnung ist, hat zuerst Herr Lindemann bemerkt. 8. Clebsch-Lindemann Vorles. 
$. 900, Anmerk, 
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My, Mm, Ms, ms, | 
/m, Mm, M, 


3 My 
ail = 3 — 3 
E | M, Mm, M, Mm; | (aBy) RR. 


| M, M, M;, Mg | 


Verschwindet (ay), so sind nach (11a) alle Determinanten 


| r | 

| Mts Mr! og, 
| My4t1.  My+te | 

d. h. F wird eine sechste Potenz und ist zur Darstellung der f; als 

zweite Polarformen von F' nicht mehr brauchbar. 

Im Allgemeinen ist F eine beliebige Form sechster Ordnung. 
Geht man von einer solchen aus und definirt die f; als die zweiten 
Polaren derselben, so bekommen alle «;, B;, y; den Factor E. Ist 
E=0, so ist F die Summe von drei sechsten Potenzen linearer 
Functionen in 4, deren Product der gemeinsame Factor der zu den f; 
conjugirten Kormen g, ist. 


§ 2. 

Die im vorigen Paragraphen gefundenen Siitze und Beziehungen 
lassen sich simmtlich verallgemeinern bei dem Falle, dass g,(A) 
(k = 1, 2) von beliebiger Ordvung sind. Ich werde deshalb hier nur 
die Resultate angeben. Es sei: 


(1) pe = Anz fAn—1,24 + Anand? + +++ 4+ Ag d™ (k—1, 2). 
Wir bilden (n—1) linear unabhiingige Functionen /; 
(2) fi aoc" + may, +--+ Gai (i= 1,2,3---(—1)), 
deren Coefficienten den Gleichungen: 
(3) An, i Mo, i — A,- ieQimeere: -- Aoi Gn,i = () 
Geniige leisten, Ist dann: . 
Gn—1,i On,1 Gn,z*** On,n-1 
eccaenteds tac An—1,1 > * * An—1,n—1 
| 0,4 1,1 e* Aint 


und wenden wir die Operation 
é é a 
A=%; \Ga,, ao,i + "ta, Hitrr-+n da, ; nt, 
wiederholt auf @,—»,; an, so finden wir: 
MD tty2,§ = Ong,5, A Ono,¢ = 1! Oper G3 A Op _2,4 = 0. 


Die Resultante von g, und ¢, ist dann gegeben durch die Determinante : 
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0,1 Oy1 °° * Hn 


R Qo,2 ee 
Qo, n—1 os ¢ Qn? n—t 


Verschwinden die r'" Minoren dieser Determinante, so haben g, 
und , einen gemeinsamen Factor (r-+1)'*" Ordnung. Die Formen: 
Wi (A) = 9, A"? + 4, A"-38 +  Oy-2, 3 
sind simultane Covarianten der Formen /;(4), deren symbolische Dar- 
stellung leicht angegeben werden kann. 

Ferner ist: 





| Pe SS ee ee Hn—8, 1 

yo ae oar ee Fae 
‘13 ; ee oe ee ee ee y au aar—2—9) 
| 


fr—1 %0, n—1 G@s—1,n—1 %s41,n—1°* * &n—2,n-1| 


wobei oF eine Function 2(m—1)‘* Ordnung in 4 ist. Polarisirt 
man F’ nach den Wurzeln von (4) = 0, so erhalten wir die Form 
f(A). Die Katalektikante von F ist gleich R*—'. Verschwindet R, so 
ist F die 2(mn—1)'° Potenz einer linearen Function von 4. 

Im Allgemeinen ist J’ eine beliebige Form 2(m—1)t Ordnung. 
Werden die f; als die (n—2)'*" Polaren von F definirt, so haben die 
zu den f; conjugirten Formen g, einen gemeinsamen Factor (n —- 1)! 
Ordnung, sobald die Katalectikante von F’ verschwindet. 

Anmerkung: Der Lindemann’sche Satz ist niher begriindet und fiir die 
Theorie der ebenen rationalen Curven 4'** Ordnung verwerthet worden von den Herrn: 
Fr. Meyer (Apolaritiit S. 208), Friedrich (die rationale Plancurve 4't Ordnung im 
Zusammenhang mit der biniiren Form 6 Ordnung. Giessen 1886), E. Meyer (die 
rationalen ebenen Curven 4'** Ordnung und die biniire Form 6'* Ordnung, Kénigs- 
berg 1888) und schliesslich von dem Verfasser (Ueber die rationale ebene Curve 
4r Ordnung. Crelle Journal Bd. 104, 8, 302) Herr Friedrich hat auch auf die 
Verallgemeinerung des Satzes hingewiesen. 


Aachen im Februar 1889. 








Ueber eine Gattung regelmassiger ebener Configurationen. 
Von 


Jan pE Vries in Kampen (Holland). 


In einer Arbeit Ueber eine Gattung von Configurationen‘*) hat 
Herr Kantor gezeigt, dass p vollstiindige g-Ecke, deren Ecken von 
q nach einem Punkte zielenden Geraden getragen werden, eine gewisse 


Configuration 
(@t%, erg ) 
q 77 \¢@— Vpsi 


bestimmen. Herr Jung, welcher durch statische Betrachtungen zu 
den nimlichen Cf. gelangte**), fiihrte eine Bezeichnung fiir die Punkte 
und Geraden dieser Cf. ein, wodurch einerseits ihre Regelmissigkeit 
zu Tage trat, anderseits die Zerlegung jener Cf. in einfachere Cf. der- 
selben Gatiung leicht vollzogen werden kounte. Neuerdings wurden 
die jener Gattung angehérenden Cf. 


(PT), Frasg! = 


von Herrn Van den Berg***) bei der graphischen Lésung eines 
Systems linearer Gleichungen aufs Neue bemerkt. 

Der folgende Aufsatz soll nun zuniichst den von Herrn Kantor 
angedeuteten Nachweis fiir die Existenz jener Cf. bringen, sodann 
aber mit Hiilfe der Jung’schen Bezeichnung neue Zerlegungen ent- 
hiillen, welche denen der polyedralen+) Cf. analog sind. 


*) Sitzungsb. d. Wiener Akad. Bd. 80. 1879. 
**) Sull’ equilibrio dei poligoni articolati in connessione col problema delle 
configurazioni. 1884, (Ann, d, Mat, Ila, tomo XII). 

***) Over de graphische oplossing van een stelsel lineaire vergelijkingen* 
(Sitzungsb. d. holl, Akad. d. Wiss,, Bd. IV, 8. 196) und ,,De constructiefiguur 
u, s. w. (ebendort Bd. V, 8. 267). 

+) Vgl. meine Arbeit ,,Ueber polyedrale Cf,“ im Bd. XXXIV, 8. 227 dieser 
Zeitschrift. 
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§ 1. 
Allgemeines. 

1. Drei Dreiecke mit den Ecken (124, 125, 126), (134, 135, 136), 
(234, 235, 236), welche in drei nach dem Punkte 123 zielende Gerade 
1234, 1235, 1236 beschrieben sind, erzeugen drei Collineationsaxen 
1456, 2456, 3456, welche resp. die Schnittpunkte 

i45 = ((ik4, ik5), (é14, i15)), 

156 = ((ék5, ik6), (é15, i16)), 

i64 = ((ik6, ik4), (616, il4)) 
homologer Dreiecksseiten enthalten. 

Nun ist 124 der Schnittpunkt der Seiten (145, 245) und (146, 246), 
234 der Schnitt von (245, 345) mit (246, 346), 134 der Schnitt von 
(345, 145) mit (846, 146), demnach ist die Gerade 1234, welche die 
Punkte 124, 234, 134 triigt, die Collineationsaxe der Dreiecke 
(145, 245, 345) und (146, 246, 346): die Geraden 1456, 2456, 3456, 
welchen diese Dreiecke einbeschrieben sind, zielen daher nach einem 
Punkte 456, welcher die erzeugte Figur zu einer (20,, 15,) erginzt. 


Tabelle der (20,, 15,). 





Gerade, | Punkte. 


1234 | 123 | 124 | 134 | 234 
1235 | 123 | 125 | 135 | 235 
1236 | 123 | 126 | 136 | 236 
1245 | 124 | 125) 145 | 245 
1345 | 134 | 135 | 145 | 345 
2345 | 234 | 235 | 245 | 345 








(A) 1256 125 126 | 156 | 256 
1356 | 135 | 136 | 156 | 356 
2356 | 235 | 236 | 256 | 356 


| 
1246 124 | 126 | 146 | 246 


1346 | 134 | 136 | 146 | 346 
2346 | 234 | 236 | 246 | 346 
1456 | 145 | 146 | 156 | 456 
2456 | 245 | 246 | 256 | 456 
3456 | 345 346 | 356 | 456 


‘ 
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Aus dieser Tabelle ergiebt sich, dass jeder Punkt ikl dieser Cf. 
der Schnitt dreier Collineationsaxen ist, fiir welche die zugehérenden 
Dreiecke einem Dreistrahle mit Centrum jmmn einbeschrieben sind; je 
zwei Punkte ikl, jmm werde ich als associirte Gerade erster Ordnung, 
a,, bezeichnen, wonach obige Cf. zehn associirte Punktepaare besitzt. 

2. Sind einem Vierstrahle (1234, 1235, 1236, 1237) mit Centrum 
123 drei vollstindige Vierecke mit den Ecken ik4, ik5, ik6, ik7 
(i,k = 1, 2,3) einbeschrieben, dann gehért 123 vier Cf. (20,, 15,) 
an, welche resp. durch die Zahlensextupel 123456, 123457, 123467, 
123567 dargestellt werden: dem Punkte 123 sind also vier Punkte a,, 
n. 1. 456, 457, 467, 567 zugeordnet. Nun laufen die Seiten der Dreiecke 
(1é7, 247, 3¢7), wo «—4, 5, 6, durch die auf der Geraden 1237 
belegenen Punkte 127, 137, 237; die drei paarweise durch jene Dreiecke 
bestimmten Collineationscentra 457, 467, 567 bilden daher mit jenen 
zwolf Punkten eine z,, d. h. eine polyedrale (15,, 20,), in welcher 
die mit 457, 467, 567 incidente Gerade 4567 der Geraden 1237 
associirt ist.*) In einer zweiten 2, ist die Gerade 1236 einer durch 
die Punkte 456, 476, 576 gelegten Geraden associirt, welche als 
4576 zu bezeichnen wire, indem die Zahl 6 jeder Combination der 
zweiten, resp. dritten Classe der Zahlen 1, 2, 3, 4,5, 7 zugesellt werden 
muss, um die Bezeichnung jener zweiten a, aus der iiblichen her- 
zuleiten. Die Geraden 4576 und 4567 sind aber identisch, weil die 
Punkte 567 und 467 beiden angehdéren. 

Diese den vier Punkten 456, 457, 467, 567 incidente Gerade 4567 
ergiinzt nun die bisher betrachtete Figur zu einer Cf. 35,, welche zu- 
sammengesetzt ist aus dem Centrum 123 des Vierstrahles, den zwélf 
Ecken der Vierecke, den achtzehn Schnitten homologer Seiten und den 
vier dem Punkte 123 associirten Punkten nebst den vier Strahlen, den 
achtzehn Vierecksseiten, den zw6lf Collineationsaxen und der Geraden 
4567; dabei ist jede Ecke mit einem Strahle und drei Seiten, jeder 
Schnitt homologer Seiten mit zwei Seiten und zwei Axen, jeder dem 
Centrum associirte Punkt mit drei Axen und der Geraden 4567 
incident. 

Weil die Elemente dieser 35, durch die Combinationen dritter 
bez. vierter Classe von 7 Zahlen dargestellt werden mit der Bedingung, 
dass die Gerade iklm die Punkte ikl, ikm, ilm, klm trigt, ist die 
Cf. regelmissig und bilden ihre Elemente 35 complementire Paare ijk 
und lmnp. Wo ndthig werde ich das complementiire Element eines 
Punktes bez. einer Geraden der 35, durch c, andeuten. Offenbar ist 


*) Vgl. meine Arbeit ,,Ueber gewisse ebene Cf.‘ (Acta Math. XII, 8. 70); 
obige Bezeichnung der 2, ergiebt sich aus der 1. c, benutzten, wenn man hinter 
jede Combination der Zahlen 1 bis 6 die Zahl 7 schreibt. 
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die Cf. sich selbst reciprok, wonach sie auch bestimmt werden kann 
durch drei vollstiindige Vierseite, welche in Bezug auf vier allineirte 
Punkte in linealer Lage*) sind. 

3. Werden die Ecken dreier vollstiindiger Fiinfecke (ik4, ik5, 
ik6, ikT, «k8), wo 4, k = 1,2,3, auf fiinf durch den Punkt 123 zielende 
Gerade 1237 (¢ = 4, 5, 6, 7, 8) gelegt, dann ist 123 in fiinf Cf. 
35, complementiires Element zu den fiinf Geraden 4567, 4568, 4578, 
4678, 5678, welche zu zweien durch die Punkte ikl (i, k, 1—=4,5,6,7,8) 
laufen und mit ihnen ein vollstindiges Fiinfseit bilden. Der Punkt 
123, die fiinfzehn Ecken, die dreissig homologen Schnitte und die zehn 
dem 123 associirten Punkte sind nun je mit fiinf Geraden incident, 
nimlich jede Ecke mit einem Strahle und vier Seiten, jeder homologe 
Schnitt mit zwei Seiten und drei Axen, jeder associirte Punkt mit 
drei Axen und zwei complementiiren Geraden, indess die fiinf Strahlen, 
die dreissig Seiten, die dreissig Axen und die fiinf Geraden ¢, je vier 
der genannten Punkte tragen. 

Diese durch obige Elemente gebildete Cf. (56,, 70,), deren Regel- 
miissigkeit sich aus der Bezeichnung ergiebt, eutsteht offenbar auch 
aus vier in Bezug auf vier allineirte Punkte lineal belegenen Vier- 
seiten. Ihre Geraden lassen sich in 35 Paare iklm, nopgq anorduen. 
welche ich als associirte Paare eweiter Ordnung bezeichne; wo nothig 
werde ich jedes Element eines solchen Paares als das a, des anderen 
andeuten. 

4. Triigt der Vierstrah] (12345, 12346, 12347, 12348) mit Centrum 
1234 vier vollstindige Vierecke mit den Ecken ikl5, ikl6, ckl7, ik18, 
(i, k, l= 1, 2, 3, 4), so ist 1234 in vier Cf. 35, enthalten. Die Punkte 
1238, 1248, 1348, 2348 sind bez. mit den Seiten 12387, 12487, 13483, 
2348% (¢ = 5, 6, 7) dreier vollstiindiger Vierseite incident, und bestim- 
men mit diesen eine ebenfalls der Figur angehérende 35,, in der die 
Gerade 12348 ein complementiires Paar bildet mit dem Schnitte 5678 
der Geraden 15678, 25678, 35678, 45678**), welche in den vier oben 
erwihnten 35, die c, des Punktes 1234 sind. Diese vier Cf. sind 
demnach enthalten in einer Cf. (70,, 56,), der das Centrum, die sechs- 
zehn Ecken, die sechsunddreissig homologen Schnitte, die sechszehn 
Punkte a, des Centrums und der dem Centrum zugeordnete associirte 
Punkt zweiter Ordnung 5678 als Punkte, — die vier Strahlen, die 
vierundzwanzig Seiten, die vierundzwanzig Axen und die vier dem 


*) Zwei n-Seite sind lineal belegen, wenn die Schnitte der n Seitenpaare in 
einer Geraden liegen, (Schroeter, Ueber das Fiinfflach und Secisflach, Crelle 
Bd. 100, 8. 238). 

**) Diese Bezeichnung der 35, wird mit derjenigen der zweiten Nummer 
identisch, falls iiberall die 8 fortgelassen wird. 
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Centrum zugeordneten Geraden ¢, als Gerade angehéren. Diese 
(70,, 56,) ist offenbar der obigen (56, , 70,) reciprok. 

Vier Finfecke mit den Ecken iklp, wo i, k,l = 1, 2,3,4 und 
p=5, 6, 7, 8, 9, bestimmen, wenn sie einem Fiinfstrahle 12347 
(i = 5, 6, 7, 8, 9) einbeschrieben sind, fiinf Cf. (70,, 56;); das Centrum 
1234 des Fiinfstrahles ist demnach fiinf associirten Punkten a, zu- 
geordnet, niimlich 5678, 5679, 5689, 5789, 6789. Die Punkte 1239, 
1249, 1349, 2349 liegen auf den Seiten 12397, 12497, 13497, 23493, 
(¢ = 5, 6, 7, 8) von vier vollstiindigen Vierseiten, mit denen sie eine in 
der Figur enthaltene (56,,70,) bestimmen, wo die Punkte 5679, 5689, 
5789, 6789 mit der a, der Geraden 12349 incident sind.*) Weil in 
einer zweiten (56,, 70,) die Punkte 5678, 5698, 5798, 6798 auf der 
a, der Geraden 12348 liegen, kann durch die fiiuf dem 1234 zugeord- 
neten Punkte a, eine Gerade 56789 gelegt werden, welche ich die 
complementiire Gerade zweiter Ordnung c, des Punktes 1234 nenne. 

Sie ergiinzt die bisher erzeugte Figur zu einer Cf. 126,, welche 
aus einem Centrum, zwanzig Ecken, sechszig homologen Schnitten, 
vierzig Punkten a, und fiinf Punkten a, nebst fiinf Strahlen, vierzig 
Seiten, sechszig Axen, zwanzig Geraden c, und einer Geraden ¢, zu- 
sammengesetzt ist. Jeder Punkt dieser durch die Combinationen vierter 
und fiinfter Classe von 9 Zahlen dargestellten Cf. kann als Centrum 
betrachtet werden; seine Gerade c, wird durch die fiinf Zahlen be- 
zeichnet, welche das Symbol des Centrums nicht enthiilt. 

5. Die obigen Betrachtungen legen die Vermuthung nahe, dass 
(p — 1) vollstiindige p-Ecke, welche paarweise perspectivisch sind in 
Bezug auf einen durch das Zeichen 1234... (p—2)(p—1) dar- 
gestellten Punkt als Centrum, eine Cf. 


As 2 
(P52) (£2) 
(i 2) (Ps) 


Geraden ¢; (i = 1, 2,3,...,p—3), wo jede ¢; mit (¢ + 3) Punkten 
a; incident ist Diese Vermuthung wird zur Gewissheit, sobald es 
gelingt zu zeigen, dass sich aus der obigen Voraussetzung die Existenz 
einer Cf, 


bestimmen mit 


Punkten a; und ¢ 





(et; 
P+ 1/py 


*) Diese Bezeichnung der (56,, 74) ergiebt sich aus derjenigen der dritten 
Nummer, wenn man hinter jedes Symbol die 9 schreibt. 
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ergiebt, welche durch p in Bezug auf ein Centrum _perspectivisch 
gesetzte (p + 1)-Ecke bestimmt ist. 

Schreibt man (p — 1) vollstiindige (p + 1)-Ecke einem (p + 1)- 
Strahle mit Centrum 123 ...(p— 1) ein, so sind diesem Punkte in 


(p + 1) Cf. a 
whe! 


(p + 1) verschiedene Gerade ¢, 3 zugeordnet, welche mit den durch 
sie getragenen Punkten a,—_y. ein vollstiindiges (p + 1)-Seit bilden. 
Auf diese Weise entsteht eine Cf. 


2p 2p 
(pF daar Cr),)? 

deren Gerade in = (*) Paare geordnet werden kénnen, wobei jedes 
Paar die siimmtlichen zur Bezeichnung der Cf. verwendeten Zahlen 
enthilt (associirte Paare (p—2)'*" Ordnung). Die neue Figur enthiilt 
namlich 

m p—1\(p+1 fi p—1\ (p+1\ _( 2p 
1+(p—1)(p+1) + (P5*)(P$') +--+ (P71) SHC 
Punkte*) und 


5) 
een +00) + (P9) (PH) H+ ED) (E)= CP) 
Gerade, deren jede p jener Punkte triigt, indess in jedem Punkte je 
(p + 1) Gerade zusammenlaufen. 

Jede Gerade dieser Cf. kann mit den p vollstiindigen p-Seiten, 
welche in Bezug auf sie in linealer Lage sind, zur Bestimmung der 
Cf. benutzt werden; ihre Gerade a,_» enthiilt alsdann p Punkte cp_s, 
welche ihr in p verschiedenen Cf. 


ers 
: Pp p 
zugeordnet sind. 


Es sei nun der Punkt 123... das gemeinschaftliche Collinea- 
tionscentrum von p vollstiindigen p-Ecken mit den durch je p Zahlen 
bezeichneten Ecken: 

i, tg. -. tpa(p +1) ) 
ty tty... ipa(p + 2) 


§, 6, fy... tp-a(p + 3) bby» be + 0 on Ses 2, & B, -. 09D) 


i, i, iy... ipa (2p — 1) 
a, ty ty eee tp—1 (2p) 


*) Eine einfache Methode zur Berechnung von dergleichen Summen findet sich 
in der oben citirten zweiten Arbeit des Herrn Van den Berg, 8, 278, 279. 
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Die Construction siimmtlicher Punkte a; und Geraden ¢; liefert 
alsdann eine Figur, in der das Centrum 123... in p Cf. 


("> '), 


complementiirer Punkt cps ist fiir die nachstehenden Geraden: 


l(p + 1) (p+ 2)... (2p — 1)2p 
2p + » ( 4 7 . (2p — 1)2p 


ot + 1 (p + 2). - (2p — 1)2p 


1) 


deren Existenz oben vorausgesetzt wurde, auch durch (p — 1), in 
Bezug auf p allineirte Punkte lineal gesetzte, vollstiindige p-Seite erzeugt 
werden kann, und die soeben genannten Geraden ¢,-3 derjenigen Cf. 


("> ’) 
p p 
angehéren, welche durch die p allineirten Punkte ¢, ¢, i, . . . ip1(2p) 


und die nach ihnen zielenden Geraden bestimmt erscheint, so laufen 
jene Geraden cps zusammen in einem durch das Symbol 


(p + 1) (p+ 2)... 2p 


angedeuteten Punkte, der als c,» zur Geraden 123... p(2p) gehort, 
zugleich aber mit 123... ein associirtes Punktepaar (pp — 2)'* Ord- 
nung bildet. 

Die erzeugte Figur enthalt nun 


eed (to e(t teeta) 
Punkte und 


+0 (8) +(B)(8)+-+(2) (da) to te= (7) 


Gerade; da jeder Punkt mit p Geraden, jede Gerade mit (p--1) Punkten 
incident ist, bilden sie eine Cf. 


2p ). 
( ),? J — lV p44 
Sind schliesslich die Ecken 
ty ty igs ta (p +1) 
ty ty ty... tpn (p+ 2) (i, » igs « «vy Spa = 1, 2, 3,.. 5p) 


Weil die Cf. 


i, iy ig... dp -a(2p +1) 
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von p vollstindigen (p + 1)-Ecken mit (p+ 1) nach dem Punkte 
123 ...p zielenden Strahlen 123... pi ((—=p+1, p+2,...,2p+1) 
incident, dann gehéren (p + 1) Punkte ap, zum Centrum 123... p, 
namlich k, k,k,...kp (ki =p, p+1,...,2p-+ 1). Nun zielen die 
Seiten von p in der Figur enthaltenen vollstiindigen p-Seiten durch 
die Punkte ¢, 7, . . . t-1(2p + 1) der Geraden 123... p(2p + 1), und 
bestimmen mit ihnen eine ebenfalls der Figur angehérende Cf. 


G71. ry ),)> 


in welcher die Punkte i, 7,...%i(2p + 1), wo %=—p-+1 bis 2p, 
auf derjenigen Geraden liegen, welche der Geraden 123... p(2p+-1) 
als ap_2 zugeordnet ist. Hieraus ergiebt sich, dass die (p -+ 1) oben 
erwihnten Punkte a, : zu je p allineirt, daher alle mit einer Geraden 
(p + 1) (p+ 2)...(2p+ 1) incident sind, welche als die c¢,_» des 
Centrums 123... p zu betrachten ist. 

Die Figur enthalt nun 


1+p(p+1+(8)(?$')+---—(P*) 
Punkte und 


p+ P\ (pti rn 
(p+ HN+e(PS')+ (8) (PS!) + + 
Gerade, wobei jedes Element (p + 1) Elemente triigt; sie bilden daher 
eine Cf. 
(* + ') 
Pp p+ 


Gerade so wie in der dritten Nummer kann mit Hiilfe des obigen 
Resultates gezeigt werden, dass p einem g-Strahle eingeschriebene 
volistindige g-Ecke eine regelmiissige 


(* + *). id + 1), as) 


bestimmen, deren Elemente durch die Combinationen p'*" bez. (p--1)'" 
Classe von (p + qg) Zahlen bezeichnet werden kénnen, wo jede durch 
(p + 1) dieser Zahlen dargestellte Gerade alle Punkte enthilt, deren 
Symbole durch Entfernung je einer Zahl aus dem Symbole der Geraden 
hervorgehen. 

Fiir p = 2 und g = n — 2 erhiilt man offenbar die polyedrale Cf. 


((3),_.» 3), 


welche ich |. c. durch das Symbol z, dargestellt habe. Im Anschluss 
an diese Bezeichnung werde ich die Cf. 


Gk. . # + Wea) ' 











ee 
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deren Elemente durch die Combinationen r'* bez. (r+ 1)!" Classe von 
m verschiedenen Zahlen angedeutet werden, durch das Symbol 
mt 
a 


darstellen; demnach wire die polyedrale Cf. genauer als 2° zu be- 
zeichnen. 
Als Resultat der Betrachtungen dieses § ergiebt sich: 


Jede Cf. 
a=((P) os Cpt)? 


deren Punkte und Gerade sich durch die Combinationen r'** beziiglich 
(r + 1) Classe von n verschiedenen Zahlen derart darstellen lassen, 
dass jede Gerade alle diejenigen Punkte enthdlt, deren Symbole durch 
Unterdriickung einer Zahl aus dem Symbole der Geraden hervorgehen, 
ist vollstiindig bestimmt durch r einem (n — r)-Strahle eingeschriebene 
volistiindige (n — r)-Ecke, Jeder Punkt der Cf. kann als Centrum des 
(n — r)-Strahles betrachtet werden. 


§ 2. 


Nebenvielecke der x‘. 


6. Weil je zwei getrennte Punkte einer 


x=((3), »» (2),) 


entweder zahlenfremd sind, oder eine Zahl gemein haben, enthilt 2,4! 
getrennte Punktquadrupel, wie z. B. 123, 145, 246, 356; diese vier 
Punkte bilden ein Nebenviereck, indem sie zusammen nur zwilf, also 
nicht alle Cf.gerade tragen. 

Fir die 2,‘ lassen sich Nebensiebenecke aufstellen , deren Punkte 
durch ihre complementiiren Geraden Nebensiebenseite bestimmen. Die 
Tabelle eines solchen Nebensiebenecks stellt zugleich ein Hauptsieben- 
seit der polyedralen z,° dar.*) 











Nebensiebeneck. | Nebensiebenseit. 
123 4567 
145 | 2367 
(B) 167 2345 
246 1357 
257 1346 
347 1256 
356 1247 


*) Vgl. meine Arbeit ,, Ueber polyedrale Cf.“ (Diese Zeitschr. Bd, XXXIV, 8.233), 
Mathematische Annalen. XXXV. 27 
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Die 28 Geraden der z,‘, welche mit einem Nebensiebeneck incident 
sind, tragen ausserdem je drei Cf.punkte; sie zielen somit zu je drei 
nach den iibrigen 28 Cf.punkten, welche zu je vier auf dem complemen- 
tiren Nebensiebenseit liegen. Entfernt man daher aus der 2,‘ die 
vierzehn Elemente der Tabelle (B) so ergiebt sich eine Cf. 28,, in 
welcher z. B. der Punkt 124 mit den drei Paaren 134, 234; 125, 245; 
126, 146 allineirt ist. Von den Geraden, die in jener 2,‘ diese sechs 
Punkte verbinden, enthiilt die Cf. 28, die 2345, 1346, 1256 nicht mehr, 
indess von den tibrigen Geraden, mit denen diese Punkte incident 
sind, eine durch einen Punkt der ausgeschiedenen Geraden 1247, die 
zweite durch einen der ausgeschiedenen Punkte 123, 145, 246 liuft; 
die Cf, 28, ist daher atrigonisch, d. h. sie besitzt keine Cf.dreiecke. 
Tabelle (C) enthalt die sechs in der 28, mit 1234 verbundenen Geraden: 


1245 | 124 | 125 | 245 
1345 | 134 | 135 | 345 
1246 | 124 | 126 | 146 
(C) 2346 | 234 | 236 | 346 |" 
1347 | 134 | 137 | 147 
2347 | 234 | 237 | 247 











Mit Hilfe dieser Tabelle und der Tabelle (B) ersieht man leicht, dass 
die 28, keine Gerade besitzt, welche drei der zwélf mit 1234 verbun- 
denen Punkte triige; die Cf. enthilt also auch keine Bitripel, d. h. keine 
atrigonische (9,, 6,) oder (6,, 9,)*). 

Durch Ausscheidung eines Nebensiebenecks und des complementiiren 
Nebensiebenseits erhilt man aus der 2,4 = 35, eine regelmiissige atri- 
gonische 28, ohne Bitripel. 

7. Die Geraden der 2, welche nach x gegenseitig getrennten 


Cf.punkten zielen, werden zu je drei durch die iibrigen (3) — xz Cf.- 
punkte laufen, falls . 
(m — 3)a = (3) — 2, 
oder 
c= m(m —1):6. 

Diesen Werth kann a aber nur fiir ungerades m bekommen, weil 
alsdann in der Tabelle des Neben-x-ecks jede der m zur Bezeichnung 
der Cf. benutzten Zahlen mit (m— 1):2 Zahlenpaaren Symbole fiir 
gegenseitig getrennte Punkte liefert, indess fiir gerades m nur (m— 2):2 


*) Die atrigonische (9,, 6;) wird von zwei Tripeln getrennter Geraden ge- 
bildet. Herr Martinetti bezeichnet diese Cf. durch das Symbol (A), (Sopra alcune 
ef. piane, Ann. di Mat, Ser. Ila, tomo XIV, p., 164). 
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Zahlentripel eine bestimmte Zahl gemein hiitten, wonach «=m (m — 2):6 
wiirde. Weil m(m— 1):6 fir m=—3k-+ 2 keine ganze Zahl. ist, 
kénnen nur tir m=—6k-+ 1 oder m=—6k-+3 Neben-x-ecke auf- 
gestellt werden; wie leicht ersichtlich, bilden die Cf.geraden, welche 


durch die Punkte einer solchen Gruppe laufen, mit den tibrigen Punkten 
der x‘ eine Cf. 


1 
(G m(m — 1) (m — 8) , 
indess die iibrigen Cf.geraden mit diesen nimlichen Punkten eine Cf. 


G m(m — 1) (m — 3)m—e, aH m(m — 1) (m — 3) (m — 6).) 


darstellen. 

Um die nachstehende Tabelle fiir ein Nebenzwélfeck der 2,‘ zu 
erhalten, wihle man die vier Tripel, in denen die Ziffer 1 vorkommt, 
willkiirlich; sodann bestimme man die drei Paare, welche noch mit 
der 2 zu Tripeln zusammentreten sollen, derart, dass die neuen Gruppen 
mit keiner der ersten vier mehr als eine Zahl gemein haben, u. s, w. 
Auf dieselbe Weise wurde die Tabelle (E) gebildet, welche zugleich 
ein Haupt-26-seit der polyedralen 2°, darstellt, wie (D) ein Haupt- 
zwolfseit der ,° (l.¢.). Bei der Construction dieser Tabellen zeigt 
sich, dass sie nicht mehr als vier Tripel, nimlich 123, 145, 246, 347, 
mit der Tabelle (B) gemein haben kénnen. 


Nebenzwolfeck der a‘. 


1/1|1|1|2|2]/2/3/3/3 4/5 
(D) 2)4)/6|7/4/5|7\4|5/6 8) 6). 
3|5|8|9\6|9|8\7/8|9/9|7 





Nebensechsundzwanzigeck der z4,. 
lolol 


aha i 2! elelelsisisisi3 4|4|4|5|5 5\6lel7z\9 
on aide 


ijt 13)12 712 














(B) 24/67)10,11' 6 |sl10| 8; 9 |11;6|7|8|7\9\8 112 


3589 13 126 13|9\11 1210 13/10 1311 12)11|10 13) 


Wahlt man die Bezeichnung des Nebenvielecks so, dass es stets 
die Punkte 123, 145, 246, 347 enthilt, dann ist in der oben er- 
wihnten (m (m — 1) (m — 3): 6), der Punkt 124 verbunden mit den 
Punktepaaren 134, 234; 125, 245; 126, 146. Die Geraden 1256, 
1346, 2345, welche in a4 mit jenen Punkten incident sind, tragen 
keine Punkte des Nebenvielecks, weil keiner der Punkte 156, 256; 
136, 346; 235, 345, welche diese Geraden ausserdem enthalten, von 

27* 
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den Punkten 123, 145, 246 getrennt ist; jene drei Geraden kommen 
also nicht vor in der (m(m — 1) (m— 3): 6);, d. h. diese ist atri- 
gonisch. Weiter ergiebt sich aus Tabelle (C), welche bei obiger Voraus- 
setzung fiir alle jene atrigonischen Cf. gilt, dass diese Cf., ebenso 
wenig wie die obige 28,, Gerade enthilt, auf denen je drei der zwélf 
mit 1234 verbundenen Punkte belegen sind; sie besitzt demnach keine 
Bitripel. 

Fiir m= 1 oder 3 (mod. 6) zerfiillt die x‘, durch Entfernung eines 
Nebenvielecks mit m(m — 1):6 Punkten in eine atrigonische 


1 
(| m(m — 1) (m — 3)), 
ohne Bitripel, und in eine 
1 , 
G m(m — 1) (m —3)n—6, gy m(m — 1) (m — 3) (m — 6),)- 


§ 3. 
Hauptvielseite der +. 


8. Je zwei getrennte Gerade der 2‘, haben héchstens zwei Zahlen 


gemein. Soll die Cf. Hauptvielseite besitzen, so muss die Zahl (3) 


durch 4 theilbar sein, also m = 2k oder m= 8k-+ 1. Letzteres ist 
auszuschliessen, weil fiir ungerades m jedes Paar der m zur Bezeich- 
nung der Cf. dienenden Zahlen nur mit (m—3):2 Paaren zu Quadrupeln 
zusammengesetzt werden kann, wodurch die Anzahl der gegenseitig 
getrennten Geraden m(m — 1) (m — 3): 24, also zu klein wiirde. 

Fiir m= 2k ergeben sich m(m — 1) (m — 2): 24 Quadrupel, 
falls m(m — 1) (m — 2):6 durch m, daher (m — 1) (m — 2) durch 6 
theilbar ist; denn wegen der Regelmissigkeit der Cf. kommt jede der 
m Zahlen gleich oft in der Tabelle eines Hauptvielseits vor; demnach 
kénnen nur fiir m == 2 oder 4(mod. 6) Hauptvielseite gebildet werden. 

Zur Herstellung der betreffenden Tabellen bilde man aus den 
Zahlen 2 bis m, auf die in der siebenten Nummer angedeutete Weise, 
(m — 1) (m — 2): 6 Tripel, welche zu je zwei hdchstens eine Zahl 
gemein haben, und zusammen alle jene Zahlen gleich oft enthalten; 
diese Tripel ergiiyze man durch die Ziffer 1 zu Quadrupeln. Nun 
streiche man in jenen Tripeln iiberall die 2 und ersetze sie durch 
Zahlen aus der Reihe 1, 3, 4 bis m behufs Erhaltung von (m — 1) 
(m — 2): 6 weiteren Tripeln, wobei hierauf zu achten ist, dass keine 
der Quadrupel, welche durch Hinzutreten der 2 aus jenen Tripeln 
entstehen, mehr als zwei Zahlen mit einem Quadrupel der zuerst ge- 
bildeten Gruppe gemein habe, u. s. w. 

Durch dieses Verfahren wurden die beiden nachstehenden Haupt- 
vierzehnseite der 2,‘ aufgestellt. 
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1jij1jilililil2|2|2/el3|3i5 
2/2/}2'3/3/4/4/3/3/4/4/4/4/6 
(F) 3/5/7/516/516/5/615\6/5|7| 7|" 
4/6/8/7/8|/8|7/8/7/7/816/8|8 
1jijalalirlalaj2l/elelelsisia 
2}al2\s\3/4|5/3/3\4l5l4l5l6 
(8) 3/4/6/4/6/5/7/4/7/5/6/5|6|7 
5|7|8|8)7|/6/8/6/8/8|7|7/8/8 









































(F) und (G) bestehen je aus 7 Paaren associirter Geraden a,, und 
haben keine Gerade gemein; man sieht leicht, dass aus den 42 nicht 
in ihnen vorkommenden Cf.geraden sich kein drittes Haupt-14- seit 
bilden lasst. 

Durch Ausscheidung eines Haupt-14-seits entsteht aus der 2,' 
eine Cf. 56,, wo jeder Punkt 18 Cf.dreiecken angehért, indess diese 
Zahl fiir die urspriingliche Cf. 30 ist. 

Entfernt man aus 2,‘ zwei unabhiingige Haupt-14-seite, wie (F) 
und (G), so ergiebt sich eine (56,, 42,), wo jeder Punkt nur noch in 
9 Cf.dreiecken vorkommt. ’ 

Fiir m = 2 oder 4(mod. 6) erhdilt man aus x‘ durch Ausscheidung 
eines Hauptvielseits eine Cf. 


((3),-« a (3),) 


mit 3 (” 2 *) Cf.dreiecken in jedem Punkte, wogegen diese Zahl fiir 





x‘ gleich 3 e 2 °) ist. 

9. Die Cf. 56,, welche durch Entfernung eines Haupt-14-seits 
aus 2,‘ entsteht, besitzt Nebenachtecke. Indem nimlich zwei associirte 
Gerade 1234, 5678 fortgelassen wurden, sind die acht Punkte 123, 
124, 134, 234, 567, 568, 578, 678 gegenseitig getrennt; die iibrigen 
48 Punkte der 56, werden zweimal geziihlt, wenn man jede der 32 
in jenen 8 Punkten zusammenlaufenden Geraden als Triiger von 3 
Punkten betrachtet: diese Geraden bilden daher mit den 48 Punkten 
eine (48,, 32,), wogegen die iibrigen Geraden der 56, mit den nim- 
lichen Punkten einer (48,, 24,) angehdren. 

Soll im Allgemeinen die Cf. 


((3),_. "4 G),)» 


welche durch Abtrennung eines Hauptvielseits aus der 2‘, entsteht, 
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ein Neben-x-eck besitzen, welches eine der obigen analoge Zerlegung 
in zwei Cf. erlaubt, so muss, wie leicht ersichtlich, 


3a(m — 4) = 2(('3)) — 2) 
x = m(m — 1) (m — 2): 3(38m — 10) 
814 = 9m? + 3m + 28 + 280 : (3m — 10) 


erhellt, dass 3m — 10 alsdann ein Theiler von 280 sein muss, der 
= 2(mod. 3), wiihrend zugleich m= 2 oder 4(mod, 6) ist. Diesen 
Bedingungen geniigen nur die Zahlen 8, 10, 22, 50 fiir m, denen 
jedesmal ein ganzzahliger Werth fiir x entspricht. 

Die Cf., welche durch Entfernung eines Hauptvielseits aus einer x,', 
ui,, mi, oder x4, entstehen, besitzen Nebenvielecke, durch deren Aus- 
scheiden die betreffenden Cf. in je zwei einfachere Cf. zerfallen. 

10. Soll die Cf. 


( m(m — 1) (m—B)ney gg m(m — 1) (m — 3) (m — 6),), 


welche fiir m=1 oder =3(mod.6) in der a‘, enthalten ist (§ 2), Haupt- 
vielseite besitzen, so muss es m (m— 1) (m—3): 24 Zahlenquadrupel geben, 
welche zusammen jede der m Zahlen gleich oft enthalten; es muss 
daher (m — 1) (m— 3) durch 6 theilbar sein, und diess ist fiir die 
genannten Werthe stets der Fall. Die Construction der betreffenden 
Tabellen wird einigermassen erschwert durch den Umstand, dass jene 
Quadrupel auf gewisse Combinationen vierter Classe beschriinkt sind, 
indem ja ein Theil der Combinationen der m Zahlen die Geraden der 
atrigonischen Cf. darstellt, welche neben der oben erwihnten Cf. in 
der x‘ auftritt. Bei der Bildung des nachstehenden Hauptachtzehn- 
seits der durch Zerlegung aus 2,‘ entstandenen (72,, 54,), kamen z. B. 
die nach 123, 145, 168, 179, 246, 259, 278, 347, 358, 369, 489, 
567 zielenden Geraden nicht in Betracht, weil sie die atrigonische 
72, bestimmen. 


oder 


sein. Aus 











1/1j1{1|1|1j1j1/2/2)2/2\/2/3/3/4\4)5 
aay |2|2|2|8)8]8]4/5]8)8)/8/4/6/4)7/5 [6 /6) 
4/5|8/4\5|6|6|7/4/5|6/5|7|5/8|7/7\8 
i\6 9|8/9|7/9|8|/9)7/8/8|9|/6/9/9 8\9) 





Die Cf. (72,, 36,), welche durch Entfernung dieses Hauptvielscits aus 
(72,, 54,) hervorgeht, ist atrigonisch: von den Geraden 1289, 1489, 
2489, welche in 2, mit denjenigen sechs Punkten incident sind, 
welche in der (72,, 54,) auf Geraden aus 124 liegen, gehért nimlich 
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die erste der Gruppe (H) an, indess die beiden anderen in der 72, 
vorkommen. 


Jede Cf. 
(F m(m —1) (m — 3)m—6, a m(m — 1) (m — 3) (m — 6).) ‘ 


welche fiir m= 1 oder 3(mod. 6) aus einer x‘, entsteht, besitet Haupt- 
vielseite, deren jede eine Cf. 


(G mm — 1) (m —3mny gz mlm — 1) (m — 3) (m — 7)) 
liefert. 
§ 4. 
Gruppen gegenseitig getrennter x‘ in einer x‘. 


11. Alle Punkte und Gerade der x‘, welche durch die Combi- 


nationen dritter bez. vierter Classe von 5 der Reihe 1 bis m ent- 
nommenen Zahlen p, q, r, s, ¢ dargestellt werden, bilden ein in der 
x* enthaltenes vollstiindiges Fiinfseit 2,', welches ich mit dem Symbole 


parst bezeichne. 
Sollen die 2,‘ einer Gruppe gegenseitig getrennter Fiinfseite zu- 


sammen simmtliche Punkte der 24 enthalten, so muss (3) ein Vielfaches 


von 10 sein. Die betreffende Tabelle besteht alsdann aus (3): 10 


Zahlenquintupeln, welche paarweise héchstens in zwei Zahlen iiber- 
einstimmen, und zusammen simmtliche m Zahlen gleich oft aufweisen; 


demnach muss (3) :2 durch m, daher (m — 1) (m — 2) durch 12 


theilbar sein. Schliesslich kann die erforderliche Anzahl Quintupel 
nur dann erhalten werden, falls jedes der Zahlenpaare aus der Reihe 
1 bis m mit (m— 2):3 verschiedenen zahlenfremden Tripeln zu- 
sammengesetzt. werden kann, wonach m= 2 (mod. 3) sein miisste. 
Den drei erwahnten Bedingungen gentigen, wie eine einfache Rechnung 
erkennen lisst, nur diejenigen Werthe von m, welche einer der Zahlen 
2, 17, 26 oder 41 nach dem Modul 60 congruent sind. 

Fir 2+, = (680,,, 2380,) giebt es somit Gruppen von je 68 Finf- 
seiten; werden die Geraden einer solchen Gruppe aus der x}, entfernt, 
so verliert jeder Punkt zwei der von ihm getragenen Geraden und es 
entsteht eine (680,,, 2040,). 

Ist m == 2, 17, 26 oder 41 (mod. 60), so enthdlt x4, Gruppen von 


je (3) : 10 Fiinfseiten, deren jeder eine in der x‘, vorkommende 


(@... **@) 





zugeordnet ist. 
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12. Damit eine Gruppe gegenseitig getrennter Cf. z,* alle Punkte 


einer x‘, enthalte, muss (3) durch 20 theilbar sein. Weil jede dieser 


x,‘ durch sechs Zahlen aus der Reihe 1 bis m dargestellt wird, kommen 
in der Tabelle einer solchen Gruppe im Ganzen m(m— 1) (m— 2) : 20 
Zahlen vor; soll, wie es die Regelmissigkeit der a* erfordert, jede 
Zahl gleich oft auftreten, muss daher (m — 1) (m — 2) durch 20 theil- 
bar sein. Sodann liisst die betreffende Tabelle sich nur herstellen, 
falls jedem Zahlenpaare (m — 2): 4 verschiedene Quadrupel zugesellt 
werden kénnen, d. h. wenn m==2(mod.4). Hilt man diese Be- 
dingung zusammen mit m= 1 oder 2 (mod. 5), so ergiebt sich die 
Méglichkeit einer Haupt-2,'-Gruppe fiir die Fille, dass m = 2 oder 
6 (mod. 20). Liisst man die Geraden einer solchen Hauptgruppe fort, 
wodurch jeder Punkt der 2‘ drei Cf.gerade einbiisst, so entsteht 
offenbar eine Cf. mit den Indices m — 6 und 4. 

Fiir m = 2 oder 6 (mod. 20) besitet x‘, Hauptgruppen von Cf. x,", 
deren jede die Aufstellung einer 


((3),.7 “a (3)) 
erlaubt. 


13. Weil eine x (3) Cf.punkte enthilt, muss eine Haupt-2‘- 





Gruppe aus (3) :(8) Cf. bestehen, deren jede durch p Zahlen aus 


der Reihe 1 bis m dargestellt wird; demnach kommt jede der m Zahlen 
in der Tabelle der Hauptgruppe (m — 1) (m — 2): (p — 1) (p — 2) 
Mal vor; man erhialt diese Tabelle, wenn man hinter jedes Zahlen- 
paar (m— 2):(p— 2) verschiedene, je aus p — 2 Zahlen gebildete, 
Gruppen schreiben kann. Sind die drei hieraus fliessenden Bedingungen 
zwischen den Zahlen m und »p erfiillt, so ergiebt sich eine Cf. mit den 
Indices m— p und 4, wenn man die Geraden simmilicher x der 
Hauptgruppe fortlisst. 


Wenn die Zahlen m und p so gewdhlt werden, dass m —2 ein 
Vielfackes von p — 2, (m—1)(m — 2) ein Vielfaches von (p — 1) 
(p — 2), und m(m — 1) (m — 2) ein Vielfaches von p(p—1) (p—2), 
so giebt es in der Cf. x}, Gruppen gegenseitig getrennter Cf. x§. Durch 
Ausscheidung der Geraden einer solchen Hauptgruppe entsteht aus der 
x‘ eine Cf. 





((3),,° =" (3),): 
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g 5. 


Eine Zerlegung der x}. 

14, Die Geraden 1tkl, 2ikl, 3ikl, (i, k, 1 — 4, 5, 6, 7, 8) 
und die Punkte 1ik, 21k, 3ik, ikl bilden innerhalb der 2,‘ eine 
Cf. (40,, 30,); dieselbe ist zusammengesetzt aus den Ecken von 10 
Dreiecken (1ik, 2ik, 31k), aus 10 Punkten ikl, welche Perspectivitiits- 
centra fiir je drei dieser Dreiecke sind, und aus 30 Perspectivitits- 
strahlen. Dieser Cf. gehéren drei polyedrale Cf. 2,3 an, deren Punkte 
durch 1k (bez. 2ik, 3ik), deren Gerade durch 1ikl (bez. 2ikl, 
3ikl) dargestellt werden; die Cf. enthilt demnach 60 Cf.dreiecke, fiir 
welche keines der 10 Centra Ecke ist. 

Ebenso erhilt man in einer m4, die Cf. 80, mit den Geraden 
Likl, 2ikl, 3ikl, 4ikl und den Punkten 1ik, 2ik, 3ik, 4ik, ikl, 
(t,k, l= 5,6, 7, 8,9, 10), welche betrachtet werden kann als eine 
Gruppe von 15 zu je dreien in 20 Vierstrahlen beschriebenen Punkt- 
quadrupeln (lik, 2ik, 3ik, 4ik); werden die 20 Centra der Vierstrahle 
entfernt, so zerfallt die Cf. in vier polyedrale z,°, 

Aehnliche Betrachtungen kénnen fiir jede x}, angestellt werden: 


die Punkte ikl, (wo it, k,l =p, p+1,---2p—1, 2p) sind Centra 
von (? t *) aus den Geraden jikl (j =1 bis p—1) gebildeten 
(p — 1)-Strahlen, deren jeder drei der durch jik (j = 1 bis p — 1; 
i,k =p bis 2p) dargestellten (» — 1)-punktigen Gruppen trigt. 
Durch Ausscheidung jener Centra entstehen aus der Cf. mit den Ele- 
menten ikl, jik, jikl offenbar p — 1 polyedrale Cf., welche symbolisch 
durch jp(p + 1) (p + 2)--- (2p — 1) 2p, wo j —1 bis p —1, be- 
zeichnet werden, und beziiglich die Elemente jik und jikl enthalten; 
lasst man in jeder Cf. tiberall die Zahl j fort, so ergiebt sich die ge- 
wohnliche Bezeichnung einer polyedralen Cf., wo die Punkte durch 
zwei, die Geraden durch drei Zahlen dargestellt sind. 


Jede Cf. x}, enthiilt gewisse Cf. 
p+l p+ 3 
(4¢ 3 - @—1C% ),)> 
, p+1 ee 
welche durch Entfernung von ( 3 ) Punkten in je p — 1 polyedrale 
Cf. 23, zerfallen. Jene Punkte sind die Centra von (p — 1)-Strahlen, 
denen (? . "7 aus diesen x3, , gebildete (p — 1)-punktige Gruppen au 


je dreien eingeschrieben erscheinen. 
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§ 6. 
Eigenschaften der Cf. x‘. 

15. Die Eigenschaften, welche in den §§ 2, 3, 4, 5 fiir die 
Cf, a4 hergeleitet wurden, kénnen leicht ausgedehnt werden auf die 
Cf. x*,, wo jeder Punkt durch s — 1, jede Gerade durch s Zahlen der 
Reihe 1 bis m dargestellt wird, und wo jede Gerade s Punkten, jeder 
Punkt m — s + 1 Geraden incident ist. 

Damit 2%, ein Neben-x-eck besitze, durch dessen Ausscheidung 
eine Zerlegung der Cf. in zwei einfachere Cf. erfolgt, miissen die 
(m—s-+ 1) nach jenen Punkten zielenden Geraden zu je s — 1 
incident sein mit den tibrigen Punkten der zs ; hieraus ergiebt sich die 
Bedingung 


(m —st+i)2—(,"4)—2, 


o—(,"1):(m—s+2) =(,™ ry 9): (s —- 1). 


Je zwei dieser x Punkte diirfen nicht mehr als s — 3 Zahlen in 
ihrer Bezeichnung gemein haben; die obige Anzahl (s — 1)-zahliger 
Gruppen wird daher nur dann erhalten, wenn man jeder Gruppe von 
s — 3 Zahlen noch (m—s-+ 3): 2 verschiedene Zahlenpaare zuordnen 
kann: ist namlich dieser Quotient eine ganze Zahl, so ergeben sich: 


(.a)2EE CF!) = (29) 0-0 


gegenseitig getrennte Punkte. 
Beachtet man schliesslich, dass die Tabelle des Neben-w-ecks im 
Ganzen (s — 1) Zahlen, und jede gleich oft, enthilt, so erhellt, 


wonach 


dass (, wes 2) durch m theilbar sein muss. 

Wenn die Zahlen m und s den Bedingungen geniigen, dass ihre 
Differenz ungerade und (, bets ») gleichzeitig durch m und s —1 theilbar 
sei, so giebt es in der Cf. xt, Gruppen von je 


‘te m 9): (s — 1) 


gegenseitig getrennten Punkten; die Entfernung eines solchen Neben- 
vielecks erlaubt allemal die Trennung der x, in eine Cf. 


Agere o.. 





und eine Cf. 


(SHtt3- 6 Dae’ “Bat ()- 
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16. Ein Hauptvielseit der 2*, muss offenbar aus 


(,"1)+ 


gegenseitig getrennten Cf.geraden bestehen. Indem zur Bildung der 


betreffenden Tabelle jede der (, poss 2) aus s—2 Zahlen zusammen- 


gesetzte Gruppe durch (m — s + 2):2 Paare zu s-zahligen Gruppen 
ergiinzt werden muss, um die erforderliche Anzahl punktfremder 
Geraden zu erhalten, ergiebt sich als weitere Bedingung, dass m— s-+-2, 
daher auch m —s eine gerade Zahl sei. Eine dritte Bedingung er- 
hellt, wie oben, aus der Forderung, dass die Tabelle des Hauptviel- 
seits alle Zahlen gleich oft aufweisen miisse. 


Ist die Differenz der Zahlen m und s gerade und die Zahl 
& band 1) gleichzeitig ein Vielfaches von m und s, so besitet die Cf. x, 


Gruppen von je (, ” 1) :s punktfremden Geraden; durch Entfernung 
eines solchen Hauptvielseits entsteht allemal eine Cf. 


(( ott 1,2? =; (, Pew 1),)° 


17. Bezeichnet man durch i,,i,...%, eine Cf. 2, deren Ele- 
mente durch die Combinationen (s — 1)'** bez, s'* Classe der p 
Zahlen 7, bis i, dargestellt werden, so erhellt, dass die Symbole 
zweier punktfremder in der x‘, enthaltener * héchstens s — 2 Zahlen 
gemein haben diirfen. 

Kine Haupt-2'-Gruppe, d. h. eine Gruppe gegenseitig getrennter 
a, welche zusammen alle Punkte einer 2‘, aufweisen, besteht offen- 


(, 1) 2(e2 1) 


Damit man eine Tabelle fiir eine solche Hauptgruppe construiren 
kénne, muss es méglich sein, hinter jede Combination (s — 2)!" Classe 
der m Zahlen (m — s + 2): (p — s + 2) verschiedene Gruppen von je 
p —s-+2 Zahlen zu schreiben, indem die Gesammizahl der Gruppen 
von je p Zahlen auf diese Weise 


(, "9 pase’ (, 29) 


wird, und diese Anzahl der oben erwihnten Zahl 


(Sado 1) 


bar aus 
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gleich ist. Wird schliesslich wieder der Umstand beachtet, dass die 
Hauptgruppe jede der m Zahlen gleich oft enthalt, so ergiebt sich, dass 


(5"1):(s21)™ 


eine ganze Zahl sein muss. 
Hebt man simmtliche Geraden der Haupt-2*-Gruppe aus der 
a heraus, so verliert jeder Punkt der letzteren p — s- 1 der nach 


ihm zielenden Cf.geraden, und cs entsteht eine neue Cf, mit den 
Indices m — p und s. 


Wenn die Zahlen m, p und s den Bedingungen geniigen, dass 


m—s+2 durch p—s-+2, 
¢ Cs i) durch (? a 1) 
(, ba 1) durch (, P 1) 


theilbar ist, so giebt es in der Cf. x*, Gruppen punktfremder x*. Werden 


die Geraden aller Cf. einer solchen Hauptgruppe aus der x: fortgelassen, 
so entsteht eine Cf. 


a a, Ma | 


18, Auch die Eigenschaften des § 5 lassen sich auf die x*, aus- 


dehnen. Ist nimlich m— s, daher auch m-s eine gerade Zahl, so 
bilden in der z*, die Geraden mit der Bezeichnung 


ik, kak .. + hs-1, 
(wo ¢ eine Zahl der Reihe 1 bis $ (m — s-+ 2) ist und die Zahlen 


k, bis ki, der Reihe + (m —s-+ 4) bis m entnommen sind) 


‘iwc 
s—l 


Biischel von je . (m — s-+ 2) Strahlen mit den Centren 
k, ky ks eee ke; 


m—s+2 eae 
. s—2 


durch die Symbole ik,k,...k,2 dargestellten und in Gruppen von 


und 


denen die 


je $ (m—s-}2) vereinigten Punkte zu je s—1 Gruppen incident sind. 
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Werden jene Centra fortgelassen, so lést die aus den genannten 
Elementen zusammengesetzte Cf. sich auf in + (m — s + 2) Cf., deren 


Punkte und Gerade, wenn man die betreffende Zahl i unterdriickt, 
durch die Combinationen der (s — 2)'*" bez. der (s — 1)' Classe von 


= (m -+-s— 2) Zahlen bezeichnet werden, d. h. in + (m — s + 2) 
Cf. m—", wo t= = (m +s — 2). 


Ist m +-s eine gerade Zahl, so giebt es in der Cf. x*, gewisse Cf. 


(+ m+s—2) m—s+2 (> (m+s—2) 
s—1 X (m—s$2)” . s—1 és ; 


1 
in denen (: ship + (m — s + 2)-Ecke au je s—1 in 
s— 
(? (m + s — 2) 
s—1 
Durch Entfernung der Centra jener Biischel zerfillt die betreffende 
Cf. in = (m—s +2) Cf. x’-* 


: ; 
5 (mts-2) 


) 4 (m — s + 2)-strahlige Biischel beschrieben sind. 


Kampen, im April 1889, 


Nachschrift. 


Nach Abschluss der obigen Arbeit habe ich bemerkt, dass bereits 
1846 Cayley in der Abhandlung ,,Sur quelques théor®mes de la géo- 
metrie de position“ (Crelle XXXI) auf die Existenz von symmetrischen 
aus Punkten und Geraden gebildeten Systemen hingewiesen hat, deren 
Elemente durch die Combinationen der ¢'" und (¢ + 1)'" Classe von 
nm Zahlen dargestellt werden. Sodann hat Herr Schubert 1883 in 
den ,,Hamburger Mittheilungen‘“t eine Notiz ,,Ueber eine gewisse 
Familie von Configurationen“ verdffentlicht, in welcher er dieselbe 
Bezeichnung wihlt, die betreffenden symmetrischen Systeme als ,,Com- 
binations-Configurationen* bezeichnet, die Anzahl der zu deren Be- 
stimmung erforderlichen einfachen Bedingungen aufstellt und eindeutige 
Constructionen dieser Cf. andeutet. Zur Erzeugung dieser Cf. benutzte 
Herr Schubert, ebenso wie Herr Veronese (,,Ueber die Behandlung der 
projectivischen Verhiltnisse m-dimensionaler Riume mittelst Projicirens 
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und Schneidens“ Math. Ann. XIX) kurz vorher gethan, den »-dimen- 
sionalen Raum. 

Schliesslich enthalten die ,,Memorie di Geometria di Ettore 
Caporali“ (Napoli, Pellerano, 1888) ein Fragment (p. 262—265) 
iiber die namlichen Cf., welche er configurazioni elementari d’ordine » 
e classe v nennt; es werden diese Cf. dort in Cf. von niedriger Ord- 
nung und Classe zerlegt, in Uebereinstimmung mit den von Jung 
(Ann. di Mat. XII) gegebenen Zerlegungen. 

In einer Arbeit ,,Ueber die momentanen Bewegungen ebener 
kinematischer Ketten‘‘ (Civilingenieur XXVI, 1880) hat Herr Bur- 
mester Cf. aus Polen (Momentancentra) und gewissen Geraden zu- 
sammengesetzt, welche mit den polyedralen Cf. identisch sind. Er 
zeigt dort, dass die kleinste Anzahl Pole, welche fiir die Bestimmung 
aller tibrigen (daher auch fiir die Construction der z,) ausreicht, fiir 


gerades » gleich 3 m— 2, fiir ungerades » gleich 4 (n+1)—3 


ist; eine solche Gruppe von Polen nennt er eine Constellation. 


Kampen, 15. Septbr. 1889. 











Erweiterung des Begriffes der Invarianten von 
Transformationsgruppen. 


Von 


Witneto Kinume in Braunsberg, Ostpr. 


Die vorliegende kleine Arbeit bietet Ankniipfungspunkte mit 
mehreren Capiteln des Lie’ schen Werkes tiber Transformationsgruppen. 
Besonders eng ist meines Erachtens die Beziehung zum 25. Capitel, 
welches tiber die Differentialinvarianten handelt. Wie man von den 
in meiner Abhandlung mitgetheilten Resultaten zu den Ergebnissen des 
genannten Capitels gelangt und wie man umgekehrt manche der im 
folgenden bewiesenen Siitze aus der Theorie der Differentialinvarianten 
herleitet, soll nicht niher erdrtert werden; es geniige, auf diesen beider- 
seitigen Zusammenhang hingewiesen zu haben. Auch der Schluss des bis- 
her allein erschienenen ersten Bandes von Lie’s Werk liefert ein Resultat, 
welches im folgenden zu erwihnen ist, naémlich den Satz, welchen Herr Lie 
in der Form ausdriickt: Eine endliche continuirliche Gruppe in » Ver- 
iinderlichen ist héchstens (nm + 2)-fach transitiv, wobei er eine Gruppe 
m-fach transitiv nennt, wenn sie mindestens eine Transformation enthilt, 
welche m gegebene Punkte von allgemeiner gegenseitiger Lage in m 
andere beliebig gegebene Punkte von allgemeiner Lage itiberftihrt. 
Recht lose ist der Zusammenhang meiner Arbeit mit dem Capitel 11, 
worin die Definitionsgleichungen fiir die infinitesimalen Transforma- 
tionen untersucht werden. Die im folgenden mitgetheilten Siatze sind 
ubrigens schon seit langer Zeit in meinem Besitz, und ihre Auffindung 
riihrt aus der Zeit her, wo mir die Arbeiten des Herrn Lie noch ganz 
unbekannt waren. Dagegen hat die Abhandlung erst in den letzten 
Tagen ihre endgtltige Form erhalten, so dass hier Herrn Lie’s Kinfluss 
in mannigfacher Weise eingewirkt hat; ich habe nicht nur solche 
Siitze benutzt, welche ich selbstindig gefunden, aber nachtriglich als 
vorher von Herrn Lie bewiesen erkannt habe, sondern ich verwende 
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auch Sitze (z. B. die Theorie der Parametergruppe), welche ich erst 
aus dessen Arbeiten kennen gelernt habe. *) 

Fiir eine Transformationsgruppe sollen die urspriinglichen Variabeln 
mit 2,...%,, die neuen mit y,...Y,, die Parameter mit a,... a, 
bezeichnet werden; dann bestehen die Gleichungen: 


(1) Yi = Pi(%,... 0, Ay. Ar) (tol... n), 


welche im Anschluss an Herrn Lie kurz mit y; = (x, a) bezeichnet 
werden moégen. Ausser dem: Punkte x wihlen wir irgend einen 
zweiten Punkt 2 und lassen diesen durch die Transformation 


yi = 9:(”, @) 
nach y’ iibergefiithrt werden. Dabei soll nicht nur der Punkt 2, son- 


dern nach dessen Wahl auch noch 2 ganz willkiirlich gewaihlt werden 
kénnen. Verbinden wir die 2 Gleichungen: 

(2) Y¥=9i(v,a) und yi = 92, a) 

mit einander, so stellen dieselben eine r-gliedrige Gruppe mit 2n 
Verianderlichen dar. Denn wenn man fiir irgend ein Parametersystem 
a zuerst eine Transformation ausfiihrt und auf die neuen Verinder- 
lichen y, y’ eine Transformation mit einem andern System b von 
Parametern anwendet, wodurch man zu Variabeln 2, 2 gelangt, so 
kann man Parameter c angeben, fiir welche man von 2, 2 direct zu 
e,#@ gelangt. Da somit die Gruppe (2) dieselbe Parametergruppe 
besitzt, wie die Gruppe (1), so sind beide gleich zusammengesetzt 
(man vergleiche Capitel 21 des Lie’schen Werkes). 

Dasselbe ersieht man auch unmittelbar an den unendlich kleinen 
Transformationen. Dieselben mégen fir die Variabeln « mit Xo, fiir 
x mit X,’ bezeichnet werden, so dass X, + X,’ infinitesimale Trans- 
formationen der Gruppe (2) sind, Da aber x und 2 von einander 
unabhingig sind, so ist: 


(X,4+ XX’, X,+ Xp’) = (X, X,) + (Ay Xy') = Aleiag (Xp Xo’). 


Hiermit kann man fortfahren, indem man neue Variabeln x”... x”) 
hinzufiigt; man erhilt also den Satz: 


*) Erst nachdem ich die Arbeit bereits niedergeschrieben habe, sehe ich, 
dass Herr Lie den § 59 seines Werkes den hier folgenden Untersuchungen ge- 
widmet hat. Er gebraucht ebenso den Ausdruck Invarianten und betrachtet 
ebenfalls die r-gliedrige Gruppe mit den 2m Variabeln a’... a, a"... a7; den 


Satz, dass jede Gruppe Invarianten (in diesem Sinne) besitzt, spricht er nicht 
gerade aus, kennt ihn aber ohne Zweifel. Aber gerade diejenigen Resultate, auf 
welche ich das meiste Gewicht lege, finden sich bei ihm nicht angegeben. Ich 
glaube daher die Arbeit auch jetzt noch verdffentlichen zu sollen, ohne an den 
Entwickelungen etwas zu iindern. 
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Wenn die n Gleichungen (1) bei beliebig zu wiihlenden Werthen 
von a,... a, eime Transformationsgruppe darstellen, und wenn man 
neue unbeschrankt verdnderliche Grissen 


Se os st, ee. . EPS 


hineufiigt, sodann auf diese je dieselbe Transformation anwendet, so 
dass man hat: 


(3) y%=9.(%, a), yi. =F. (x, a), y" =(2", a)... y=”, (x), a), 


so stellen diese (v-+-1)n Gleichungen eine r-gliedrige Gruppe mit (v-+-1)n 
Verdnderlichen dar, und diese ist mit der gegebenen Gruppe gleich 
zusammengesetat. 

Vielleicht ist es nicht ohne Interesse, dass der vorstehende Satz 
auch giiltig bleibt, wenn die zu den x hinzugenommenen Variabeln 
nicht willkiirlich sind. So kann man annehmen, 2, ... 2%, seien 
Functionen von 2, ...2, und von gewissen neuen unabhingigen 
Variabeln 4, .. . 2m fiir m <n; ebenso hingen x,”... 2, von 2,...%n; 
2, ++. Sm, U-..m ab u. s. w. Dann bleibt die erste Betrachtung, 
welche zum Beweis des vorstehenden Satzes angestellt wurde und die 
endlichen Transformationen beriicksichtigt, ungeiindert; wie die zweite 
Beweismethode zu iindern sei, ersieht man aus den Entwicklungen des 
Herrn Lie auf den Seiten 541—547; darauf gehen wir hier nicht niher 
ein, wie wir auch die Siitze nicht erwahnen, welche unter der eben 
gemachten Voraussetzung aus den folgenden Entwicklungen hervorgehen. 

Die gegebene Gruppe ist entweder transitiv oder intransitiv. Im 
letzteren Falle, wo ein beliebig gewihlter Punkt durch die simmt- 
lichen Transformationen der Gruppe nicht in jede andere Lage gebracht 
werden kann, giebt es, wie Herr Lie zuerst erkannt haben diirfte, 
Functionen von 2, ...%,, welche durch die Transformationen der 
Gruppe nicht geiindert werden, so dass man, wenn 


A, (@, . - . Ba). - « Ag(@, .. . Be). 
diese Functionen sind, fiir 4 =1...8 identisch hat: 


Aa(y;+++Yn) = Aa (9; (@, @),-.. Pa(@, @)) = Aa(ay.. an). 

Wir nehmen jetzt zu 2, ...2%, die m weiteren unbeschrinkt ver- 
linderlichen Gréssen 2,’...2, hinzu und betrachten die r-gliedrige 
Gruppe in den 2m Variabeln x, 2’. Auch diese ist entweder transitiv oder 
intransitiv. Im letzteren Falle yiebt es Functionen der 2” Variabeln, 
welche sich bei den obigen Transformationen nicht andern; dieselben 
seien B, (a, ... Sa, % »- + Bn), By (%,.. . Buy By oo +My) - + +, Und 
gentigt offenbar, nur diejenigen B,, B, ... hinzuzunehmen, welche von 
den 2s Functionen A,(x) ... A,(”), A,(x’)... As(a#’) und unter 
einander unabhiingig sind. 

Indem wir so fortfahren und zu der durch die Gleichung (2) an- 
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gegebenen Gruppe mit (v-+ 1)m Veriinderlichen tibergehen, kénnen wir 
annehmen, dass (v-++-1)n > r ist. Diese neue Gruppe kann also nicht 
transitiv sein; somit miissen ganz gewiss von einem gewissen Werthe 
von v an Functionen 


Fey. sty & occ.. ctl”... 


vorhanden sein, welche bei jeder Transformation der Gruppe ungeindert 
bleiben. Indem wir solche Functionen im weiteren Sinne auch In- 
varianten nennen, erhalten wir folgende Definition nebst Lehrsatz: 

Jede Function zwischen den Coordinaten eines oder mehrerer Punkte 
eines n-dimensionalen Raumes, welche durch keine Transformation der 
gegebenen Gruppe gedindert wird, mige im allgemeinsten Sinne als In- 
variante bezeichnet werden; wird diese Bezeichnung angewandt, so hat 
jede Gruppe Invarianten. 

Die Auffindung dieser neuen Invarianten bietet keinen Unterschied 
im Vergleich mit dem entsprechenden Problem fiir intransitive Gruppe, 
und entsprechend den beiden von Herrn Lie bezeichneten Wegen kann 
man auch die erweiterten Invarianten auf zweifache Weise finden. 
Man kann entweder von den endlichen Transformationen ausgehen und 
die Parameter eliminiren, indem man eine Function 


F (9, (a, a) .-- @n(a, a), 9, (2, a)... @n(@’, a). . .) 

sucht, aus welcher die a, ...a, verschwunden sind. Dann ist 

F(y, . «+ Far Hi +++ Yu.) Ge, ... Bay H ... Bn-«>)e 
Hier stellt entweder /’ dieselbe Function dar wie G und dann ist G 
selbst eine Invariante, oder beide Functionen sind verschieden, und 
dann muss, da man auch durch eine der Gruppe angehérige Gruppe 
von den y zu den # gelangen kann, die Gleichung bestehen: 

FG, . « «Bay By +. Be oom Gy, .. 2 Sop Hr +++ Po---) 
Demnach ist jede in F’ und G symmetrische Function eine Invariante, 
also speciell 
F(a, 2 ...2) + G(a, x ...2) und F(a, a’,.. a) - G(a, a... 2), 
Wenn nur die inf. Transformationen der Gruppe gegeben sind: 


Xf =>: E.0(a) & ’ 


so geniigt jede Invariante J(a, x’...a‘*)) den r Differentialgleichungen: 


XJ) + X(T) + +++ + XJ) =0 
oder 
J n Od oJ 
D>! {ee F, a be (0) Gar + +++ + Bio (a) r 
Dass von einem gewissen Werthe von v an jede Gruppe Functionen 
J(a, a... 2) besitzt, welche bei allen Transformationen derselben 


t= 0. 


7» 
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ungeindert bleiben, erkennt man auch auf folgendem Wege. Fir 
intransitive Gruppen ist bereits v =; wenn aber ein beliebiger Punkt 
jede beliebige Lage erhalten kann, so sind fiir einen zweiten Punkt 
noch zwei Fille méglich: entweder ist nach Festlegung eines Punktes 
die Lage eines beliebigen zweiten Punktes nicht mehr willktirlich 
(einfach transitive Gruppen), oder auch ein zweiter Punkt kann (wo- 
fern er nicht speciellen Gebilden angehdrt) noch jede Lage innerhalb 
cines -dimensionalen Gebietes erhalten. Jm letzten Falle nehme man 
einen dritten Punkt hinzu und unterscheide wiederum die beiden Fille, 
ob durch Festlegung zweier Punkte die Lage eines jeden dritten 
beschriinkt ist oder nicht. So kann man allgemein die m-fache Transi- 
tivitaét definiren, und da m héchstens eine gewisse Grenze erreichen 
kann (wie Herr Lie beweist, héchstens gleich m+ 2 sein kann), so 
folgt der aufgestellte Satz von neuem. 

Jetzt sei v die grésste Zahl von Punkten, zwischen denen keine 
Invariante besteht; wir nehmen also an, dass es fiir y+ 1 Punkte 
eine oder mehrere Invarianten gebe. Die Zah! derselben sei gleich m; 
dann beweisen wir, dass m héchstens gleich » sein kann, Aus m von 
einander unabhiingigen Gleichungen 


(5) J, (a, a... x) = Const... . J,(x, av . . . a”) == Const. 


kénnen die 2, ,.., vermittelst constanter Werthe und der 2’... x”) 
dargestellt werden. Bestiinde noch eine hiervon unabhingige Gleichung 
zwischen den Variabeln, so muss dieselbe die 2, ...2, wirklich ent- 
halten; setzt man aber die aus (5) folgenden Werthe ein, so dirfen 
in Folge der vorausgesetzten Unabhiingigkeit die 2... nicht 
siimmitlich ausfallen, und man erhilt bereits eine invariante Beziehung 
zwischen den Coordinaten von v Punkten (c. h.). Wenn jetzt wirk- 
lich m von einander unabhingige Beziehungen zwischen den 2, x ., . x") 
vorhanden sind, so muss auch jede invariante Relation zwischen den 
Coordinaten von mehr Punkten sich durch jene’'  Invarianten dar- 
stellen lassen. Zu den Gleichungen (5) kommen natiirlich, wenn ein 
weiterer Punkt 2) beigefiigt wird, noch die Gleichungen hinzu: 


(5*) J, (a, 2’... a”) = Const. ... J, (a, a’... a”) = Const. 
Wiire aber 
K(x, x, x’... x) = Const. 
von den Gleichungen (5) und (5*) unabhingig, so driicke man 
at... an, a... 2 nach (5) und (5*) vermittelst a’... 2) aus. 
Setzt man die erhaltenen Werthe in K ein, so werden sich entweder 
alle Variabeln wegheben, wenn namlich K eine Folge von (5) und 
(5*) ist, oder in der resultirenden Gleichung bleiben gewisse 2’ ...2) 
zurtick; im letzteren Falle bestiinde aber, entgegen unserer Annahme, 
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bereits eine invariante Beziehung zwischen den Coordinaten von 
v Punkten. 

Das unter der eben gemachten besondern Annahme gefundene 
Resultat, dass alle Invarianten sich durch eine endliche Zahl, die 
héchstens gleich m ist, darstellen lassen, gilt ganz allgemein. So sei 
v, +1 die kleinste Zahl von Punkten, zwischen denen invariante Be- 
ziehungen bestehen; deren Zahl sei gleich m,, und dann wissen wir, 
dass m,<m ist. Wenn m, <m ist, so mégen gewisse weitere In- 
varianten hinzukommen. Die erste neu hinzutretende invariante Be- 
ziehung, welche mehr als v, + 1 Punkte betrifft, mége v, + 1 Punkte 
erfordern, und zwar mégen m, derartige hinzu&kommen. Dann ist 
m,-+ m, hdchstens gleich », Man habe nimlich m, invariante Be- 
ziehungen zwischen 2, ... 4%, und den Coordinaten mit den oberen 
Marken 1, 2... , und ebenso m, fiir x und solche Punkte, deren 
Coordinaten die oberen Marken 1, 2, ... v, haben; diese gestatten, 
die a, ... 2%, durch Constante und die Coordinaten mit den obern 
Marken 1, 2... , auszudriicken. Besteht jetzt irgend eine weitere 
Beziehung zwischen 2, x... x™), so kann man hierin die gefundenen 
Werthe von 2%,...2, einsetzen und erhilt eine invariante Beziehung 
zwischen 2 ... 2); diese ist aber nothwendig in den friihern m, 
Relationen enthalten; folglich kann auch die weitere Relation von den 
friihern nicht unabhingig sein. Die gleiche Betrachtung kann man 
fortsetzen und erhiilt so folgenden Satz: 

Alle invarianten Beziehungen, welche zwischen irgend einer Anzahl 
von Punkten bestehen, lassen sich auf eine bestimmte endliche Anzahl 
suriickfiihren, in denen hochstens je n + 3 Punkte auftreten; die Zahl 
dieser von einander unabhingigen Beziehungen ist hichstens gleich n. 

Es wird gut sein, einige Beispiele beizufiigen. Fiir eine Variabele 
giebt es, wie Herr Lie zuerst bewiesen hat, nur drei verschiedene 
Gruppen, deren Transformationen durch passende Wahl der Verinder- 
lichen auf eine der drei Formen gebracht werden kann: 


b 
a+a, ax+b, Sta 


Nach dem vorstehenden Satze giebt es hier immer nur je eine in- 
variante Function, auf welche sich alle Invarianten zuriickfiihren 





lassen; diese ist im ersten Falle 2 — 2’, im zweiten ae > im 
ime: 2-2. 2-5. 
Z2—Zx x -—Z£ 
Fiir zwei Verinderliche giebt es gewisse Gruppen, bei denen sich 
alle Invarianten auf eine einzige, und andere, bei denen sie sich auf 
zwei zuriickfiihren lassen. So hat die finfgliedrige Gruppe: p, 4q, 
px—qy, xq, yp die eine invariante Beziehung 
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se 4 
x x“ a” ; 
yy y” 


die charakteristische Eigenschaft dieser Gruppe besteht eben darin, 
den Inhalt eines jeden Dreiecks constant zu erhalten. Die Gruppe: 
Pp, ~p+yq, «p+ 2xyq (die starre Bewegung einer Lobat- 
schewsky’schen Raumform, wenn die ,,Grenzlinie“ als Element auf- 
gefasst wird) hat die Invariante: 


@—a'? 
Die Gruppe: p, q, «p—ayq hat die Invariante: («—<2’)* (y—y’), 
und die Gruppe: p+q, ep+yq, p+ y*q entsprechend: 


e-a  y— & 
2—y ya 





Andere Gruppen haben zwei Invarianten; so die Gruppe q, p— eyq 
die Ausdriicke « — 2 und (y — y’)e**; die Gruppe: yq, p, xp, 
2p + xyq liisst die beiden Ausdriicke 


y’ 2— x’ y a2 —2” 
a+ «(Od Se 
y “— a y «w«—e2 


ungeaindert. Ebenso bestehen fiir: q, wq... aq, p, p+ ayq 
die Invarianten: 


Gx mice 
| H, Wy ++ + pte 
X — X | 
z a und ° (x, — Ly)’, 
: . rye r 
a Xo é°e.¥ Ui4ve 








%1 Yo °° * Yrs 
wofern apt0—) + y= 0 ist. 

Die allgemeine projective Gruppe des n- -dimensionslen Raumes 
hat » Invarianten zwischen »-+-3 Punkten. Es gentige, dieselben fiir 


den dreifach ausgedehnten Raum anzugeben. Bezeichnen wir die 
Determinante 


| a, * &, 
| ae, pt a,” ; : 
a | mit |1234| 
| x, eee wy, 
| athe ++ al? 


und fiihren fiir andese obere Marken entsprechende Beziehungen ein, 
so ist eine Invariante: 


|1256| (4256) 
[1366| ' |4866| 
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Hier méchte ich zwei weitere Bemerkungen beifiigen: 

1) Jede intransitive Gruppe hat mehr als eine Invariante, oder 
genauer ausgedriickt: Wenn eine Gruppe bereits Invarianten zwischen 
den Coordinaten eines einzigen Punktes besitzt, so muss zum 
mindesten eine Invariante hinzutreten, in deren Ausdruck die Coordi- 
naten mehrerer Punkte wesentlich sind. Man iibersieht dies sofort, 
wenn man bedenkt, dass Beziehungen zwischen den Coordinaten eines 
Punktes nicht im Stande sind, alle Punkte des Raumes festzulegen. 

2) Besonders wichtig ist der Fall, dass eine transitive Gruppe 
eine einzige Invariante besitzt und dass diese nur die Coordinaten 
zweier Punkte umfasst. Hierher gehéren die euklidischen und die nicht- 
euklidischen Raumformen (im engern Sinne). Die starre Bewegung 
der ersteren wird durch die Gleichungen dargestellt: p,, p.%. — px% 
fir +, x=1---m; die Invariante (Abstandsfunction) ist alsdann: 


Ps (a, — a). Fir eine Riemann’sche Raumform kann man n + 1 


Variabele x), 2, +++ 2, durch die Relation > 2? = 1 verkniipfen und 
dann die unendlich kleinen starren Bewegungen durch x py — 2x p, 
darstellen, wobei P z,2, constant bleibt. Herr de Tilly glaubt die 


Theorie des Raumes auf den Begriff des Abstandes griinden zu kénnen. 
Die allerdings etwas unklaren Erwiigungen, welche er zur Erklirung 
dieses Begriffes aufstellt, kommen ihrem Wesen nach darauf hinaus, 
dass eine mit dem Raum zusammenhiangende Gruppe von Transfor- 
mationen eine einzige Invariante besitzt und dass dieselbe schon fiir 
zwei Punkte besteht. Nun zeigt sich aber, dass hieraus keineswegs 
die Folgerungen gezogen werden kénnen, welche Herr de Tilly aus 
dem Begriffe des Abstandes herleitet; demnach ist erwiesen, dass seine 
Folgerungen keineswegs aus der gemachten Voraussetzung fliessen, 
sondern durch die Anschauung hinzugefiigt sind. 

Schon ihrem Begriffe nach sind die hier behandelten verall- 
gemeinerten Invarianten nicht vollstindig bestimmte Functionen, son- 
dern mannigfacher Umgestaltung fihig. Dasselbe ergiebt sich auch 
daraus, dass sie einmal vermittelst der angegebenen Elimination und 
dann durch partielle Differentialgleichungen erhalten wurden. In der 
That, wenn irgend ein Ausdruck invariant bleibt, so gilt dasselbe von 
jeder Function dieses Ausdrucks, und wenn g, und g, Invarianten 
sind, so ist es auch f(g,, g,), wenn f eine beliebige Function dar- 
stellt. Jedes vollstiindige System von Invarianten kann demnach durch 
ganz verschiedene derartige Systeme ersetzt werden. Dennoch ist 
jedes derartige System fiir die Gruppe charakteristisch; denn es gilt 
der Satz: 

Die Gruppe ist durch jedes volistiindige System ihrer verallgemeinerten 
Invarianten eindeutig bestimmt. 
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Um diesen Satz zu beweisen, stellen wir die endlichen Trans- 
formationsgleichungen der Gruppe aus den gegebenen Beziehungen 
her, was immer vermittelst blosser Elimination gelingt. Zuniichst 
wollen wir annehmen, zwischen den Coordinaten von v Punkten be- 
stiinden keine, dagegen zwischen denen von v +1 Punkten gerade n 
von einander unabhingige invariante Beziehungen: 

(6) J; (x, 2’ - ° - x”) = J; (y.y’s- yl) eee Jn (4, 2" + - al”) =dJ, (y,y'>: . y”). 

Aus diesen Gleichungen erhalt man vermittelst Elimination von 
je mn — 1 Variabeln y, -- + y¥-1Yi41+-- Yn die Gleichungen: 

(7) Yi = Gila, w+ ++ a), yf - ++ yl), 

In diesen Gleichungen vertreten, nachdem die 2’ - - - x) beliebig 
gewihlt sind, die y' - - - y”) die Stelle der Parameter; dieselben stellen 
daher die endlichen Transformationsgleichungen dar, und die Gruppe 
enthalt nv willkiirliche Parameter oder ist (m¥v)-gliedrig. 

Die Herleitung andert sich nicht, wenn betreffs der Invarianten 
andere Voraussetzungen gemacht werden. Immer kann man eine Zahl 
vy -+-1 bestimmen, so dass zwischen den Coordinaten 2, 2’ --- x”) 
nm von einander unabhiingige Gleichungen (6) bestehen. Man erhiilt 
also auch wieder die Gleichungen (7), aber jetzt sind nach beliebiger 
Wahl von a ---2 die y'---y nicht mehr ganz willkiirlich, 
sondern zwischen ihnen finden gewisse Relationen statt. Daher ist die 
Zahl der Parameter jetzt kleiner als nv, aber dieselbe lisst sich sehr 
leicht bestimmen, sobald die Relationen selbst gegeben sind. Nehmen 
wir z. B. an, die Gruppe habe nur eine einzige Invariante und diese ver- 
kniipfe die Coordinaten zweier Punkte, so bilden wir die » Gleichungen: 

I(x, a )=JSy,y), I(a, 2")=JS(y,y") +++ d(x, a) =A (y, y). 
Daraus leiten wir » Gleichungen der Form: 
Yi = Oi (@, “+s x), yo ses y™) 


te 
ab. Wenn also die (5) Gleichungen, welche zwischen den y' «+ + y™, 
a’ -+-a bestehen, von einander unabhingig sind, so hat die Gruppe 


(" t ‘) Parameter. 


Es kénnte noch die Frage aufgeworfen werden, ob die Elimination 
nicht auf zwei verschiedene Gruppen fihrt. Statt auf die Beantwortung 
dieser Frage einzugehen, suchen wir aus den Invarianten die inf. Trans- 
formationen, und da wir hier nur ein einziges System finden, ist es 
selbstverstiindlich, dass auch die angegebene Elimination eine einzige 
Gruppe liefert. Die » Gleichungen: 

J, (xa’ +++ x”) = Const. 
variiren wir in Bezug auf die siimmtlichen Coordinaten und erhalten 
die Gleichungen: 
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ad, ad, ‘. ad, 7 
)— DE(gar Ome + Gap Ate + ++ + Foy bap!) =O. 
Hier setzen wir 
Ox = a,dt, x9 = ag dt eee dal? = al dt, 
wo die a, @,--+- entweder von einander unabhingig oder durch ge- 


wisse Beziehungen verkniipft sind. Dann kann man aus den Gleichungen 
(8) die dz, berechnen, weil die J, von einander unabhingig sind und 
J 
demnach die Determinante pet 
e 
verschwindet. Somit sind die inf. Transformationen der Gruppe ein- 
deutig bestimmt. 

Die vorangehenden Untersuchungen haben uns also ein neues 
Mittel gelehrt, die Gruppen eindeutig zu bestimmen, und diese Dar- 
stellungsweise bietet den besonderen Vortheil, dass man manche Eigen- 
schaft der Gruppe unmittelbar iibersieht. 





fiir x, @=1.---+™m nicht identisch 


Braunsberg, den 25. April 1889. 


























Eine besondere Art von Covarianten bildender Operation. 
Von 


Ep. Wiirueiss in Halle a,/S. 


Einleitung. 


In den partiellen Differentialgleichungen zwischen den Ableitungen 
der hyperelliptischen Thetafunctionen nach den Argumenten und den 
Parametern kann man die Differentiation nach den Parametern in der 
Form eines Aronhold’schen Processes darstellen, der dadurch charakte- 
risirt ist, dass er an der Discriminante des Radicanden f(z) der Wurzel- 
grésse in den hyperelliptischen Integralen, die den Thetafunctionen 
zu Grunde liegen, ausgefiihrt, den Werth Null liefert*), Diesem 
Aronhold’schen Process giebt man mit Riicksicht auf die verschiedenen 
Thetafunctionen auch verschiedene Formen. So hat derselbe bei den 
Thetafunctionen mit zwei Argumenten erstens die allgemeine Form 


6 
(1) Dish: 
A=0 


Wo »« 


> (2) Artal? an f(a) — of = 8, 
A4=0 
6 





(2) z= (7) F,a} af * = F = (ab) a2adbi : (xv) 

A=0 
und v,, v, ein willkiirliches Variablenpaar ist; zweitens mit Riicksicht 
auf die geraden Thetafunctionen, wenn 


f(x) = 9 (x) o(2) 


und 


*) Vergl. den Aufsatz des Verf. in den Math. Annalen, Bd. 33, 8. 267. Nur 
ist in den folgenden Formeln — ug an Stelle von u, geschrieben. 
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9 (x) = (7) a;xja, ‘= a2 = B2, 
4 : 
w (2x) => (}) aia %q = a,' = f,° 
ist, die Form =; 
3 3 
3) Giga + DG oer 
wo an a 
i=0 
=|; (ac) az ag og + 5 (ee) oy tee (ee eg + ay ay’) Be} : (xv), 
(4) 


De) G/ aia? ‘= G’ 
i=0 


1 , 2 3 re 1 , , , , ’ 
“= tt (Ga') dz Ay hz? — | WM’) hy tty (Wott, + tg0') Bz} : (xv), 


und endlich drittens beziiglich der ungeraden Thetafunctionen, bei 


denen 
f(x) = (t,%, — t, %) x(x) 
gesetzt wird, wo 


x2) —>'(°) meat att = od = 0h, 
x=0 


die Form 
5 
= @ > 7 — 2 
(5) 2 S054, +h a, — hay 
bei der 


6) 2 > (2) Sater * = Ga rr (aa)aza,as— = ig Matte Oe Bet 3 (xv), 


r 1 _. 
Tx, + Ta, = T—|— 5 arasa + a3 de a (at)} : (wv) 
ist. 


Die partielle Differentialgleichung der Thetafunctionen kann man 
dazu benutzen, um die Entwicklung der Thetafunctionen in Potenz- 
reihen herzustellen: Man erhilt mittels derselben die Glieder héherer 
Dimension im wesentlichen dadurch, dass man den Aronhold’schen 
Process an den Gliedern niederer Dimension ausfiihrt und zugleich 
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V,,; V, gleich u,, u. werden liasst*). Dieser Umstand veranlasste mich 
derartige Operationen, die also 
erstens in der Ausfiihrung des Aronhold’schen Processes mit 
einer Function, welche die Variablen v,, v, enthdlt, an einer 
Covariante mit den Variablen u,, u., und 
zweitens in dem Gleichsetzen der beiden Variablenpaare v,, v, 
und Uy, Uy 
besteht, und die ich analog, wie man den Aronhold’schen Process 
durch @ ausdriickt, mit . 


v= 
bezeichnen will, einer naheren Betrachtung zu unterwerfen, freilich 
nur im engsten Anschluss an die Formen (1), (3) und (5) des Aron- 
hold’schen Processes. Ich habe gefunden, dass es solche Operationen 
0 giebt, die eine Reihe von Covarianten (entweder Covarianten von /, 


o=u 

oder simultane Covarianten von m und yw, oder Covarianten von x mit 

zwei Reihen Variablen) dadurch kenngeichnen, dass, wenn man die 

betreffende Operation 0 an ihnen ausfiihrt, man wieder Covarianten 
vu 


dieser besondern Art erhdlt, wnd dass zur Darstellung derselben nicht 
die stimmtlichen Formen des vollstindigen Formensystems, sondern nur 
eine geringere Anzahl derselben nothwendig sind. 


I. Theil. 
Covarianten einer Form 6, Ordnung. 


§ 1. 

Anschliessend an die Form (1) des Aronhold’schen Processes will 
ich guerst bei einer Grundform 6, Ordnung nachweisen, dass, wie 
behauptet, durch die Operation 0 eine besondere Art von Covarianten 
definirt ist. — sige 

Wie es sich zeigen wird, kommen in den folgenden Entwicklungen 
nur Covarianten vor, deren Grad héchstens gleich 6, und deren Ord- 
nung hoéchstens gleich 10 ist. Da sich nun alle Covarianten durch 
die Formen eines vollstiindigen Formensystems rational ausdriicken 
lassen, so will ich die Tabelle des vollstindigen lFormensystems, 
so weit sie hier in Betracht kommt, zur spiiteren Benutzung an- 
fiihren **): 





*) Vergl. den Aufsatz des Verf. in den Math, Annalen Bd. 29, 8S. 294 u. 297, 
**) Vergl. Clebsch, Theorie der biniiren algebraischen Formen, 8. 296. Ich 


habe nur (f, 1, durch A= = (f,D2— i Ak ersetzt, 
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Ordnung 
Grad 
0 2 4 6 8 10 
: eae 8. | 
2 (hf (tf =k \Gfi=H) 
3) leat Gee) Gon | 
4 |(k, k),—B| (k,k)— A! (AD, (Hb) 
5 1% Dom) (kD, | (H, 0), | 
peed | otc Seen Rated 
| | | (p, )) | 
6 | (L))y—=An | | 
— | | (f: Bs?) | 





Entsprechend der Beschaffenheit von F (vergl. (2)) will ich an- 
nehmen, es sei die Function 


6 
> 6\ 7 
AY = (3) Kat a . 
A4=0 


mit welcher der Aronhold’sche Process 


6 
7] 


bei der Operation 0 ausgefiihrt werden soll, eine Covariante 2. Grades, 


c=u 


welche in den Variabeln v,,v, von der zweiten Dimension ist, so dass 
unter § entweder die zweite Polare von H = H,, d. i. 
H; HH, 
(av)? k (a) = (wo)eks, 
oder endlich — und darunter ist insbesondere auch der Aronhold’sche 
Process (1) mitinbegriffen — ein lineares Aggregat der beiden Co- 


varianten zu verstehen ist. 


Fiihrt man jetzt diese Operation 0 an einer Covariante von / aus, 
o=u4 


so wird der Grad derselben um eins, die Ordnung um swei erhdht. 
Dies ist das wesentlichste Moment und hierauf griindet sich der 
Beweis. 

Es ist demnach 0 f eine Covariante zweiten Grades und achter 


vr=u 
Ordnung, und da sich dieselbe durch die Formen des vollstandigen 
Formensystems muss ausdriicken lassen, so findet man 


oder 
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(1) 0 f=C,H, 


wo C, eine numerische Constante ist. In gleicher Weise schliesst 
man, dass 0 H als eine Form dritten Grades und zehnter Ordnung, 


die sich durch die Formen der obigen Tafel darstellen lassen muss, dass 
(11) 0 H=C,kf. 


Und analog erhilt man: 

(iI) ok = C,,Af + Crp, 

(IV) oA =(,1, 

(V) 9A=C,,47f+ 6, Bf+ C,,Ap + C,,kl, 


vu 


(VI) 3 B= Oy Al + Cum, 
(VI) 8 p = Oylf + Cy, AH + Osh, 

(VHT) 8 = Oy Ak + Oy, 

(IX) 8 m= Oy Ak + Oy Bk + Cy Ad + Cy? 


wo die C,, bez. C,, numerische Constanten sind. 
Diese Gleichungen (I), (II), ..., (IX) zeigen an, dass die neun 
Covarianten 
f, H, k, A, &, B, p, 1, m 
ein in sich ‘geschlossenes System bilden, der Art, dass wenn man auf 
eine derselben die weiter oben in diesem Paragraphen niiher definirte 
Operation 3 anwendet, man einen Ausdruck erhdlt, der aus denselben 


Covarianten gebildet ist. Und hieraus folgt die Richtigkeit der Be- 
hauptung in der Einleitung, dass alle Formen, welche Aggregate dieser 
neun Formen sind, eine besonézre Art von Covarianten bilden, die 
dadurch gekennzeichnet sind, dass man eu Covarianten derselben Art 
gelangt, wenn man die betreffende Operation 3 an einer derselben aus- 


fiihrt. — i 
In den folgenden Paragraphen werde ich mit Riicksicht auf die 
Bedeutung dieser Covarianten fiir die Thetafunctionen die numerischen 


Constanten C, und C,, fiir die drei Fille, dass ¥ gleich H; H:, gleich 
(av)*kS oder endlich gleich F — — (ab) a, az b2: (vv) ist, bestimmen, 
indem ich die Operation d an den Functionen /, H, k,... thatsichlich 


o=u 


ausfiihre. 


s 
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Der Schwerpunkt dieser Rechnung wird hauptsichlich in der Aus- 
fiihrung des Aronhold’schen Processes liegen, und ich will daher schon 
hier zeigen, in welcher Weise sich derselbe bei einer Ueberschiebung 
zweier Formen 

r(z)=97™, s(x) = 3" 
gestaltet. Wenn wieder der Aronhold’sche Process mit 0 bezeichnet 
wird, so ist zu Folge der Bedeutung von 0: 


9 (1%) 8)x— eS eT *(; ata ote) 


dat Oa, 02, 023 





i=0 
a (a— @— 9)! S1(_ 1s (? *) d* (dr (a) 8 (a) 
— oat ‘dat nes ' 


Oat ‘da, 02, 0x3 * 


(m— x)! (n— x)! = , (% o* r (a) * (8 s(x)) 
+ Memes Sy (9) et, Heue) 
i=0 


= (1, 8), + (7, 98)x, 
oder bei symbolischer Bezeichnung, wenn man 
Or(x)—= re, Js(x) = st 
setzt: 


(A) 8 [(rs)*r2 m—x "| = = (rs)* re m—x s* + (r sr m—* ss * 


Speciell folgt noch hieraus, wenn r(x) = s(x), also die Symbole r, 
und s, einerseits und r, und s, andererseits gleichwerthig sind: 


(A’) d[(rs)*rz m—x* Po. *|=—2(rs)*rr ~m—x# . 


Durch diese Formel wird die Ausfiihrung des Aronhold’schen Processes 
an einer Ueberschiebung zweier Formen zuriickgefiihrt auf die Ueber- 
schiebungen dieser beiden Formen, von denen aber je an einer schon 
der Aronhold’sche Process vollzogen ist. 

Ausser dieser Formel werde ich in der folgenden Rechnung, und 
zwar zur Umformung der auftretenden Ueberschiebungen, nur noch 
die fundamentale Identitit*) 


N, — “ — &s\ (Xe 
(B) 2 (m+ Ne — Bary aun ((r, ? 7) a — 








om BI 


+ Ns — 2g —?t + ") ((r; ’ Ts )eunti? 2) atoy-i 


*) Gordan, Ueber das Formensystem biniirer Formen, §, 11. 























Eine Covarianten bildende Operation. 439 


nothwendig haben, in der ,, bez. nm, und », die Orduung der Formen 
r,, bez. 7, und 7, bezeichnen, in der ferner die ganzen Zahlen @,, @,, 
«, den Bedingungen 


Gy + %y OM, % + Oy Om, a + a <M, 
a, (mM, — a, — a) = 0 


gentigen und endlich die Summation tiber ¢ von Null an so weit aus- 
zudehnen ist, bis die Terme verschwinden. 


g 2. 


Es werde bei der Operation 0 der Aronhold’sche Process 


6 
0 “a Ba 34 
zuerst mit der Function 
6 
a (2) asial — Hy Hy 
4=0 


ausgefiihrt, und um dies anzudeuten, soll dem d der Index 1 angefiigt 
werden, 
1) Es ist dann, wie unmittelbar ersichtlich, 


0, /(«) = Hy Hz, 
und hieraus folgt, wenn ich 2; = v; = u; setze: 


8; f(u) = He = Hw), 


oder, wenn ich die Variablen u,, #, nicht anfiihre, indem ich festsetze, 
dass #m folgenden , wenn nichts anderes bemerkt ist, u,, UW. die Variablen 
der Covarianten sein sollen: 

(Ia) é,f=—H. — 

Analog der Bezeichnung im vorigen Paragraphen will ich hier 
setzen, so dass 


(1) Gs — Hy H; , 
und demgemiss 

(2) aia — H? Hi H?, 
(3) Gaza, = H; H; H! 


ist, — 








440 E, Wierneiss, 


2) Zu Folge der Formel (A’) des vorigen Paragraphen ist 
6,H = 6,[(ab)* abs] — 2(ab)* arbi; 
hieraus folgt unter Benutzung der Gleichung (2), in der man 
Y=), w2=—)d, 
und 2, = u,, 2% =u, gesetat hat: 
0,H = 2(Hby A; Ai bt. 
Hierin lasse ich v, in u,, v, in u, tibergehen und erhalte 
8, H = 2(Hb)' HS bs = 2(H, /)», 

oder = 
(IIa) OH sf, 


da, wie aus der Formel (B) fiir 7, = r, = 7, =f und «, = 0, a, = 1, 
a, = 3 hervorgeht, 
3 
(H, fh, = 3 kf 
ist. — 


3) Analog verfahre ich um 0, & zu bestimmen. Hier will ich aber 


vorerst, so lange bis der Aronhold’sche Process ausgefiihrt ist, die 
Variablen z,, x, schreiben, weil ich mit der entstehenden Function 
Ueberschiebungen machen muss. Es ist wiederum nach (A’) 

0, k(x) = 8[(ab)*a2b2] = 2(ad)*azbi, 
oder 

0, k(a) = 2(Hb)'H? H20?, 

wie man erkennt, wenn man in (3) y, = b,, y, = — b, setzt. Die 
rechte Seite entwickle ich in eine Clebsch-Gordan’sche Reihe nach 
Polaren der Ueberschiebungen von H und /: 


(Hb) H? Hb 
= D*(H(2), f(a), — = («e) D(H(2), f(@), + + (wr)? (A(a),f(@),,» 


wo D, bez. D® die einmalige, bez. zweimalige Polarenbildung unter 
Einfiihrung von v,, v, an Stelle von x,, x, bedeutet. Nun ist (H,/f), =0, 
weil eine Covariante dritten Grades und vierter Ordnung nicht existirt, 
und sodann liefert die Formel (B) fiir r, =r, =r, =f und a, = 0, 
a, = 2, a, = 4, bez. a, = 2, a, = 2, a, = 4 die folgenden Ausdriicke: 


(H, fu= 7 Af— FP, 


(4) (H, frosh 


so dass, wenn 


p(x) = Ps) U(x) = le 
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gesetzt wird: 
D? (H(z), f(a), = Aaias — + pipt, 
(H(a), pies: 7 be 


ist. Demgemiiss bekommt man 


O,k(2) = = + Aa’ az — * > pe ps + + (wv)? Ee; 
und hieraus folgt einerseits, wenn man 2, = u,, 2, = u, werden lisst: 
4 10 
(IIfa) Oke Af — 7? 
und andererseits, wenn " 
Ok(x) = ke 
bezeichnet wird: 
" z. 4 10 1 
(5) k= 7 Aa, at — > PePs +7 (wo) i 
und 
(6) kk = <A aa50, — — + Ds pe DP, 


a _[8yoy + 4ly le (yo) (wv) + y(av)']. — 


4) In gleicher Weise wird bei Zuhiilfenahme von (A’) und der fiir 
“x, =b,, x, = — b, ausgerechneten Gleichung (1) 


A= NCO) = 20L Do 
oder, da nach (4) (H,/), = 21 ist: 


(IVa) 8 A= Sl. 


"5) Da dk(a) mit kf bezeichnet wurde, so ist (vergl. (A’)) 

0,A = 0, [(kk'PRK,"] = 2K RK, 

und fiir (Kk)Kk% erhilt man unter Benutzung des Ausdrucks (6): 
(Kk) kek = + A(ak)* asarks— 2 (ph)*ps pil -+ gy lakaks 
+ (Ut) lu key i (wv) + (UEP (wv)? 

und demnach ist 

8 B= a5 Ap — FP (ps Be + ay lh 
Aus der Gleichang (B) folgen sodann fiir 7, =r, =k, r, =f und 
a, =0, a, =—3, a,=—1, bez. a, =0, a, —2, a,—2, da eine 


Covariante dritten Grades und vierter Ordnung nicht existirt, also 
Mathematische Annalen. XXXY. 29 
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(7) (k, f)s = 0 


ist, die Relationen: 
34, th+>Bf= it 


(A, f), += B= (p, kh), +2, 
und hieraus ergiebt sich 


1 i 
(8) (p, %), = 2 Bf— 
Demgemiiss nimmt der Ausdruck von 4, A die Form an: 
(Va) 4, A= Bt F = Ap + stk, — 


6) Ebenso denne man mit Hiilfe von (A’) und (5): 
6,B = 4, [((kk)4] = 2(k ll 


2[ + A(akytas — ° (p k)* p} ++ (en) *R], 





also ist 
3, B= Al—P (p, by tem, 
oder, da (vergl. Formel (B) fir r,—=/, r, =r, =k und a, =O, 
G, = 2, a, = 4) | 


(9) (p, k), =m 
ist: 

8 6 
(VIa) 5, B = 1b Al —a mM. —— 


7) Ferner ist gemiiss (A): 
Op = 9, [(ka)* kid 
= (ka) kak + (ka) kas. 

Hierin ist auf Grund der en (6) und (2): 

(kak a, = + 5 A(ab)' ay andy — a rate Dua + = lias ay 

+ — = (La) ly dy an (Uv) +3 ~ (la)? an (uv), 

(ka) hy a. = (KH) Ke He, 

und demnach ist, wenn wir u,, «, an Stelle von v,, v, setzen: 


8p = 75 AHF (Ps fe tag f+ by Ho. 





Ferner erhalten wir aus (B) fir 7, —=7,=—/, r; =k und a, =0, 
@ =3, a,=1, bez. a, =O, a, —2, a,—2 die folgenden Iden- 
titaiten 
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(10) (H, k), =f — PR, 

a) (pf), = (A, kh), —eU +R, 
und mit Hiilfe derselben geht der Ausdruck von 0, p in 
(Vila) Opal t+ a 4H ye 
iiber. — 


8) Bei der Covariante / nehme ich vorerst ~,, x, als die Variablen, 
weil mit der bei dem Aronhold’schen Process resultirenden Function 
Ueberschiebungen gebildet werden. Ks ist nach (A) 


a,1(2) = 6, [(ka)*a? 
= (Ka)' a? + (ka)‘a:. 
Fiir die beiden Glieder der rechten Seite findet man mittels (5) und (3) 
(ka)*az = = A(ab)‘a3 0: — 2 (pa)*p’ a + + (lay aa’, 
(ka)‘ az = (kH)'H; H?, 


oder, wenn man die einmalige, bez. zweimalige Polarenbildung unter 
Kinfiihrung von v,, v, an Stelle von x,, 2, mit D, bez. D? bezeichnet: 


(ka)‘at = * A D? (fw), f(a)), ++ (wo)? (f(a), £@), | 
—2|D* (p@), f(@), —@»)D (p(@), f@), 


+5 (#0 (p(@), f@), |] +7 D? (Ma), F@),, 
4 (ka)‘az = D?(H(x), k(a)),. 


Hierzu liefert die Formel (B) fir 7, =r, =f, 7; =k und a, = 0, 
a, = 3, a, = 3, bez. a, = 0, a, = 2, a, = 4, bez. a, = 0, a, —4, 


a, = 2, bez. a, = 2, a, = 2, a, = 4 die vier Gleichungen 
(12) (l, fe = | Ak + 24, 
(13) (p, fs = 7 Ak +A—=Z Po 
(H, hk), =— ft Ak— Patsy, 
(14) (P, fo = B; 
ausserdem ist 
(15) (p, f)s = 9, 
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weil eine Covariante vierten Grades und zweiter Ordnung nicht existirt. 
Dementsprechend erhilt man, wenn 


6, 1(a) = 12 
gesetzt wird: 


(16) = AK + $ Ata + (< at — 2° B) wo, 
und hieraus sled speciell 
(VIIa) 6 l= Ak + TA. — 
9) Endlich hat man 
d,m = 9, [(k1)*k: 
= (k1)*hn + (k1)’ ke, 
und da auf Grund der oer (6) und st 
(kl) = + —- A(al) aai — . Pepaccatts ome ~ & ly 
= (10") lute (uv) + 4 > (U ? (wr), 
7 *\27.27,’2 27.2 4 
ia = 5 AMR) RK, + (EA) OS ke + (47-2 B)RR 
ist, so muss 


8, m= FAL fhe — 7 (Pr Oe + Gel + ye AA 


+7 (kh, Oh + Ge 4? — sp B)e 
sein. Hierin ist 
(17) (k, A), = = Bk, 


wie aus der Formel (B) fir 7, = 17,—=—17, =k und a, —0, a, —1, 
a,==3 hervorgeht; sodann folgt aus derselben ferner fiir r, = /, 
r, =k, r,=—1 und a, =0, a, —2, a, = 2, dass 


1 
(PD: = ((f De®), — G9 ® 

oder, da 

(f, D2 = 5 Ak +24 
(vergl. (12)) ist: 

1 
(18) (p, lp = [2 A(k, k), + 2(A, k).| — iP 

1 1 1 
In Folge davon und der Gleichung (12) ae sich 
Ge) 4 mamas Ak — a Bk + = ~AO+ iP. — 
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Wir sind also zu dem Resultaé gekommen: Wenn die Operation 
d mit der Covariante H,' H; ausgefiihrt wird, so besteht das folgende 


Gleichungssystem : 
ae 
ga 
aha pAr~ Be 
eS 


A 
8, A =~ B+ 7 Ap + Zl, 
B= = Al— +m, 

P= % if+— AH—+ RP, 
Ol= 2 Ak+ >A, 


8 17 il . 
3, m= Atk — 3 Bk + ee AA + ZR. 


§ 3. 


Ganz analog wird die Rechnung fiir den zweiten Fall, dass niim- 
lich bei der Operation ¢ fiir den Aronhold’schen Process die Function 


(xv)*k(a) 
genommen wird. Ich will, um diese Operation von derjenigen des 
vorigéh Paragraphen zu unterscheiden, hier dem @ den Index 2 an- 
hiingen. . 

1) Es ist dann 
0,f(#) = (x0)?k(2), 

und hieraus folgt, wenn ich 7,, x, und v,, v, gleich u,, u. werden lasse: 
(Ib) 0, f =0. 


Wie oben setze ich auch hier wieder 

0,f(%) = Gs, 
wo freilich dies a, nicht identisch mit demjenigen in den Gleichungen 
(1), (2) u.s. w. des § 2 ist; aber durch diese gleiche Bezeichnung wird 
gleichwohl kein Irrthum entstehen kénnen, da dieselbe nur voriiber- 
gehend wihrend der Rechnung gebraucht wird. Man hat alsdann 
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(1) as = (av)*ke 
und 


(2) aay = + {x8 (yo)? + BKK, (yo) (wo) + 6A Ki (a v)*}, 
(3) azay = 1 {6K2 Ky (yo)? + Bheky (yo) (wv) + ky (wv)?}. — 
2) Da ferner nach (A’) 


0,H = 0, [(ab)’atb?| = 2(ab)’ arbi, 
so erhalt man mit Riicksicht auf (2) 


2 
(IIb) 8, H=— kf. — 


v=u 


3) Unmittelbar ergiebt sich mit Hiilfe von (3): 
d,k(x) = 4, [(ab)*azbz] — 2(ab)* arb: 
an + {6(kb)’ kebeb: + 8 (kb) heb b; (xv) 
+ (kD 82(av)} 
oder, da (k, f), == 0 ist (vergl. (7) in § 2): ; 
8k (2) = = D* (k(2), f(@)), + se (wry? (k(a), f(x)),, 
wo D? die zweite Polare bedeutet. Demnach ist, wenn wiederum 
0, k(x) = ke 





bezeichnet wird: 


(4) ks = = pips + oe E(x)? 


und 

r3> 2 x 2 i 
(5) Bek = = pipeps + oe Ely 0)? + > lely(yn) (av) + < G(wr)?; 
und ausserdem hat man noch 
(IIIb) ‘ne tp. - 


vu 





4) Sodann folgt aus 
0,A = 0,[(ab)*] = 2(ab)’, 
dass (siehe (1)) 
(1V b) 6,A=21,. — 


o=u 


5) In analoger Weise bekommt man, da 
6, A = 0, [kK YP RK2] = 2(h bP 
ist, bei Beachtung der Gleichung (5): 


. 8 4 
8,0 =F (Pike + lk, 
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oder bei Beriicksichtigung der Formel (8) in § 2: 
(Vb) d, —— Bf. — 
6) Und ebenso findet man, da 
0, B= d[(kk’)*] = 2(kh)* 
ist, wenn man die Gleichung (4) benutzt: 


2 B=2(p,b, + hm 


mithin, da nach (9) in § 2 

(p, k), = . m 
ist: 
(VIb) 0, B=—m. — 


ous 


7) Es ergiebt sich ferner aus 
0, p = 0, [(ka)kiatl 
= (ka) hau + (ka)*kian, 
wenn man die rechte Seite mittels der Formeln (3) und (5) umformt: 


5; p= ls (pa) phat + 3p a6 + = kiki! 


- : (Ps fe + x f+ a k*, 
und hieraus resultirt bei ea von (11) in § 2: 


(VI1b) 4,2= i = >If +7 + 72, 
8) In dem Ausdrucke von 0,1(#), d. i. 
a 0, l(a) = 0, [(ka)*az] = (ka)*az + (ka)*ai, 


ist einerseits zu Folge von (4) 





(ka)‘a? = - (pa) pe ae + a (la) asaz 
—$[D* (p@), f@), — @») D (v@), f@), + 5 @r? (P@, @)),| 
+= D*(\(2), f(@)),, 


(wo D, bez. D® die erste, bez. zweite Polare bedeutet), also mit Hiilfe 
von (12), (13), = und (15) in § 2: 


(ka)‘a «AK +3 5 AiA: + = B(ar)'; 


und andererseits wan * ist 











448 E, Wicrueiss, 


(ka)‘a = (kk kek,’ ip ie 8 (kk’) Kk, (av) +45 5 (kk’)* (av)? 
== AA: +i ~ B(ao)?. 


Demnach hat man, wenn wieder 


0,1(a) = 13 
gesetzt wird: 


(6) = = ARK + 5 AA + 11 Bioo)?, 
und ausserdem speciell 
(VIIIb) oO, l= qy Ak + oA. — 
9) Endlich findet man aus 
d,m = 0, [(kl)?k2| 
= (KI) ki + (kl) ki, 





dass (vergl. (5) und (6)) 
8, m —([F(p, l), + = e)+ Es AA + <(k, A), +=! <5 BK}, 


d. i. mit Beriicksichtigung der Identitiiten (17) und (18) in § 2: 
(IX b) 8, m= — AA + © Bk. — 


Stellen wir die gefundenen Resultate dieses Paragraphen zusam- 
men, so hat sich also fiir den Fall, dass wir bei der Operation 8 die 


Covariante (av)? k* benutzen, das folgende System von Gleichungen 
ergeben: 


af —0, 
ou 
ia Ta ~ 15 Kh, 
. a 
4, & ==?P, 
d,A=2l, 
vo=u 
4 

4,6 6 15 Bf, 
J, B= = am , 


2 1 25 
0, p eed Uf + 5, 


v=u 
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4 : 6 
A, = jp Ah 4- Zz, 


6 8 
3, m= 5 Bk+ 7 Ad. — 


§ 4. 
Wenn bei der Operation & zu dem Aronhold’schen Process eine 
lineare Function von H; Hf und (xv)*ki: 
3(@) = ¢, HA + ¢(av)* ke, 


wo ¢,, ¢, numerische Constanten sind, benutzt wird, so ist, wie un- 


mittelbar klar, 
0 = Cy 0, + Cy 0, . 
v= o=u 


o=u 


So ergiebt sich speciell, wenn ich denjenigen Aronhold’schen Process 
— ich werde ihn mit 6, bezeichnen — nehme, der an der Discriminante 
von f(x) ausgefiihrt den Werth Null liefert, wo also 


F (2) == (ab) agazb2 : (av) = — ; H?H: ad a (a v) ke 
die betreffende Function ist (vergl. (2) in der Einleitung), die Beziehung 
5 
ig a zo ‘es 2s , 22 


Und demgemiiss hat man hier das Gleichungssystem: 


— 3 
— oof - —gm 
§, H= — = kf, 
dk =— Af + 2p, 
5 
a4 athe 2 l, 
y . 4 1 
bo A= ;~Bf— >Ap— Zhi, 
é, B= — < Al +m, 
. 1 2 1 20 
bop =—ef— 5 AH+ ZF, 
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13 3 
8, m= ~~ Ark + Bk—© AA— iP. — 


Dies System von Gleichungen hat hauptsichlich deswegen Be- 
deutung, weil in der partiellen Differentialgleichung der Thetafunc- 
tionen zweier Argumente die Differentiation nach den Parametern, 
wie schon erwahnt, in der Form 0, erscheint. 


Halle a. S., im April 1889. 























Zur Definition der Irrationalzahlen*). 
Von 


Eseru. Inticens in Beckum. 


In dem Band XXXIII, 8. 155 dieser Zeitschrift abgedruckten 
Aufsatze wurde der Nachweis versucht, dass die durch die Weierstrass- 
Cantor’sche Theorie der Irrationalzahlen eingefiihrten Zahlreihezeichen 
nicht bloss abstracte Gedankendinge — denn das sind auch die un- 
benannten rationalen Zahlen — und keine ,,anschauliche“‘ Vielheiten 
sind, sondern bloss als Zeichen fiir das Gegebensein einer Zahlreihe, 
in keiner Weise aber als Ausdruck fiir eine Vielheit (Grésse) gelten 
kénnen, so dass die fiir eigentliche Gréssen geltenden Begriffe: gleich, 
kleiner, grésser, Grenze u. s. w. bei den Zahlreihezeichen auch nicht 
in erweitertem Sinne, sondern nur in einer gédnelich verschiedenen, 
dem iiblichen Sprachgebrauche durchaus fremden Bedeutung angewendet 
werden kénnen. Hier sei nur noch kurz die im Bande XXXIII, 8. 476 
dieser Zeitschrift enthaltene Bemerkung des Herrn Cantor beriihrt, 
dass mit Hiilfe der von ihm eingefiihrten ,,Zablen“‘ eigentliche Gréssen, 
z. B. geometrische Strecken quantitativ genau bestimmt werden kénnten. 


Ist jedoch z. B. 3 nur ein Zeichen, dass die Zahlreihe 1.7, 1.73, 
ye vorliegt, ohne dass im Uebrigen Aufschluss tiber das unter 
V3 verstandene Ding ertheilt oder irgendwie die Abhingigkeit desselben 
von der genannten Zahlreihe angegeben wird, so hat es, wie am 
Schlusse des vorerwihnten Aufsatzes schon bemerkt wurde, keinen 


Sinn, von einer Linie von 7/3 Metern za sprechen. Freilich kann 


eine Linie von /3 Metern als Grenze der Linien von 1.7 Metern, 
1.73 Metern u. s, w. erklirt werden; bei dieser Erkliirung aber hat 
*) Wir wiederholen bei der Veréffentlichung dieses Aufsatzes unsere schon 
zu der ersten Abhandlung des Verfassers gemachte Bemerkung, wonach es uns 
richtig scheint, die Frage der Irrationalzahlen zu miglichst vielseitiger wissen- 
schaftlicher Discussion gelangen zu lassen. Herr G. Cantor hat uns zur Ent- 
gegnung eine ausfiihrlichere Darlegung seiner Theorie in Aussicht gestellt, 
D. Red. 
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das Wort Grenze, da es in eigentlichem Sinne gebraucht wird, eine 
Bedeutung, in welcher es fiir blosse Zahlreihezeichen gar nicht an- 
gewendet werden kann; mithin ist eine soleche Erklarung nicht fiir 
eine Theorie méglich, in welcher /3 nicht tiber die Bedeutung eines 
blossen Zahlreihezeichens erhoben werden kann. 

Wenn demnach die Weierstrass-Cantor’sche Theorie die Zahlreihe- 
zeichen nicht zu Quantitiitsbezeichnungen — wie es die Irrationalzahlen 
doch sein sollen — auszugestalten vermag, und der gleiche Mangel 
auch der Definitionsform des Herrn Dedekind anhaftet, in welcher 
Weise sollen denn die Irrationalzahlen erklirt werden? Die Antwort 
diirfte nicht schwer sein, wenn wir bei der Erklirung vor Allem darauf 
sehen, dass die irrationalen Zahlen ebensowohl, als die rationalen, 
eigentliche Gréssen, wirkliche Quantitiitsbezeichnungen bilden; denn 
sind nicht /3 Minuten oder /5 Meter Gréssen in strengem Sinne des 
Wortes? Senden wir zuniichst einige Bemerkungen voraus, 

Jede Zahl, zum mindesten jede reelle, ist die Bezeichnung fiir 
eine Quantitit (Grésse), ein ,,Wie viel“ von Dingen. Wir wihlen ab- 
sichtlich das Wort Quantitiit, weil man mit dem Worte Vielheit oder 
Menge gewohnlich eine discrete Grésse zu bezeichnen pflegt, wogegen 
das Wort Quantitit auch die stetigen Gréssen umfasst. Die Zahlen, 
mit einander verglichen, werden gleich, kleiner, grésser genannt, je 
nachdem die durch sie bezeichneten Quantitiiten es sind. Zwei Quan- 
titiiten hinwiederum derselben Art heissen gleich (in engerem Sinne), 
wenn sie vollig mit einander tibereinstimmen, sich als solche nicht 
unterscheiden, so dass sie mit einander vertauscht werden kénnen. 
Diese Definition mag zu wenig anschaulich genannt werden; wer jedoch 
den Begriff der Gleichheit im Allgemeinen erfasst hat, kann keinen 
Zweifel mehr bei seiner Anwendung auf Quantitiiten, auf das ,,Wie 
viel von Dingen haben. Die Begriffe: grésser, kleiner, Grenze, bieten 
noch weniger Schwierigkeit. Hine Quantitit heisst grésser, als eine 
andere, wenn sie eine dieser gleiche in sich enthilt, ausserdem aber 
noch einen Ueberschuss ergiebt. Wohl nicht bedarf es der Erwihnung, 
wie fiir eine jede Grésse die Operationen des Addirens, des Sub- 
trahirens, Multiplicirens mit einer ganzen Zahl und des Dividirens 
durch eine solche sich ergeben; es gilt fiir die erwihnten Operationen 
bei jeglicher Grésse ohne Unterschied genau dasselbe, was man iiber 
diese Operationen der ganzen Zahlen zu sagen pflegt. 

Haben wir solchermaassen die Begriffe der Gleichheit, des Grésser- 
und Kleinerseins, der Grenze, sowie die Rechnungsoperationen, wenigstens 
die vorgenannten, fiir eine jede Quantitit erklart, so scheint die Kin- 
fihrung der irrationalen Zahlen als eigentlicher Gréssen keine beson- 
deren Schwierigkeiten zu bieten; und zwar wiihlen wir wohl am zweck- 
missigsten denselben Ausgangspunkt, den Herr Cantor in seiner 
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Theorie genommen hat. Nachdem niimlich die rationalen Zahlen 
erklirt sind, lisst sich zeigen, dass es Reihen von Rationalzahlen 
1» Po, Ps,,-- der Art geben kann, dass bei jedem vorgegebenen, 
beliebig klein gewiihlten ¢ die Differenz p,;, — gp, von cinem bestimm- 
ten » ab kleiner ist als ¢, wie gross auch r genommen wird, dass 
aber dennoch fiir die Reihe ein rationaler Grenzwerth nicht existirt. 
Nun giebt es ‘aber, wenn g,, gy. u. 8s. w. die Maasszahlen stetiger 
Gréssen bedeuten, Fille, in denen eine Grosse existirt, welche den 
Grenzwerth der Gréssen g,, g, u. s. w. bildet. Dieser Umstand, dass 
es also Quantitiiten giebt, welche nicht rational sind, aber den Grenz- 
werth einer Reihe rationaler Quantititen bilden, veranlasst uns, ganz 
allgemein und unabhiingig davon, ob die Glieder der Reihe discrete 
oder stetige Gréssea bezeichnen, in allen Fillen, wo Reihen der vor- 
bezeichneten Art vorliegen, Quantititen zu denken, welche Grenzwerthe 
dieser Reihen sind, somit die irrationalen Zahlen als angenommene 
Grenzwerthe genannier Reihen einzufiihren. Hierbei wird keineswegs 
die ,, Existenz“ der Grenze priisumirt, d. h. es wird nicht allgemein 
behauptet, dass es Dinge in einer solchen Quantitiit gebe oder geben 
kénne, dass leiztere der Grenzwerth genannter Reihen ist, sondern die 
angenommenen Grenzwerthe sind, wenigstens allgemein genommen und 
ohne Riicksicht auf Dinge, deren Quantitit sie ausdriicken sollen, blosse 
Fictionen, gedachte Gréssen. In dem Begriffe solch’ fingirter Gréssen 
liegt kein Widerspruch, und muss deshalb ihre Einfiihrung von dem 
rein formalen Standpunkte der Mathematik aus statthaft sein; ja es 
diirften auch, beiliufig bemerkt, selbst die gebrochenen Zahlen in ihrer 
Allgemeinheit am natiirlichsten als ,,angenommene“ Vielheiten zu 
erkliren sein. 

Es sei auch noch kurz darauf hingewiesen, dass die vorstehend 
gegebene Definitionsweise eine rein arithmetische ist. Die Heranziehung 
stetigery Gréssen ist nur geschehen, um den niichstliegenden Anlass 
zur Kinfiihrung der irrationalen Zahlen anzugeben, doch ist die auf- 
gestellte Definition derselben ganz unabhingig von der Stetigkeit der 
Gréssen, und wiire auch ohne Erwihnung des genannten Anlasses 
ebensowohl méglich gewesen. 

Weil sodann bei dieser Einfiihrungsweise die irrationalen Zahlen 
eigentliche Gréssen, wenn auch blos gedachte, bezeichnen, so brauchen 
nicht, ja kénnen nicht einmal die Definitionen der Gleichheit, des 
Grésser- und Kleinerseins, sowie der Grenze, fiir sie besonders auf- 
gestellt werden, sondern sind nach dem oben tiber jede Grésse Gesagten 
bereits gegeben, und deshalb war es auch mdglich, von vornherein 
die Bezeichnung Grenzwerth auf sie anzuwenden. Man giebt daher 
bei vorstehender Einfiihrungsart nicht eine Definition der Gleichheit, 
sondern nennt bloss ein Kriterium derselben, wenn man sagt, zwei 
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irrationale Zahlen, welche den Grenzwerth der Reihen g,, ,,... und 
v,, U.,--. bilden, seien gleich, wenn lim (9, — %,) = 0 ist. Ein 


Gleiches ergiebt sich fiir die Rechnungsarten ; die Bedeutung der 
Summe oder Differenz zweier Irrationalzahlen (resp. einer irrationalen 
und einer rationalen Zahl), desgleichen des Productes derselben mit 
einer rationalen Zahl und ibrer Division durch eine rationale Zahl ist 
nicht erst zu definiren, sondern nach dem oben tiber jede Grosse 
Gesagten und nach Einfiihrung der rationalen Zahlen von selbst 
gegeben. Es verbleiben nur, wenn wir bloss die vier elementaren Species 
beriicksichtigen, das Multipliciren und Dividiren zweier Irrational- 
zahlen mit resp. durch einander; fiir diese Rechnungsarten sind 
freilich Festsetzungen ndthig; letztere kénnen in iiblicher Weise 
erfolgen; sind nimlich zwei Irrationalzahlen die Grenzen der Reihen 
1, Po, --- und y,, %,...-, So nennt man lim (g, . %,) ihr Product, 


lim (g» : ¥,) ihren Quotienten. 


Schliesslich sei noch gestattet, nochmals hervorzuheben, dass es 
der dargelegten Kinfiihrungsart wesentlich ist, von dem allgemeinen 
Begriffe der Quantitiit, des ,, Wie viel‘‘ von Dingen auszugehen, und 
gleich von vornherein fiir eine jede Quantitét die Definitionen der 
Gleichheit u. s. w., sowie die mehrfach genannten Rechnungsopera- 
tionen festzustellen, wogegen die herrschenden Theorien meistens 
umgekehrt verfahren, und die Definitionen der Gleichheit u. s, w. 
zunachst nur fiir die ganzen Zahlen aufstellen, und dann erst schritt- 
weise auf andere Zahlen zu iibertragen suchen. Es hat ein solches 
Verfahren naturgemiiss den Vortheil, dass der Begriff der Gleichheit 
anschaulicher definirt werden kann. Wenn man dann aber zur Ein- 
fiihrung der Irrationalzahlen der Reihe g,, p,, 9;,... ein neues Ding 
b zuordnet, so muss man dieses 6 entweder gleich von vornherein als 
Ausdruck fiir eine Quantitaét auffassen oder nicht. Im ersten Falle 
wird man nicht umhin kénnen, 6 in rein formaler Weise als eine 
angenommene Grésse zu betrachten, im zweiten aber ist b, sofern man 
es nicht fiir ein blosses Zeichen dafiir, dass eine Zahlreihe vorliege, 
ansehen will, ganz unbestimmter Natur, ein ganz beliebig zu wiahlen- 
des Ding, dessen Abhingigkeit von der Zahlreihe durch keinerlei 
Gesetz bestimmt wird. Ich kann mir unter b z. B. eine Farbe oder einen 
Laut denken; die letzte Aeusserung mag héchst absonderlich klingen, 
und doch scheint mir ihre Berechtigung zweifellos; denn was soll 
mich an der angegebenen Wahl hindern, da ja 6 ganz unbestimmt 
gelassen wird? Ich kann also auch der einen Reihe 9,, 92, 3, --- 
eine Farbe, der anderen y,, %, ¥3,..+- einen Laut zugeordnet denken ; 
es wird aber wohl Niemandem in den Sinn kommen den Laut je 
nach Beschaffenheit der Reihen ,, kleiner“ oder ,,grésser“ als die Farbe 
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zu nennen; ganz gewiss aber wiirden durch eine solche Benennungs- 
weise weder die Farbe, noch der Laut, also auch nicht die Dinge 
b, b' u. ss w. zu ,,Gréssen“, auch nicht in erweitertem Sinne. 
Vielleicht macht man den Einwand, dass man der Zahlreihe nicht ein 
beliebiges Ding, sondern eine ,,Grésse“ zuordnen, letztere aber nicht 
als eigentliche Quantitiit, sondern als Grésse im weitesten Sinne nehmen 
miisse, etwa nach der Grassmann’schen Definition als ein Ding, 
welches einem andern gleich oder ungleich gesetzt werden soll, Bei 
dieser Definition werden aber die Begriffe gleich und ungleich ent- 
weder in ihrer ganz allgemeinen Bedeutung genommen, so dass auch 
Téne und Farben je unter sich gleich oder ungleich genannt werden, 
also ,,Gréssen“ sind; oder aber man fasst die Gleichheit und Ungleich- 
heit in engerem Sinne, als eine quantitative, und dann liegt eine 
definitio per definiendum vor. 


Beckum, 27. Miirz 1889. 
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Sopra un teorema del sig. Netto 
di 


E. Berti in Pavia. 
(estratto di lettera al sig, M. Noether in Erlangen), 





..+ Dal teorema contenuto nella mia lettera a Lei diretta (Questi 
Annali, t. XXXIV, pag. 447) si pudé ricavare immediatamente un 
teorema dovuto al sig. Netto-(Acta mathem. t. VII, pag. 101. — Cfr. 
anche t. VI, pag. 105). Infatti si indichino con hk, 1, a i numeri 
relativi ai punti comuni a due curve f= 0, mo =O (affatto distinte); 
cioé con k® la moltiplicita del punto comune per la prima curva, I 
quella per la seconda e a il numero delle intersezioni assorbite. Si 
prenda dei numeri 

alt) — Kl 10 + ko oe 1 — 1 = af) — (ko a 1) (Ww = 1) 

il massimo e sia, per fissare le idee, a —(kK—1)(/—1). Allora, se 
F'=0 rappresenta una curva che passa (semplicemente o no) per i punti 
comuni alle due curve, segue subito dal teorema della mia lettera che 
esistono due funzioni A, B tali che si ha identicamente 
(1) Fe-0-00-9) = Af + Bg; 
che é il teorema del sig. Netto, colla differenza che qui l’esponente 
della potenza di F é generalmente minore di quello indicato nel detto 
teorema (1. c. pag. 104), che @ il massimo dei numeri ae. Giacché, se 
dicasi «’ questo massimo, si ha 

a’ >a >a — (k—1) (I—]); 
onde l’esponente @ minore se a >a, ovverosek >1ed/>1. Ad es’, 
per due curve di 3° ordine aventi un punto doppio comune colle stesse 
tangenti l’esponente che qui si trovaé 5, invece che 6. Per maggiore 
chiarezza si pud aggiungere che, se l’identita del sig. Netto @ 


(2) F*=A,f+ Big, 
da questa e dalla (1) segue, posto @ = a’ — [a—(k—1)(l—1)], 
(3) {(A,—AF*) + 9(B,— BF) = 0, 


donde, essendo f, m funzioni prime fra loro, 
A, — AF* = Hg, 
B, — BF* = Kf, 
le quali, sostituite nella (3), damno H+K=0. Adunque la forma 
generale delle A,, B, @ 
A, = AF*’+H9, 
B, = BF* — Hf; 
e se ne conclude che si passa dalla (2) alla (1) dividendo per F... 
Pavia, 18, Decembre 1889. 














Paul du Bois-Reymond. 


In Paul du Bois-Reymond betrauern wir einen Mann, der, wie er 
in der Wissenschaft durch seine Forschungen einen bleibenden Namen 
sich erworben, so auch in der Erinnerung der Freunde durch die 
scharfgeschnittenen Ziige einer eigenartigen Persénlichkeit ein bleiben- 
des Bild und eine fiihlbare Liicke zuriickgelassen hat. 

Die glinzenden Gaben des Geistes, welche ihm die Natur verliehen 
hatte, wurden entfaltet und entwickelt unter dem befruchtenden Einfluss 
giinstiger Umstiinde und eines reichen Lebens. Paul du Bois-Reymond 
wurde geboren am 2. Dezember 1831 in Berlin als Sohn des dort an- 
gesessenen Neuenburgers Felix Henri du Bois-Reymond, der als social- 
politischer Schriftsteller, als Sprachforscher und héherer Verwaltungs- 
beamter einen geachteten Namen und angesehene Stellung besass. 

Die Mutter entstammte der franzésischen Colonie in Berlin und 
dem entsprechend war die Sprache des elterlichen Hauses und die 
Erziehung, die Paul mit seinem ilteren Bruder Emil, dem beriihmten 
Physiologen, gemeinsam hatte, vorwiegend franzésisch. Die Séhne 
sprachea mit dem Vater nie ein deutsches Wort. Mit Liebe hat Paul 
stets an den Erinnerungen des Vaterhauses gehangen und das Verhiilt- 
niss unter den Geschwistern war ein sehr inniges. 

An sein romanisches Blut, die Hinfliisse des franzésischen Elemen- 
tes in seiner Jugend, das sich mit einer gut deutschen Gesinnung wohl 
vertrug, mahnten manche Ziige seines Wesens, die Lebhaftigkeit seines 
Temperamentes , die Vielseitigkeit und Gewandtheit seiner Conversation, 
die Fiille treffender Bilder, die er im miindlichen und schriftlichen 
Ausdruck einzuflechten liebte. 

Seine Vorbildung erhielt Paul du Bois-Reymond auf dem fran- 
zosischen Gymnasium in Berlin, dem Collége in Neuchatel, und dem 
Gymnasium zu Naumburg. Sein Universitiitsstudium, welches zuniichst 
der Medicin galt, begann er in Ziirich (1853). Schon damals hat er 
mit seinen Freunde Adolf Fick gemeinsam eine bedeutende Unter- 
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suchung iiber den blinden Fleck im menschlichen Auge angestellt und 
verdffentlicht. 

Allein er blieb nicht bei der Medicin; seine Neigung fiir die 
Mathematik war unwiderstehlich. Sie trieb ihn nach Koénigsberg, wo 
damals Franz Neumann in der Bliithe seiner Thitigkeit stand und 
daneben Richelot das mathematische Studium mit der ihm eigenen 
Begeisterung und Hingabe leitete. 

Hier wurde du Bois-Reymond zuniichst auf die mathematische 
Physik gefiihrt, wobei ihn seine ausgezeichnete Beobachtungsgabe, die 
auch den alltiglichsten Erscheinungen eine interessante und lehrreiche 
Seite abzugewinnen wusste, unterstiitzte. Und wenn er auch spiiter 
der reinen Mathematik sich zuwandte, so wurden doch durch den Aus- 
gangspunkt von der mathematischen Physik Richtung und Ziele seiner 
spiteren Forschungen wesentlich bestimmt. 

Im Jahre, 1859 promovirte er in Berlin mit einer Dissertation 
»de aequilibrio fluidorum“ nachdem bereits mehrere die Kapillaritits- 
erscheinungen betreffende theils theoretische theils experimentelle Unter- 
suchungen vorhergegangen waren. 

Mehrere Jahre wirkte er nun als Oberlehrer der Mathematik und 
Physik am Friedrich-Werder’schen Gymnasium in Berlin, eifrig be- 
schiftigt mit mathematischen Studien, denen als erste Frucht seine 
,, Beitrige zur Interpretation der partiellen Differentialgleichungen mit 
drei Variablen“ entsprang, ein bedeutendes Werk, das gewissermassen 
das Programm seiner spiiteren Forschungen enthilt, und Zeugniss 
eines hervorragenden Talentes ist, welches fern von jedem Zwang 
einer mathematischen Schule und unbeirrt durch hergebrachte Mei- 
nungen seine eigenen Wege geht. Ankniipfend an die von Monge 
geschaffene Theorie der Charakteristiken, die er in hohem Masse 
fruchtbar zu machen weiss, zeht der Verfasser in dieser Schrift weniger 
darauf aus, die Integration der partiellen Differentialgleichungen in 
einzelnen Fallen zu lehren, als vielmehr den Inhalt und die Bedeutung 
einer partiellen Differentialgleichung und ihrer Integrale geometrisch 
anschaulich synthetisch zu entwickeln. 

Im Jahre 1865 siedelte P. du Bois-Reymond nach Heidelberg iiber, 
um sich der akademischen Laufbahn zu widmen, Es war damals noch 
die goldene Zeit der Naturwissenschaften an der Heidelberger Uni- 
versitat, wo der gefeierte Name Bunsens die Chemiker aus der ganzen 
Welt heranzog, wo die Entdeckung der Spectralanalyse durch Kirchhoff 
und Bunsen noch in frischer Erinnerung lebte, wo Helmholtz als 
Lehrer der Physiologie und als Forscher auf dem Gebiete der mathe- 
matischen Physik gliinzte und Hesse durch seine analytische Geo- 
metrie Sinn fiir elegante Form in mathematischen Untersuchungen 
unter seinen Schiilern weckte. 
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Hier trat Paul du Bois-Reymond in einen wissenschaftlich ange- 
regten Kreis und war, da er selbst viel beizusteuern hatte, tiberall 
gern aufgenommen. In jener Zeit war es auch, wo der Schreiber 
dieser Zeilen mit ihm bekannt wurde, und wo sich eine Freundschaft 
ankniipfte, die auch nach der raumlichen Trennung Stand hielt, bis 
der Tod sie léste. 

Paul du Bois-Reymond war eine durchaus urspriingliche Natur, 
die sich nicht zu verstellen, nicht zuriickzuhalten wusste, sich immer 
gab, wie sie war und empfand. Wihrend ihm nichts ferner lag, 
nichts unsympathischer war, als einem Modeinteresse nachzugehen, 
hatte er ein warmes Gemiith fiir die Natur, er liebte die Musik und 
liess selten eine Gelegenheit ungenutzt voriibergehen, eine Mozart’sche 
Oper oder eine Beethoven’sche Symphonie mit anzuhéren. In den 
seinem Fache verwandten Wissenschaften hatte er ein eindringendes 
Verstiindniss und ein scharfes und treffendes Urtheil tiber Werth oder 
Unwerth einer neuen Erscheinung. 

Im Mittelpunkt seiner Interessen siand aber immer und jederzeit 
seine eigene Wissenschaft die Mathematik, und keine Unterhaltung 
war ihm willkommener als ein Gesprach mit einem Fachgenossen tiber 
die ihn bewegenden wissenschaftlichen Fragen. Er war ein stets auf- 
gelegter fréhlicher Geselle beim Glase oder bei Ausfliigen, die er sehr 
liebte und durch seine treffenden Beobachtungen und seinen guten 
Humor zu beleben wusste; er konnte aber auch riicksichtslos scharf 
und verletzend sein, wo er sich gekriinkt glaubte oder wo er auf An- 
schauungen stiess, die ihm verwerflich erschienen. Solche Anliisse 
boten sich mannigfach in den aufgeregten Tagen des Jahres 1866, wo 
er mit seinem ganzen Herzen auf der Seite Preussens stand. 

Im Verkehr mit seinen Zuhérern, deren er schon als Privatdocent 
einen ansehnlichen Kreis um sich versammelte, denen er auch ausser 
der Zeit, der Vorlesungen manche Stunde widmete, wirkte er sehr an- 
regend, wie die zahlreichen aus seiner Schule hervorgegangenen 
grésseren und kleineren Publicationen beweisen, und mancher seiner 
Schiiler hat sich bereits einen geachteten Namen als Lehrer an einer 
Hochschule und als wissenschaftlicher Forscher erworben. 

Die ersten Arbeiten, die du Bois-Reymond in seiner Heidelberger 
Zeit verdffentlichte, bezogen sich noch auf die partiellen Differential- 
gleichungen. Bald jedoch fihrten ihn diese Studien auf die genauere 
Untersuchung des wichtigsten Hilfsmittels bei der Integration der 
partiellen Differentialgleichungen, der Fourier’schen Reihen und Inte- 
grale und der verwandten Siitze, die er unter dem Namen der ,,Dar- 
stellungsformeln‘‘ zusammengefasst hat. Dieser Gegenstand hat seine 
Arbeitskraft am lingsten beschiiftigt, und dieser Zweig der Analysis 
verdankt ihm wesentliche Fortschritte. 
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Die Theorie der Fourier’schen Reihen war durch die beriihmte 
Dirichlet’sche Untersuchung (im 4" Band des Crelle’schen Journals) 
zwar fiir eine grosse Classe von Functionen vollendet, sie forderte aber 
nach zwei Seiten hin eine Weiterfiihrung und Verallgemeinerung; 
einmal handelte es sich um die Frage, wie man andere allgemeinere 
Functionen als die trigonometrischen zu analogen Darstellungen be- 
nutzen kénnte, andererseits darum, wie der Kreis der Functionen 
abzugrenzen sei, welche eine solche Entwicklung zulassen. Dirichlet 
hatte bei seiner Untersuchung solche Functionen ausgeschlossen, welche 
unendlich viele Maxima und Minima haben, war aber, wie es scheint, 
des Glaubens, dass auch auf diese Functionen und besonders auf alle 
stetigen Functionen die Fourier’schen Entwicklungen anwendbar seien. 
Arbeiten von Lipschitz und Riemann hatten die Untersuchung von 
Dirichlet zwar weitergefiihrt und manches Neue hinzugefiigt; aber der 
Beweis fiir die Entwickelbarkeit aller stetigen Functionen stand immer 
noch aus als du Bois-Reymond den Gegenstand aufnahm. Nachdem 
alle Versuche, einen strengen Beweis zu finden, fehlgeschlagen waren, 
gelangt er erst zu dem Zweifel an der Richtigkeit und endlich zum 
Beweis der Unrichtigkeit, indem er eine zwar stetige aber mit unendlich 
vielen Maximis und Minimis behaftete Function bildet und discutirt, fiir 
welche er die Divergenz der Fourier’schen Entwicklung nachweisen kann. 

So ist also diese Frage zu einem dem erwarteten und gesuchten 
ganz entgegengesetzten Abschluss gebracht und wenn auch damit das 
letzte Ziel, nothwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Ent- 
wickelbarkeit einer Function .zu finden, welches du Bois-Reymond 
itiberhaupt fiir unerreichbar hielt, nicht gewonnen ist, so ist doch zum 
erstenmal, wenn der Ausdruck gestattet ist, eine obere Grenze fiir 
den Bereich der entwickelbaren Functionen gegeben. 

Die Resultate dieser Untersuchungen tiber die Fourier’schen Dar- 
stellungsformeln sind in mehreren Abhandlungen , die theils im Crelle’- 
schen Journal, theils in diesen Annalen und in anderen Zeitschriften 
erschienen sind, am Ausfiihrlichsten und im Zusammenhang in einer 
in den Schriften der Miinchner Akademie vom Jahre 1876 abgedruckten 
Abhandlung dargestellt. 

Das wichtigste Hilfsmittel dieser Untersuchungen war ihm der 
Mittelwerthsatz fiir bestimmte Integrale, in dessen Besitz er schon 
friihzeitig war, der, wenn er auch von Weierstrass bereits gekannt 
und in Vorlesungen erwahnt war, doch von du Bois-Reymond selb- 
stindig gefunden und zuerst in voller Allgemeinheit bewiesen wurde, 
und daher mit Recht unter dem Namen des du Bois-Reymond’schen 
Mittelwerthsatzes bekannt ist, ein Satz der bei der Untersuchung 
bestimmter Integrale, namentlich wenn es sich um die Frage nach der 
Umkehrbarkeit vielfacher Integrale handelt, von grésstem Nutzen ist. 
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Durch diese Untersuchungen wurde du Bois-Reymond mehr und 
mehr auf die fundamentalen Fragen der reellen Functionentheorie ge- 
fiihrt, wobei ihm seine Beziehungen zu Weierstrass, die er sehr hoch 
schiitzte und durch hiiufige Besuche in Berlin zu pflegen suchte, sehr 
férderlich waren. In den sechziger Jahren wurde, angeregt durch Rie- 
mann und Weierstrass, die Differentiirbarkeit und die Méglichkeit 
stetiger Functionen ohne Differentialquotienten lebhaft unter den Mathe- 
matikern erértert. Du Bois-Reymond gehérte zu denjenigen, welche 
lange an der Existenz solcher Functionen zweifelten; seine Arbeits- 
richtung wies ihn aber mit Nothwendigkeit auf eine Entscheidung 
dieser Frage hin, und das von ihm selbst verdffentlichte Beispiel, auf 
welches ihn Weierstrass hingewiesen hatte (Versuch einer Classification 
der willkiirlichen Functionen reeller Argumente nach ihren Aenderungen 
in den kleinsten Intervallen, (Journal f. Mathem. Bd. 79) musste schliesslich 
den hartnickigsten Zweifler tiberzeugen, wenn er Sich nur die Miihe 
nahm, dem einfachen Beweise Schritt fiir Schritt Zu folgen. 

Jahren trug sich du Bois-Reymond, wie er selbst in einer im 
Jahre 1878 an die Fachgenossen versandten Ankiindigung berichtet, 
mit dem Gedanken, die Ergebnisse seiner Forschungen systematisch 
darzustellen, ausgehend von einer philosophischen Erérterung der 
Grundbegriffe der Zahl, der Stetigkeit und der Grenze. Der im Jahre 
1882 erschienene erste Theil der ,,allgemeinen Functionentheorie“, 
»,Metaphysik und Theorie der mathematischen Grundbegriffe: Grosse, 
Grenze, Argument und Function“ war das erste Ergebniss dieser 
miihevollen Bestrebungen. Dem ersten Theil, der auch in’s Franzé- 
sische tibersetzt wurde, ist ein zweiter Theil nicht mehr gefolgt. In 
diesem Werk wendet er sich gegen die rein formale Auffassung des 
Zahlbegriffs; nur unter der Voraussetzung eines gezihlten oder ge- 
messenen Objectes hat ihm die Zahl eine Bedeutung, und so kommt 
er zu dem Schluss, dass zwei grundverschiedene Auffassungen mdglich 
und berechtigt sind, die er die idealistische und die empiristische 
nennt, deren jede in ihrer Weise zum Ziele kommt. Die Darstellung 
dieser entgegengesetzten Standpunkte kleidet er in die belebende Form 
einer Controverse zwischen dem Idealisten und Empiristen, von denen 
der erste seinen Grundsatz, den Glauben an die wirkliche Existenz 
des unendlich Grossen und ‘unendlich Kleinen, der andere seinen ent- 
gegengesetzten Standpunkt und seinen Widersprach gegen die An- 
nabme genauer Maasse begriindet. Zu einem Austrag wird der Streit 
nicht gebracht, sondern beide Systeme gehen neben einander her und 
bestehen mit einander. Es ist aber hier nicht der Ort und in der 
Kiirze nicht méglich, auf das Kinzelne dieser originellen Betrachtungs- 
und Darstellungsweise und das Fiir und Wider einzugehen. 

In der letzten Zeit seines Lebens hat du Bois-Reymond diesen 
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Speculationen, bei denen, wie er oft aussprach, die Ergebnisse in 
allzu ungiinstigem Verhiiltnisse zu der aufgewandten Zeit und Arbeit 
stehen, sich abgewandt und ist, getreu seinen ersten Interessen, zu 
den Arbeiten seiner jiingeren Jahre, den partiellen Differentialglei- 
chungen, zuriickgekehrt. Die letzte kurz vor seinem Tode im Journal 
fiir Mathematik erschienene Arbeit ,,Ueber lineare partielle Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung“ kniipft unmittelbar an sein erstes 
grésseres Werk, die ,,Beitrige“ an und sollte der Ausgangspunkt fiir 
eine Reihe von weiteren Forschungen sein, von denen wir uns noch 
manchen Aufschluss hiatten versprechen diirfen. 

Ueber die Lebensschicksale du Bois-Reymonds ist wenig noch 
nachzutragen. Im Jahre 1870 wurde er als ordentlicher Professor an 
die Universitat Freiburg berufen, wo er bis 1874 wirkte. In diesem 
Jahre folgte er einem Rufe nach Tiibingen als Nachfolger H. Hankel’s. 
Hier hat er sich verheirathet und mehrere Jahre einer erfolgreichen 
Lehrthitigkeit verlebt. Die engen Verhiltnisse einer kleinen Univer- 
sitit waren aber seinem Wesen nicht angemessen; die Liebe zu seiner 
Geburtsstadt Berlin hat ihn nie verlassen, und so war es ihm die 
Erfiillung eines Herzenswunsches, als er 1884 als Professor der Mathe- 
matik an die Berliner technische Hochschule berufen wurde, welche 
gerade damals ihren neuen Palast in Charlottenburg bezog. Lange 
durfte er sich der neuen Thitigkeit nicht erfreuen. Am 7. April 1889 
ist er auf der Durchreise nach Neuchatel in Freiburg einem Nieren- 
leiden erlegen, unter dem er die letzten Jahre seines Lebens schwer 
zu leiden hatte. 

Es konnte nicht die Absicht dieser Blatter sein, eine auch nur 
einigermassen erschépfende Darstellung der wissenschaftlichen Arbeiten 
und Leistungen des Verstorbenen zu geben. Nur Einzelnes haben wir 
hervorgehoben, was fiir seine Richtung und seinen wissenschaftlichen 
Standpunkt uns bezeichnend zu sein schien. Unsere Aufgabe war, dem 
Leser ein Bild des Lebens und Schaffens eines Mannes vorzufiihren, 
dessen héchstes Streben die Wissenschaft war, deren Zielen er mit 
rastlosem Kifer nachtrachtete, bis der Tod ihm die Feder aus der 
Hand nahm. 


Marburg, im December 1889, 


H. Weber. 
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P. du Bois-Reymond’s literarische Publicationen*). 


Abhandlungen naturwissenschaftlichen Inhalts. 


Ueber die unempfindliche Stelle der Netzhaut im menschlichen 
Auge. Zusammen mit Prosector A. Fick in Ziirich. 
[Archiv fiir Anatomie, Physiologie und wissenschaftliche Medicin 
(J. Miiller, Berlin), Jahrgang 1853. 8S. 396—407.] 


Ueber die vom Dasein des sogenannten blinden (Mariotte’schen) 
Fleck’s im Auge abhingigen Erscheinungen. Zusammen mit Prof. 
A. Volekmann in Halle und Prosector A. Fick in Ziirich. 

[Centralblatt fiir Naturwissenschaften und Anthropologie (G. 7’. 
Fechner; Leipzig), Band 1. 1854. 8S. 57—72.] 


Zur Kritik der Blutanalysen. 
[Zeitschrift fiir rationelle Medicin (Henle und Pfeufer), Jahr- 
gang 1854. 8S. 44—51.] 


Zweiter Beitrag zur Kritik der Blutanalyse. 
| Ebenda Jahrgang 1854. S. 101— 108.] 


Untersuchungen iiber die Fliissigkeiten, tiber deren innere Stré- 
mungserscheinungen, tiber die Erscheinungen des stillstehenden Tropfens, 
der Ausbreitung und Vertreibung. (Vorgetragen in der physikalischen 
Gesellschaft zu Berlin, 2. Juni 1854.) 

[Berlin 1854. P. Jeanrenaud.]} 


Experimentaluntersuchung iiber die Erscheinungen , welche die Aus- 
breitung von Fliissigkeiten auf Fliissigkeiten hervorrutt. 
[Annalen der Physik und Chemie. Bd. 104, 8, 193— 234. 1858.] 


Ueber‘ den Antheil der Capillaritiét an den Erscheinungen der 
Ausbreitung der Fliissigkeiten. 
[Ebenda Bd. 134, 8S. 262—275. November 1869.] 


*) Fir die Vervollstiindigung des nachfolgenden Verzeichnisses ist die 
Redaction Herrn Emil du Bois-Reymond in Berlin fiir giitige Mittheilungen zu 
besonderem Danke verpfiichtet. 


W. Dyck. 
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Mathematische Abhandlungen. 


De aequilibrio fluidorum. Inaugural- Dissertation. Berlin, 29. Marz 
1859. [Gebr. Unger.] 


Beitrige zur Interpretation der partiellen Differentialgleichungen 
mit drei Variabeln. 1. Heft: Die Theorie der Charakteristiken. (Leipzig. 
A. Barth. 1864.] 


Neue Lehrsiitze iiber die Summen unendlicher Reihen. Antritts- 
programm zur Uebernahme der ordentlichen Professur a, d, Universitit 
Freiburg. [Berlin. Schade’s Buchdr. 1870.] 


Abhandlungen im ,,Journal fiir die reine und angewandte 
Mathematik“: 


Hauptlehrsiitze der Theorie der partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung. 
[Bd. 64. S. 271—283. 1865.] 


Notiz tiber zwei Systeme von partiellen Differentialgleichungen., 
[Bd. 68. S. 180—184. August 1867.) 


Ueber die allgemeinen Eigenschaften der Classe von Doppel- 
integralen, zu welcher das Fourier’sche Doppelintegral gehort. 
[Bd. 69. S. 65—108. Februar 1868.] 


Bemerkungen iiber die verschiedenen Werthe, welche eine Function 
zweier reellen Variabeln erhalt, wenn man diese Variabeln entweder 
nach einander oder gewissen Beziehungen gemiiss gleichzeitig ver- 
schwinden lasst. 

[Bd. 70. S. 10—45. Januar 1868.| 


Ueber die Integration linearer totaler Differentialgleichungen, denen 
durch ein Integral Geniige geschieht. 
[Bd. 70. 8S. 299—313. Juni 1868.] 


Ueber Auflésung von Gleichungen und Summation von Reihen 
durch bestimmte Integrale. 


[Bd. 74. S. 281—293. October 1871.] 


Théoréme général concernant la grandeur relative des infinis des 
fonctions et de leurs dérivées, 
|[Bd. 74. S. 294—304. October 1871.| 


Eine neue Theorie der Convergenz und Divergenz von Reihen 
mit positiven Gliedern. Hierbei als Anhang: Ueber die Tragweite 
der logarithmischen Kriterien. 

[Bd. 76. S.61—91. 1872.] 
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Versuch einer Classification der willkiirlichen Functionen reeller 
Argumente nach ihren Aenderungen in den kleinsten Intervallen. 
(Bd. 79. S. 21—37, Méire 1872. 


Allgemeine Lehrsiitze iiber den Giiltigkeitsbereich der Integral- 
formelu, die zur Darstellung willkiirlicher Functionen dienen. 
|Bd. 79. S. 38—66. April 1874.). 


Ueber eine verinderte Form der Bedingung fiir die Integrirbarkeit 
der Functionen. 
[Bd. 79. 8. 259—262. October 1874.] 


- 


Ueber das Doppelintegral. 
[Bd. 94. S. 273—290. October 1882). 


Ueber den Convergenzgrad der variabeln Reihen und den Stetigkeits- 
grad der Functionen zweier Argumente. 
[Bd. 100. 8S. 331—358. Mai 1886] 
Bemerkungen tiber Az = kid a oe ant, 
oat? oy* 
[Bd. 103. S. 204—229. October 1887.] 
Ueber lineare partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 
|Bd. 104. S. 241-301. December 1888}. 
Als Fortsetzung der als selbstindiges Werk (cf. supra) er- 
schienenen ,,Beitriige zur Interpretation der partiellen 
Differentialgleichungen.“ 


Abhandlungen in den ,,Mathematischen Annalen“: 


Notiz iiber einen Cauchy’schen Satz, die Stetigkeit von Summen 
unendlicher Reihen betreffend. 
[Bd. 4. 8S. 185—137. 1871.) 


Die Theorie der Fourier’schen Integrale und Formeln. 
(Bd. 4. 8S. 362—390. Juni 1871.) 
Summation der Reihe mit dem Gliede 
(Ba. 5. S.399—400. April 1872.] 


Ueber die sprungweisen Werthinderungen analytischer Functionen. 
[Bd. 7, S. 241—261. September 1873.) 


Ueber eine neue Bedingung fiir den gewdhnlichen Mittelwerthsatz. 
[Bd. 7. 8S. 605—606. April 1874.) 


Ueber asymptotische Werthe, infinitiire Approximationen und in- 
finitiire Auflésung von Gleichungen. 
[Bd. 8. 8S. 363—414. Mai 1874] 


p sin pu 
Wp 
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Nachtrag zur vorstehenden Abhandlung. 
[Bd. 8. S. 574—576. Februar 1875.) 


Zusiitze zur Abhandlung: ,,Untersuchungen tiber die Convergenz 
und Divergenz der Fourier’schen Darstellungsformeln.“ (Abh. der 
k. bayr. Academie d. W. II. Cl. XII. Bd. Il. Abth.). 

[Bd. 10. 8S. 431—445. Mai 1876.) 


Notiz tiber infinitére Gleichheiten. 
[Bd. 10. 8S. 576—578. Mai 1876.} 


Zwei Siatze tiber Grenzwerthe von Functionen zweier Veranderlichen. 
[Bd. 11. 8S. 145—148. Mai 1876.] 


Ueber die Paradoxen des Infinitircalciils. 
[Bd. 11. 8S, 149—167, 1876.] 


Note iiber die Integration totaler Differentialgleichungen. 
[Bd. 12. S. 1283—131. Februar 1877.| 


Notiz iiber Convergenz von Integralen mit nicht verschwindendem 
Argument. 
[Bd. 13. S. 251—254. December 1877.) 


Ueber Integration und Differentiation infinitiirer Relationen. 
[Bd. 14. S, 498—506. October 1878.] 


Erliuterungen zu den Anfangsgriinden der Variationsrechnung. 
[Bd. 15. S. 283—314. Marz 1879.] 


Fortsetzung der Erlauterungen zu den Anfangsgriinden der Variations- 
rechnung. 
[Bd. 15, 8S. 564—576. September 1879.) 


Ein allgemeiner Satz der Integrirbarkeitslehre. 
[Bd. 16. §S. 112. October 1879.] 


Der Beweis des Fundamentalsatzes der Integralrechnung: 
b 
J F’ (x) dx = F(b) — F(a). 
[| Bd. 16. 8. 115—128. 1879.) 
Ueber den Satz: lim f(a) = lim fe) . 
[Bd. 16. S. 550. December 1879.] 


Ueber Darstellungsfunctionen. 
[Bd. 18. 8S. 593-603. April 1881.] 


Kin allgemeiner Satz iiber die Integrirbarkeit von Functionen 
integrirbarer Functionen. 
[Bd. 20. S. 122—124. December 1881.) 
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Ueber den Giiltigkeitsbereich der Taylor’schen Reihenentwicklung. 
(Abgedruckt aus den Berichten der kgl. bayr. Acad. d. Wiss. vom 
6. Nov. 1876. conf. infra.) 

[Bd. 21. S. 109—117. October 1876.] 

Zusatz zu dem Aufsatze: ,,Ueber den Giiltigkeitsbereich der 

Taylor’schen Reihenentwicklung.“ 
[Bd, 21. S. 253-254. 1882.) 
Ueber den Despeyrous’schen Multiplicator der elliptischen Diffe- 
rentialgleichung. 
[Bd. 21. 8S. 255—266. August 1882.] 
Ueber die Integration der trigonometrischen Reihe. 
[Bd. 22. 8S, 260—268. Marz 1883.] 


In den Abhandlungen und Sitzungsberichten der math. 
phys. Classe der k. bayerischen Academie der Wissen- 
schaften: 

Beweis, dass die Coefficienten der trigonometrischen Reihe 


pos 


f(«) = B (a, cos px + by sin px) 


die Werthe : 
ly = x fae {(«), dy = zf da f(@) cos pa, 
—« 


+n 
by =z fa f(@) sin pa 
=a 
haben, jedesmal wenn diese Integrale endlich und bestimmt sind, Mit 
einem Anhang: Ueber den Fundamentalsatz der Integralrechnung. 
[Abhandlungen Bd. XII. 1. Abth. 1874. S. 117—166.] 
Untersuchungen iiber die Convergenz und Divergenz der Fourier’- 
schen Darstellungs-Formeln. Voran geht [S. I— XXIV] eine all- 
gemeine Einleitung: ,,Ueber den gegenwirtigen Stand der Convergenz- 
frage der Fourier’schen Darstellungsformeln“ und ,,Eingehender Be- 
richt tiber die folgende Untersuchung.“ 
[Abhandlungen Bd. XII. 2. Abth. 1876. S, 1—104.] 
Ueber den Giiltigkeitsbereich der Taylor’schen Reihenentwickelung. 
|Sitewngsberichte Jahrgang 1876. 8S. 225 —237.] 
Ein allgemeiner Satz iiber die Integrirbarkeit von Functionen 
integrirbarer Functionen. 
[Siteungsberichte Jahrgang 1882, S. 240 —242.] 
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Inden ,, Comptes rendus de l’academie des sciences“ Paris: 
Sur les formules de répresentation des fonctions. 
[Bd. 92. S. 915—918; S, 962—964. April 1881.) 
Remarques au sujet d'une Note de M. Hugoniot, sur le déve- 
loppement des fonctions en séries d’autres fonctions. 
[Bd. 96. 8S. 61—62. Januar 1883.] 
Sur les caractéres de convergence et de divergence des séries a 
termes positifs, 
[Bd. 107. 8S. 941—946. December 1888.] 


In anderen Zeitschriften: 
Sur la grandeur relative des infinis des fonctions. 
[Annali di matematica, Serie 2. Bd. 4. S. 338—353. 1871.] 
Ueber die Fourier’schen Reihen. 
[Nachrichten der k. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gdttingen, 
Jahrgang 1873. 8S. 571—584.] 
Détermination de la valeur-limite d’une intégrale qui se présente 
dans la théorie des séries trigonométriques. 
[Bulletin des Sciences mathématiques et Astronomique. Serie II. 
Bd. 3. 8S. 343—352. 1879.] 
Ueber ein in der Theorie der linearen partiellen Differential- 
gleichungen auftretendes vollstindiges Differential. 
[Mathematisch-naturwissenschaftliche Mittheilungen (O. Boklen; 
Tiibingen). Bd. 1. 8S. 34—43. 1884.] 
Ueber den Begriff der Linge einer Curve. Bemerkung zu dem 
Aufsatz des Herrn Ludwig Scheeffer iiber Rectification der Curven. 
[Acta mathematica Bd. 6. S. 167—168. 1885.] 


Referate zu 


Vorlesungen iiber analytische Geometrie des Raumes von Dr. O. Hesse. 
[Litteraturzeitung der Zeitschrift fiir Mathematik wnd Physik, 
Ba. XV. S.1—10. 1869.] 
Kinleitung in die Theorie der bestimmten Integrale von I. Thomae. 
[Ebenda, Bd. XX. 8S. 121-129. 1875.] 
Selbstreferat zu der Abhandlung (im 15. Bd. der mathematischen 
Annalen) ,,Erliuterungen zu den Anfangsgriinden der Variations- 
rechnung “- 


| Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik, Bd.12. Jahrgang 
1880. §. 299—302.] 


Zur Geschichte der trigonometrischen Reihen. Eine Entgegnung. 
[Tiibingen. Laupp. 1880.) 
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Kleinere Aufsitze. 


Ueber die Zweckmissigkeit der Errichtung besonderer naturwissen- 
schaftlicher Facultiten. 


[Alma mater Nr. 10 u. 12 vom 7. u. 21. December 1876.] 


Vorwort zur zweiten Auflage von ,,Hankel, die Entwicklung 
der Mathematik in den letzten Jahrhunderten‘. 
[Tiibingen. Laupp. 1884.] 


Ueber die Unbegreiflichkeit der Fernkraft*), (Vortrag, gehalten in 
der physicalischen Gesellschaft zu Berlin am 3. Februar 1888), 
| Naturwissenschaftliche Rundschau Ill. Jahrgang. Nr. 14.] 


Die allgemeine Functionentheorie. I. Theil. Metaphysik und 
Theorie der mathematischen Grundbegriffe: Grésse, Grenze, Argument 
und Function. 

[Tiibingen. Laupp. 1882.] 


In franzésischer Uebersetzung (unter Mitwirkung und mit Zu- 
siitzen des Autors erschienen) unter dem Titel: ,,Théorie générale des 
fonctions ete,“ traduit par G. Milhaud et A. Girot. 

[Paris. Gauthier Villars. 1887.] 





*) Die zu Anfang dieses Aufsatzes erwiihnte Schrift ,,Ueber die Grundlagen 
der Erkenntniss in den exacten Wissenschaften“ hat sich, wie mir Herr J. Wein- 
garten mittheilt, im Nachlass du Bois-Reymond’s vorgefunden und soll in 
Kurzem veriffentlicht werden. - 








Ueber ein Integral mit doppeltem Umlauf. 


Von 


L. PocHHamMER in Kiel. 


Im Folgenden wird ein Integral ff(u) du betrachtet, dessen 
Integrationscurve aus einem Doppelumlauf um zwei Verzweigungs- 
punkte p und g der zu integrirenden Function f(u) besteht. Die 
Punkte p und q werden abwechselnd umkreist, und zwar ein jeder 
zuerst im positiven, dann im negativen Sinne. Man setzt voraus, 
dass wenn die Variable « einen positiven Umlauf um den Punkt p, 
bezw. um den Punkt gq ausfiihrt, die Function f(w) den Factor e‘¢, 
bezw. den Factor e?*‘* aufnimmt, im Uebrigen aber unverindert bleibt. 
Von den Constanten 6 und t soll keine ganzzahlig oder gleich Null 
sein. Die Function f(w) kann hiernach als ein Product 


(1) f(u) = (u—p)-* (u— 9g) 9 (u) 
geschrieben werden, in welchem g(u) eine in der Umgebung der 
Punkte u =p und u = g eindeutige Function von u bezeichnet. 

Ein aus einem geschlossenen Curvenzug bestehender Integrations- 
weg irgend eines Integrals liisst sich bekanntlich, fails der Endwerth 
der zu integrirenden (mehrdeutigen) Function mit ihrem Anfangswerthe 
identisch ist, auf die Verbindungslinien der eingeschlossenen singuliiren 
Punkte und auf kleine, die letzteren umgebenden Kreise zusammen- 
ziehen. Kine solehe Vereinfachung der Integrationscurve gilt auch 
fiir das hier behandelte Integral. Denn da die Variable « um jeden 
der Punkte p, qg einen positiven und einen negativen Umlauf macht, 
so ist der schliessliche Werth der Function f(w) gleich dem urspriing- 
lichen Werthe derselben. Als untere Integralgrenze (Ausgangspunkt 
und gleichzeitig Endpunkt des Integrationsweges) kann ein beliebiger 
Punkt, der nicht singular fiir f(w) ist, genommen werden; die Wahl 
desselben hat auf den Werth des Integrals keinen Einfluss. 

Das betrachtete Integral, welches niemals illusorisch wird, ist, 


falls fu) du einen bestimmten Sinn hat, mit dem Producte 
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(e2xto J) (e2mie — rf" Fw) du 


identisch. Gentigt also das Integral if “r(u) du, wenn es convergent 


ist, einer linearen homogenen Differentialgleichung, in welcher 6 und 
t als Constante vorkommen (wihrend eine der Groéssen p, g, resp. ein 
in »(u) enthaltener Parameter die unabhiingige Variable der Differen- 
tialgleichung darstellt), so liefert das hier definirte Integral mit Doppel- 


umlauf einen Ersatz fiir das particulire Integral f’ "f(u) du in denjenigen 


Fallen, wo das letztere, wegen der Art der in uw =p oder u = q ein- 
tretenden Unstetigkeit von f(w), keinen bestimmten Sinn mehr behiilt. 
Es wird hierdurch méglich, eine Unvollkommenheit zu_beseitigen, 
welche fast allen derartigen Auflésungen linearer Differentialgleichungen 
durch bestimmte Integrale bisher anzuhaften pflegte*). Denn die Be- 
schrinkungen, denen die in den Differentialgleichungen vorkommen- 
den Constanten unterworfen werden miissen, um die Convergenz der 


Integrale von der Form f “F(u) du zu sichern, fallen fort, wenn statt 


dieser die entsprechenden Integrale mit Doppelumlauf eingefiihrt 
werden. 

In der Gleichung (1) werden p und gq als endliche Werthe voraus- 
gesetzt. Jedoch lisst sich die Betrachtung nach bekannter Methode 
durch Benutzung einer linearen Substitution auf den Fall eines unend- 
lichen singuliiren Werthes ausdehnen. Im nachstehenden § 2 definirt 
man F’(u) als das Product 


(2) P(u) = (u—py"*(u), 


wo unter m(w) eine bei « — p eindeutige Function verstanden wird. 
Die Anzahl der singuliren Punkte von F(u) (abgesehen vom unend- 
lichen Horizonte) wird als eine endliche und bestimmte vorausgesetzt; 
bei einem Umlauf der Variable « um simmtliche im Endlichen liegende 
singuliire Punkte mége Fw) nur einen _constanten Factor aufnehmen. 
Indem man, von irgend einem Punkte der w-Ebene aus, einerseits eine 
geschlossene Curve um den Punkt p, andererseits eine geschlossene 
Curve um alle endlichen singuliren Punkte der Function F’(u) (oder 
auch, was dasselbe leistet, um alle endlichen singuliéren Punkte 


ausser ) construirt, zeigt man, dass das Integral J F'(u) du, in welchem 


die Variable « abwechselnd die beiden Curven, einmal in positiver 


*) Man vergleiche die Bemerkung Riemann’s am Schluss des § 7 seiner 
Abhandlung ,,Beitriige zur Theorie der durch die Gauss’sche Reihe F'(a, B, y, x) 
darstellbaren Functionen', Ges. Werke, pag. 77. 
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und einmal in negativer Drehungsrichtung, durchliuft, analoge Eigen- 


schaften wie das in § 1 behandelte Integral f 7(w) du besitzt. Dasselbe 


bildet bei der Auflésung linearer Differentialgleichungen durch be- 


stimmte Integrale einen Ersatz fiir das Integral f F(u) du, falls letzteres 
P 


aufhért, einen bestimmten Sinn zu haben. 

Im § 3 wird, um ein Beispiel fiir die Anwendung der erhaltenen 
Resultate zu geben, die Differentialgleichung der Gauss’schen hyper- 
geometrischen Reihe behandelt. Die genannte Gleichung liisst sich 
allgemein durch bestimmte Integrale lésen, weil in den Fillen, wo 
die sonst iiblichen bestimmten Integrale divergent werden, die hier 
definirten Integrale mit Doppelumlauf an ibre Stelle treten. 


§ 1. 


Ein Integral, dessen Integrationsweg aus einer geschlossenen 
Curve besteht, soll im Folgenden (gemiiss einer bereits iiblichen Be- 
zeichnung) durch einen horizontalen Strich, welcher tiber dem Integral- 
zeichen angebracht wird, von anderen Integralen unterschieden werden. 
Der Ausgangs- und Endpunkt der Integrationscurve wird als untere 
Integralgrenze angegeben. Ferner sollen an der Stelle, die sonst von 
der oberen Integralgrenze eingenommen wird, in Parenthese diejenigen 
singuliren Punkte der zu integrirenden Function genannt werden, 
welche im Innern der Integrationscurve liegen; dieselben werden durch 
Kommata von einander getrennt. Man setzt hinter einen solchen 
singuliren Punkt ein Minuszeichen, falls er von der Integrationscurve 
in negativer Drehungsrichtung umkreist wird, wihrend man im Fall 
eines positiven Umlaufs nichts hinzufiigt. Die singuliren Punkte 
werden hierbei in der Reihenfolge angefiihrt, wie sie von der Variable 
des Integrals umkreist werden; ein mehrfach umkreister singuliirer 
Punkt wird mehrfach angefiihrt. 

Integrirt man also die in (1) angegebene mehrdeutige Function 
f(u) langs einer geschlossenen, von einem Punkte c ausgehenden 
Curve, welche zunichst in positiver Drehungsrichtung den Punkt ¢ 
und den Punkt p, hierauf in negativer Drehungsrichtung wiederum 
zuerst g, dann p umkreist, so entsteht ein Integral, das @ genannt 
werden soll, und das nach der soeben definirten Bezeichnung 


(3) aad fer Fw) — 


geschrieben wird, 
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Das Integral (3) bildet den Gegenstand der Untersuchungen dieses 
Paragraphen. Der Beweis, dass dasselbe die in der Einleitung erwihn- 
ten Eigenschaften besitzt, ergiebt sich aus der Betrachtung der Theil- 
integrale, in die es sich zerlegen lisst. Bei dem Integrale (3) wird 
vorausgesetzt, dass die fiir die positiven Umlaufe um g und p gewihlten 
Wege auch fiir die negativen Umliufe (in umgekehrter Richtung) zur 
Anwendung kommen. 

In der w-Ebene werde um den Punkt « — p als Mittelpunkt ein 
kleiner Kreis mit dem Radius k, um den Punkt u = q ein solcher mit 
dem Radius 7 gelegt. Einen beliebigen Punkt «—y des ersteren 
Kreises verbindet man mit irgend einem Punkte «= q des zweiten 
durch eine Linie %, die sich selbst nicht schneidet und in keine der 
Kreisflichen eintritt. Weder auf 9 noch auf den Kreisflichen, ab- 
gesehen von den Mittelpunkten, soll ein singulirer Punkt der Func- 
tion f(u) (d. h. ein Punkt, in welchem f(u) sich verzweigt oder unend- 
lich oder unbestimmt wird) liegen; im Uebrigen kénnen sowohl die 
Curve % als die Radien k, 1 willkiirlich gewihlt werden. Man nimmt 
nun einen beliebigen Punkt c der Curve % zum Ausgangspunkt und 
Endpunkt von vier geschlossenen Integrationswegen, die man nach 
einander fiir das Integral der Function f(w) anwendet, und die aus 
Abschnitten der Curve 9% und je einem der obigen Kreise gebildet 
werden. Es seien »’ und »” zwei Punkte des Kreises um p, welche 
so liegen, dass wenn der Kreis vom Punkte » aus im positiven Sinne 
durchlaufen wird, man zu dem Punkte yp’ vor dem Punkte p” gelangt. 
Die entsprechende Lage mégen q und q” als Punkte des zweiten 


owe 


Kreises haben, so dass durch pp’p’p und qq‘ qq die positiven Umliufe 





Fig. 1. 


um p und q, durch pp” p’p und qq"q'q die negativen bezeichnet wer- 
den (Fig. 1). 
Man nenne @,, @,, @,, @, die vier Integrale der Function /(u), 
deren respective Integrationswege durch 
eqq age, epp pc, eqq’ age, epp’p' pe 
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angegeben werden. Nach der oben erwihnten abgekiirzten Bezeichnung 
hat man fiir @,, @,, @,, @, die Ausdriicke 


a, =f." rw du, @, =f ro du, 


ie ll J. "ade, ae ff Pa ae. 


An der unteren Grenze des Integrals @, wahlt man als Anfangswerth 
der zu integrirenden Function irgend einen der zu u—c gehorigen 
Werthe von f(u). . Dieser specielle Werth f(c) mége f, heissen. Fiir 
v > 1 wird bestimmt, dass der Anfangswerth von f(w) im Integral 
@, mit dem Endwerth dieser Function in @,_, tibereinstimme. 

Es werde nun auch dasjenige Integral der Function f(u) betrachtet, 
dessen Integrationscurve sich aus den Wegen der vier Integrale a, , 
@,, @;,@,, in dieser Reihenfolge genommen. zusammensetzt. Dasselbe 
ist gleich dem in (3) angefiihrten Integral; man bezeichnet es, wie 
in (3), durch , nachdem man festgesetzt hat, dass an seiner unteren 
Grenze die Grésse f, als Anfangswerth von /(w) zur Anwendung 
kommen soll. Es besteht dann die Gleichung 


(5) @ = @, + @ + @ + a. 
Bei @ ist der Werth von f(u) auch im Endpunkte des Integrations- 
weges gleich /,, da jeder der Punkte p,q im positiven und im nega- 
tiven Sinne umkreist wird. 

Es seien ferner P und Q die lings der Abschnitte cp und cq der 
Curve % genommenen Integrale 


6) P=ffuyau, Q=f" fwau, 


an deren unterer Grenze die Function f(w) ebenfalls den Werth /, 
haben modge. Endlich bezeichnet man durch K das Integral von /(u) 
lings der Kreislinie pp’p”) und durch Z das Integral von f(u) lings 
der Kreislinie qq/q’9. Als Anfangswerthe der Function f(u) in K 
und in Z sollen diejenigen Werthe f(p), f(q) genommen werden, die 
aus f, entstehen, wenn u auf der Curve 9 die Strecke cp, resp. cq 
zuricklegt. 

Da die Function f(w) nach der Voraussetzung den Factor e**‘* 
aufnimmt, wenn « den Punkt q im positiven Sinne umkreist, so fiihrt 
die Zerlegung des Integrationsweges von @, in die Strecken cq, qq 4" 4 
und ge zu der Gleichung 
o, = (1 — &*'*)Q+ L. 


In @, ist der Anfangswerth der Function f(u) gleich ¢****/,, der 


(4) 
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Endwerth derselben (nach (1)) gleich e*(*+*)f,. Unter Beriick- 
sichtigung des Umstandes, dass als Anfangswerth von f(w) in P der 
Werth f,, in K der bei dem directen Uebergang von c¢ nach » aus f, 
entstehende Werth /(p) angenommen wird, erhilt man fiir @, den 
Ausdruck 
a, = enie(] gs aie) P -b exit K, 

Es besteht ferner zwischen den Integralen @, und @, die Gleichung 

@, = — e210 @,, 
und zwischen @, und @, die Gleichung 

@, = — e- **itq@,, 
Die Function f(w) hat in @, den Anfangswerth e?*‘(*+) f,, den End- 
werth ¢?*‘°f,. Man kehre den Integrationsweg des Integrals @, um, 
indem man dasselbe gleichzeitig mit — 1 multiplicirt; dann wird 
einerseits der Anfangswerth der Function f(u) gleich e°***f,, anderer- 
seits die Drehungsrichtung des Kreisintegrals die positive. Hieraus 
folgt, dass w, gleich dem Product aus w, und der Constante — e°*‘? 
ist. In @, kommt e**¢f, als Anfangswerth, f, als Endwerth von /(u) 
vor. Durch Umkehrung des Integrationsweges findet man daher fiir 
@, den Werth — e—**'*@,. Die abgeleiteten Ausdriicke 


@, + @, = [1 — aie] (1 — er) Q+ L}, 
o, + @, = [ea — 1) [1 — en) P+ K] 
werden in die Gleichung (5) substituirt, Dann geht das Integral @ 
in die Summe 
(eaio— 1) (e7'*—1) (Q— P) + (e!*—1) | ge (e2*to — 1) L 


iiber. Aber da sowohl in P als auch in Q die Function f(u) an der 
unteren Grenze den Werth /, hat, so ist nach (6) 


Q— P=" fw) dw. 
Auf diese Weise erhilt man fiir @ die Gleichung 


7 ig __ nit__ . 
a ge arn ae, 1) (é nf f(u) du 
1 + (eet om IK ans (eee ot, 1) L. 


Dieselbe zeigt, dass der Werth des links stehenden Integrals sich nicht 

iindert, wenn ‘statt des Punktes c (der auf der rechten Seite nicht mehr 

vorkommt) ein beliebiger anderer Punkt der Linie { zum Ausgangs- 
punkt und Endpunkt des Integrationsweges gemacht wird. 

Verbindet man ferner die Punkte » und q durch irgend eine zweite 

Curve %,, welche der Bedingung geniigt, dass auf dem von M und XR, 
31° 
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eingeschlossenen Flachenstiicke kein singulairer Punkt der Function f(u) 


liegt, so hat, nach einem bekannten Satze, das Integral f* F(w) du 


bei Benutzung des Integrationsweges 9, denselben Werth wie bei 
Benutzung des Integrationsweges %t. Also bleibt die Ersetzung der 
Linie N durch Xt, ebenfalls ohne Einfluss auf den Werth von o. 

Es ergiebt sich hieraus, dass die untere Grenze des Integrals 
in jeden beliebigen Punkt, der nicht singulir fiir f(u) ist, verlegt 
werden kann. Jedoch muss als Anfangswerth von /(u) derjenige Werth 
genommen werden, der bei der stetigen Verschiebung der unteren 
Integralgrenze aus f, entsteht. Statt den Werth der Function /(u) 
an der unteren Integralgrenze zu geben, kann man selbstverstindlich 
auch jeden anderen Punkt des Integrationsweges benutzen, um 
einen bestimmten Zweig der zu integrirenden Function (durch Wahl 
eines speciellen Werthes derselben) zu fixiren. 

Liisst man die Variable u den Integrationsweg des Integrals w 
riickwiarts durchlaufen, so geht @, da jedes einzelne Integralelement 
das Vorzeichen wechselt, in —@ iiber. Durch die Aenderung der 
Richtung fiir das Fortschreiten von « werden gleichzeitig die positiven 
Umliufe in negative und die negativen in positive verwandelt, Man 
findet auf diese Weise fiir — einen zu (5) analogen Ausdruck als 
Summe von vier Theilintegralen; jedoch stellt der erste Summandus 
(der aus , entsteht) jetzt einen positiven Umlauf um den Punkt p 
dar, und bei den drei folgenden Summanden wird bezw. q im positiven, 
p im negativen und g im negativen Sinne umkreist. Man erhiilt auf 
diese Weise die Formel 


(8) fer Fe) au =f pew ae. 


Das Integral (3) nimmt also nur den Factor — 1 auf, wenn die Punkte 
p und q bei der auf den Integrationsweg beziiglichen Angabe mit 
einander vertauscht werden. 

Der Integrationsweg von @ ist im Vorhergehenden aus den Ab- 
schnitten der Linie % und den Kreisen mit den Mittelpunkten p und 
q zusammengesetzt worden. Indessen hiingt der Werth des Integrals 
@ von der Gestalt des Integrationsweges nur insofern ab, als dabei 
die Art der Umkreisung der singularen Punkte p und g und der Ueber- 
gang von der Umgebung des Punktes p zur Umgebung des Punktes g 
in Frage kommt, so dass man fiir diesen Weg auch andere Curven- 
formen anwenden kann, Es soll hier auf zwei verschiedene Modi- 
ficationen des Integrationsweges von @ eingegangen werden. Man 
ziehe zuniichst vom Punkte ¢ aus zwei beliebige geschlossene, weder 
sich selbst noch einander schneidende Curven $$ und Q (Fig. 1), von 
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denen die erstere keinen anderen singuliren Punkt der Function f(u) 
als den Punkt p, die letztere keinen anderen als den Punkt g um- 
schliesst. Auf dem von $$ begrenzten Flachenstiick soll der Abschnitt 
cy der Linie %, auf dem von Q begrenzten der Abschnitt cq liegen. 
Bezeichnet man zur Abkiirzung durch $+, resp. Q+ den positiven 
Umlauf lings $3, resp. OQ, und durch $- und Q- die beziiglichen 
negativen Umlaufe, so kénnen offenbar die vier auf einander folgenden 
Strecken 
Ot, Pr, O-, P- 

als Integrationsweg von w, an Stelle des oben angegebenen Weges, 
gewahlt werden. 


Zu einer noch etwas kiirzeren Darstellung des integrationsweges 
von @ gelangt man, wenn man die Randcurve eines zusammenhingen- 
den Flichenstiicks einfiihrt, das die Punkte p und g enthilt. Es sei 
& eine geschlossene, sich selbst nicht schneidende Curve (Fig. 2), inner- 
halb derer die Punkte p und q (sammt der Linie X, Fig. 1), jedoch 
keine anderen singularen Punkte 
der Function f(u) liegen. Das 
von & begrenzte Filachenstiick 
werde durch eine Linie cde der- 
artig in zwei Theile getheilt, dass 
sich der Punkt p auf dem einen, 
der Punkt g auf dem anderen 
Flachentheil befindet. Von den 
zwei Endpunkten der Linie cde 
soll ¢ derjenige sein, von welchem 
aus das im positiven Sinne lings 
= genommene Wegdifferential zu 
dem den Punkt g enthaltenden 
Flaichentheile fiihrt. Dann lisst 
sich der zuvor definirte (im Punkte c beginnende) Integrationsweg 
des Integrals durch einen Weg ersetzen, der aus den vier Theilen 








T+, ede, T-, ede 


besteht, wo durch {+ und durch I~ der positive, resp, der negative 
Umlauf lings & bezeichnet wird. Nach Fig. 2 lautet dieser Inte- 
grationsweg 

ceee,c, cde, ee,ce,e, edc, 


In der That enthalt die Wegstrecke ce, ee,c, welche mit ce, edc-+cdee,c 
gleichbedeutend ist, den positiven Umlauf um qg und den positiven 
Umlauf um p, und auf den iibrigen Strecken cdee,ce,ede wird zuerst 
der Punkt g, dann der Punkt p im negativen Sinne umkreist. 
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Sind im (1) die reellen Bestandtheile der Constanten 6 und t 
positiv, und hat die Function (uw) sowohl fiir « =p als fir w= q 
einen endlichen Werth, so darf man die Kreisradien & und 7 unendlich 
klein waihlen, wodurch die Kreisintegrale K und ZL (in denen u—p-+ke%, 
resp. u==q-+le* zu setzen ist) einen verschwindend kleinen Werth 
annehmen. In diesem Falle ist zugleich, nach bekannter Regel, das 


bestimmte Integral f "f (w) du convergent. Folglich wird aus (7), wo- 


selbst die Integralgrenzen p, q durch p, q ersetzt werden kénnen, die 
Gleichung 


fr? pu) au — (emo 1) (m1) J" Fwy a 


erhalten, die bereits in der Einleitung erwaihnt wurde. Als Inte- 
grationsweg des auf der rechten Seite von (9) stehenden Integrals 
muss die Linie % (oder ein auf dieselbe reducirbarer Weg) genommen 
werden; der Zweig der Function f(u) ist daselbst wieder durch die Be- 
dingung, dass f(c) gleich f, sein soll, bestimmt. 

Da nach (1) 


(u — p) f(u) = (@ — py (uw — g)* o(u), 

(u — g) f(u) = (« — pyr *(u — 9 o(u) 
ist, so lisst sich die Voraussetzung, welche zu der Gleichung (9) fiihrte, 
dahin formuliren, dass die 2 Gleichungen 
(10) [((u—p) FU) Jump = 9, [(U—G) F(t) ume = 9 
zugleich befriedigt sein miissen. 

Ist von den Bedingungsgleichungen (10) nur die eine erfiillt, 
z. B. nur die erste 
[(u — f(t )\ump = 9, 

so kann man in Fig. 1 den Kreisradius & unendlich klein nehmen und 
gleichzeitig den Punkt c mit dem Punkte » zusammenfallen lassen. 
Dann werden, da ausser dem Kreisintegral K auch das in (6) be- 
zeichnete Integral P verschwindet, die Integrale w, und @, gleich 
Null, so dass auf der rechten Seite von (5) nur die Summanden a, 
und @, iibrig bleiben. Der Integrationsweg des Integrals @, beginnt 
und endigt, gemiiss der obigen Voraussetzung, im Punkte » oder, was 
hier dasselbe bedeutet, im Punkte p. Da ferner @, = — e?*'? a, ist, 
so erhalt man in dem gedachten Falle die Gleichung 


ay Aw du ma — emi f Fu) du. 


Als Integrationsweg des rechts stehenden Integrals kann eine beliebige 
geschlossene, sich selbst nicht schneidende Curve gewahlt werden, 
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welche von p ausgeht und keinen anderen singuléren Punkt von /() 
als den Punkt q umschliesst. Ebenso findet man, wenn die 2 Be- 
dingung (10) erfiillt ist, die Formel 


(9.2,9—1P—) (*(r) 
(11a) : PT f(u) du — (eats — fru) au. 
Die vorstehenden Rechnungen liefern auch den Werth des Integrals 


(12) a’ ={r du, 


dessen Integrationsweg die Punkte qg, p zuerst im negativen, dann im 
positiven Sinne umkreist. Der Anfangswerth der Function f(w) an 
der unteren Integralgrenze «= c soll in ’ derselbe wie in @ sein. 
Dann ist @’ identisch mit dem Product e—**‘(¢+%@, In dem oben 
definirten Integral @, (Gl. (4)) war der Anfangswerth von f(u) gleich 
e?i(°+*) f,; an w, wurde @, stetig angeschlossen, ebenso hatte w, an 
@, stetigen Anschluss, , an @,. Nun ist fiir die aus den vier 
Integralen @,, @,, @,, @, gebildete Summe, wenn sie in dieser Reihen- 
folge genommen werden, der Integrationsweg derselbe wie fiir das 
Integral w’; die genannte Summe unterscheidet sich daher von ’ nur 
dadurch, dass in ihr der. Anfangswerth ¢*‘(*+)f,, in @ aber der An- 
fangswerth /, fiir f(w) zur Anwendung kommt. Auf diese Weise wird, 
mit Riicksicht auf (5), fiir w' die Gleichung 


(q-, ~~ Zo. ) (g,. ’ ] —) 
a3) fp du— caesete fF) au, 


in der f(w) die Function (1) bezeichnet, abgeleitet. Sind die Bedingungen 
(10) erfiillt, so folgt aus (9) und (13) die Formel 


yf fea deem (etme 1) (etm) f pu) ae. 


Der fiir @ angewendete Integrationsweg mége ferner in der Art 
geiindert werden, dass man die zwei Umkreisungen des Punktes q (die 
positive und die negative) mit einander vertauscht. Dann entsteht 
ein Integral 


(15) a ff er i) de, 


fiir welches ahnliche Formeln wie fiir m gelten. An der unteren 
Integralgrenze u —=c midge auch in ” der Werth f, fiir f(w) genom- 
men werden. Nennt man A das Kreisintegral, das aus LZ erhalten 
wird, wenn der Umlauf um den Punkt g nicht im positiven, sondern 
im negativen Sinne erfolgt, so modificirt sich die fir m angestellte 
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Rechnung, die zur Gleichung (7) fiihrte, nur darin, dass die Gréssen 
DZ und e®*‘* durch A und e~**‘* zu ersetzen sind. Man hat demnach 
fiir w” die zu (7) analoge Gleichung 


(16) f oP eu) du = ph 1) (ete — 1) ff flu) du 
e + (e~?*4'* —1) K — (e&aio— 1)A, 


aus der, wenn die Bedingungen (10) befriedigt sind, die der Formel 
(9) entsprechende Gleichung 


(17) f POP ey) du — (2817 — 1) (e-2H8" — 1) f f(u) du 


gewonnen wird. 

Die Umkehrung des Integrationsweges, welche bei gleichzeitiger 
Multiplication des Integrals durch den Factor — 1 zulissig ist, bewirkt 
bei w’ (wie bei w) nur eine Vertauschung der Punkte p und g in 
Bezug auf die Reihenfolge, in der sie von der Variable « umkreist 
werden. Aus w” wird, wenn uw den in (15) angegebenen Weg in 
umgekehrter Richtung durchliuft, ein Integral erhalten, dessen Inte- 
grationsweg mit dem positiven Umlauf um p beginnt und mit dem 
positiven Umlauf um gq schliesst. Es ist also 


((9—sP— 0p) (*(p—.9— Ps 9) : 
(18) f f(u) du = —f f(u) du, 


*(9— Pst P—) (P,9—.P—>9) 
(19) J. f(u) du = — f [(u) du. 


7 


Die Integrale @, w, @” verschwinden, sobald einer der Punkte 
p, q aufhért, ein singulirer zu sein. Es sei z B. f(u) in der Um- 
gebung des Punktes p eindeutig und stetig. Dann hat der Factor 
eio, der zu f(u) hinzutritt, wenn w den Punkt p umkreist, den 
Werth 1. Gleichzeitig verschwindet das Kreisintegral K. In Folge 
dessen werden in den Gleichungen (7) und (16) simmtliche rechts 
stehende Summanden gleich Null. Das Analoge gilt, wenn f(u) bei 
u = q eindeutig und stetig bleibt. 

Ist die Function f(u) fiir « = p unstetig, jedoch in der Umgebung 
des Punktes p eindeutig, und wird sie daselbst durch die Reihe 


f(u) = >) A,(u—p) +>) As (u—p)* 
v=0 v=1 
dargestellt , so hat das Integral wo den Werth 
(20) @ = 221i A,'(e**** — 1). 
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Denn da ¢e*#¢ = 1 ist, so ergiebt sich aus (7) die Gleichung 

@ = (eit — 1) K, 
und das Kreisintegral K nimmt, wenn die obige Reihe fiir f(u) sub- 
stituirt wird, den Werth 277A,’ an. Unter denselben Voraussetzungen 


in Bezug auf die Function f(u) bestehen fir w’ und @” die Glei- 
chungen 


(21) @ = 2xiA,'(1 — e~ 2"), @” = 2mi A, (e-?*!* — 1), 
von denen die erstere aus (13) und (20), die letztere aus (16) folgt. 


§ 2. 

Eine Function F(u) habe die singuliren Punkte p, p,,..., pn, 
deren Anzahl als endlich vorausgesetzt wird; ausser denselben sei nur 
der Werth « = oo ein singulirer fiir die genannte Function. In der 
Umgebung des Punktes u =p soll die (in der Einleitung erwihnte) 
Gleichung 
(2) F(u) = (u—p)* "9 (u) 
gelten, in welcher m(u) eine bei «=p eindeutige Function von u, 
und 6 eine Constante bezeichnet. Macht die Variable u einen positiven 
Umlauf um die simmtlichen endlichen singuliiren Punkte p, p,,..., pn, 
so nimmt, wie vorausgesetzt wird, die Function F(u) den constanten 
Factor e?*‘* auf, bleibt aber im Uebrigen unverindert. 

Man ziehe um den Punkt p (als Mittelpunkt) mit dem Radius k 
einen Kreis ®, der keinen anderen singuliren Punkt der Function 
F(u) als den Punkt p umschliesst. Ferner werde ein beliebiger Punkt 
y der u-Ebene, der nicht zu den singuliren Punkten von F'(u) gehért, 
zum Mittelpunkte eines zweiten Kreises { genommen, dessen Radius | 
so gross ist, dass sowohl der Kreis & als auch die Punkte p,,..., Dn 
auf der von < begrenzten Kreisfliche liegen. Man wihlt auf der 
Kreislinie ® einen beliebigen Punkt », auf der Kreislinie % einen 
beliebigen Punkt q und verbindet diese Punkte durch eine sich selbst 
nicht schneidende Linie %, welche aus der Kreisfliche & nicht heraus- 
tritt und keinen der Punkte p,,..., p, enthilt. Es sei endlich c 
irgend ein Punkt der Linie %; von den verschiedenen Werthen, welche 
die Function F(w) in demselben annimmt, werde ein bestimmter, der 
F, heissen midge, fixirt. 

Es soll nun ein Integral 


2— fFw du 


betrachtet werden, dessen Integrationsweg in dem Punkte ¢ beginnt 
und endigt und sich aus den auf einander folgenden Theilen 


cq, Xt, gp, Kt, pa, L-, ap, K-, pe 
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zusammensetzt, Als Anfangswerth fiir die zu integrirende Function 
F(u) an der unteren Integralgrenze uc ist der genannte Werth 
F’, anzuwenden; derselbe stellt zugleich den Werth von F'(u) im 
Endpunkte des Integra- 
tionsweges dar. Durch 
L+, K+, resp. L-, K- 
wird der Umlauf lings 
der Kreise 2, & in der 
positiven, resp. negativen 
Drehungsrichtung _be- 
zeichnet. Die Variable u 
des Integrals 2 umkreist 
also, vom Punkte ¢ aus, 
zuerst simmtliche singu- 
lire Punkte p, p,,..., Pn, 
dann allein den Punkt p, 
beides im positiven Sinne, 
und fiihrt hierauf die 
entsprechenden Umkrei- 
sungen auch im negativen 
Sinne aus. Wird die Gesammtheit der endlichen singuliren Punkte 
P> Pi» +++, Pm Ger Function F'(u) durch den Buchstaben © zusammen- 
gefasst, so kann man, gemiiss der im § 1 angegebenen abgekiirzten 
Schreibweise, das obige Integral Q durch den Ausdruck 


(22) bi ff OPP) Fu) de 
darstellen. 

Das Integral 2 geht durch eine einfache Substitution in ein Inte- 
gral iiber, dessen Variable einen Doppelumlauf um zwei endliche 
singulire Punkte macht. Man verbinde w mit einer neuen Variable v 
durch die Gleichung 


¢ 1 1 
(23) wertt, vet, 
wo y die Constante bedeutet, die den Mittelpunkt des Kreises { bildet, 
und nenne p’, p,’,-.., 2 die Constanten 





Fig. 3. 





, 1 ’ 1 , 
(4) Pm pay Bm Ree 
Dann entsprechen den Werthen u—p, u—p,,..., U=pp die 
Werthe v= p’', v=—p,’,...,v—=p,, und dem Werthe «= oo der 


Werth v=0. Die Function F(u) mége durch die Substitution (23) 
in die Function w(v) tibergehen; diese hat die singuliren Punkte 
v=0,0=—p,v—p,,...,0—p,, wahrend v = oo kein singulirer 
Werth fiir sie ist. Da die Punkte w, die auf der Kreislinie 2 liegen, 
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durch die Gleichung u — y = le®‘, in welcher # von 0 bis 22 variirt, 
bestimmt sind, so gilt fir die zugehérigen Punkte v die Gleichung 


v= + e-7', Der Kreis 2 liefert also in der v-Ebene einen Kreis { 
mit dem Mittelpunkt v = 0 und dem Radius - und zwar bewegt sich 


v lings @ in negativer Drehungsrichtung, wenn w den Kreis & in 
positiver Richtung durchliuft. Die Punkte yp’, p,’,...p, befinden sich 
simmitlich ausserhalb des Kreises %’, da die von %’ umschlossene Kreis- 
fliche denjenigen Theil der u-Ebene abbildet, der nach Fortlassung 
der Kreisfliche £ tibrig bleibt. Nennt man sodann §’ den Kreis, der 
in der v-Ebene die Abbildung des Kreises & darstellt, so gehért zur 
Kreisfliche § die Kreisfliche § (nicht die Ergiinzungsfliche); denn 
kein Punkt der Kreisfliche ® kann, weil y ausserhalb & liegt, einem 
unendlich entfernten Punkte der v- Ebene entsprechen. Folglich ent- 
hilt die Kreisfliiche §’ keinen anderen singuliren Punkt der Function 
w(v) als den Punkt v =p’. Die Drehungsrichtung ist bei correspon- 
direnden Umliufen lings @ und §’ die gleiche, da die Umgebungen 
irgend zweier entsprechender Peripheriepunkte einander in den kleinsten 
Theilen tihnlich sind, und daselbst die inneren Seiten sich gegenseitig 
abbilden. Man bezeichnet ferner durch c’, y’, q’ die Constanten 
1 , 

vor? IO aH7? 
welche die Bildpunkte von w=—c, w=), w—q darstellen. Die 
Punkte »’ und 4’ sind die Endpunkte einer 
(den Punkt ¢ enthaltenden) Linie %’, die 
in der v-Ebene der Linie % entspricht 
(Fig. 4). Die Function #~(v) nimmt, den 
oben angefiihrten Voraussetzungen zufolge, 
den Factor e—?***, resp. den Factor e*‘¢ 
auf, wenn die Variable v einen positiven Umlauf:um den Punkt 0, 
resp. um den Punkt p’ ausfiihrt. 

Das Integral 2 verwandelt sich durch die Substitution (23) in den 
Ausdruck 


0-p',0r'-) gg 
(26) -—f, vo) 2, 
dessen Integrationsweg aus den Theilen 
eq, Lap, KF, pa, Vt, gp’, Ro, Pe’ 
besteht. Dies ist ein Integral von der in (15) angegebenen Art. 
Setzt man 
(27) ¥(v) = (vo — pr to" x(0), 
so ist y(v), wie aus den erwihnten Kigenschaften von (v) folgt, 
eine bei v0 und bei v =p’ eindeutige Function von v, Mithin 


(25) at y= 


e—y?’ 
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hat die zu integrirende Function in (26 
die in (1) definirte Function f(w). Man erhalt aus der rechten Seite 


der Gleichung (1) den Ausdruck +) wenn man 


); oe) , dieselbe Form wie 


uw, plu), p, g, t 
bezw. durch : iis fituas 


Vv; x(r), P; 0, we 
ersetzt. Wird ausser diesen Aenderungen noch ¢ statt ¢ geschrieben, 
so geht das in (15) bezeichnete Integral w” in — Q iiber. Die Formel 
(16) liefert daher fiir Q die Gleichung 


(28) Q Nig and (esto a 1) (e®xie = nf, v(v) s. 
ou (ee ai 1) K’ se (este a 1) N, 


in welcher K’, A’ die Integrale der Function +" E lings des Kreises 


§’ im positiven Sinne, resp. lings des Kreises %’ im negativen Sinne 
bedeuten. 

Bleibt in (27) die Function y(v) fiir vo =p’ und fiir v = 0 stetig, 
und ist der reelle Theil von 6 positiv, der von ¢ negativ, so werden 
die Kreisintegrale K’ und A’ unendlich klein, sobald man die Radien 
der Kreise § und < unendlich klein wihlt. Dann ergiebt sich fiir Q 
die Gleichung 


nio ie * dv 
Q=—_ — (2 — 1) (¢* _ » ff o(v) ee? 
die, wenn nach (23) wieder 
d 7 
uy, Se—du, or) = Fu) 
gesetzt wird, die Gestalt 


(29) Q = (cite — 1) (e24ie — 1) [Fw du 


annimmt. Das Integral Q wird also, falls das Integral J “F(u) du 


convergirt, aus diesem durch Multiplication mit einer Grésse erhalten, 
welche ausschliesslich von 6 und ¢ abhingt. Das Kreisintegral A’, 
das hier als verschwindend klein angenommen wird, ist identisch mit 
dem iiber den unendlichen Horizont der u- Ebene erstreckten Integral 
der Function F'(u). Der Integrationsweg des obigen Integrals 


f F(u) du entsteht aus der Linie % (Fig. 3), wenn man den Punkt » 


mit p zusammenfallen und den Punkt q in’s Unendliche riicken lasst. 
Die Voraussetzung, unter der die Formel (29) giiltig ist, wird durch 
die zwei (zu (10) analogen) Gleichungen 
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[o—r) 1-9 [MPL 


o=p v jo=0 
oder, was @asselbe ist, durch 


(30) [(u bei? P) F(u)ju=p ss 0, [( — Y) F(u)ju=« = 0) 
ausgedriickt. 

Um den Integrationsweg des Integrals Q zu vereinfachen, ziehe 
man vom Punkte ¢ aus (Fig. 3) zwei geschlossene, sich selbst nicht 
schneidende Curven $3 und Q, von denen $$ keinen anderen singuliiren 
Pankt der Function F(u) als den Punkt p umschliesst, wiihrend das 
von 2 begrenzte Fliichenstiick sowohl die Punkte p,, ...p,» als auch 
die ganze Curve $ enthilt. Dann kann der Integrationsweg von Q 
offenbar aus den 4 Strecken 

Ot, Pr, QO", P- 
zusammengesetzt werden, wo Qt, P+ die positiven, und Q-, P- die 
negativen Umliufe lings Q, $8 bedeuten. 

Nach der bisherigen Definition des Integrationsweges von 2 um- 
kreist die Variable « abwechselnd einerseits alle endlichen singuliiren — 
Punkte der Function F'(u), andererseits den Punkt p allein. Indessen 
lisst sich dieser Integrationsweg noch in einer etwas anderen Weise 
auffassen , indem der Punkt p den Punkten p,,... p, gegeniibergestellt 
werden kann, Um dies zu erliutern, verbindet man die letzteren 
m Punkte mit einander durch irgend eine gebrochene, sich selbst nicht 
schneidende Linie © (Fig. 5), so 
dass ein Umlauf um © einen 
Umlauf um p,,...p, darstellt. 
Man fixirt ferner zwei Punkte 
d,, d, der Curve $§ und zwei 
Punkte e,, e, der Curve Q und 
wihlt die Bezeichnung derselben 
in der Art, dass die positiven 
Umliaufe lings $ und Q kurz 
durch cd,d,¢ und ce, e,¢, die nega- 
tiven durch cd, d,c und ce, e, ¢ an- 
gegeben werden. Endlich werde 
vom Punkte d, eine Verbindungs- 
linie zum Punkte e, gezogen, welche die gebrochene Linie © nicht 
schneidet, und welche so liegt, dass das Fliichenstiick, auf dem sich 
die Linie S befindet, die Begrenzung ce, e,d,d,¢c hat. Der Integrations- 
weg des Integrals Q besteht, wenn man die Curven J und Q benntzt, 
aus den vier Abschnitten 





Fig. 5. 


cee,c, Cd,d,e, ceee, ed,dye. 
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Der zweite und der dritte dieser Abschnitte bedeuten aber zusammen 
genommen, da man dafiir den Weg cd,d,e,e,c setzen darf, einen 
Umlauf um die gebrochene Linie © in negativer Drehungsrichtung. 
Schaltet man andererseits hinter den ersten Abschnitt ce, e,¢ des Inte- 
grationsweges die sich gegenseitig aufhebenden Strecken cd,d,c und 
ed,d,c ein, so sind die Wege ce,e,c und cd,d,c gleichbedeutend mit 
ceé,e,d,d,c, d. h. mit dem positiven Umlauf um die Linie ©, worauf 
dann der Weg cd,d,c, d. h. der positive Umlauf um den Punkt p 
folgt. Hieraus ergiebt sich, dass Q sich auch als das Integral 


AG, p, S—, p— 
(31) a= mee Fe) de 


darstellen lisst. Man kann also die positive und die negative Um- 
kreisung der n-++-1 Punkte p, p,,..., (in (22) kurz durch G, resp. G —, 
bezeichnet) durch die entsprechenden Umkreisungen der » Punkte p, ,... Pn 
ersetzen, ohne dass der Werth des Integrals Q sich hierdurch iinderte. 

Als Ausgangspunkt des Integrationsweges des Integrals Q kann, 
weil der Anfangswerth der Function F(w) mit ihrem Endwerthe tiber- 
einstimmt, ein beliebiger Punkt dieses Weges genommen werden; denn 
eine Verschiebung der unteren Integralgrenze innerhalb des Integrations- 
weges findert nur die Reihenfolge der einzelnen Summanden derjenigen 
Summe, als deren Grenzfall das Integral Q anzusehen ist. Da ausser- 
dem die Linien $$, OQ, © ihrer Form nach willkiirlich bleiben und nur 
hinsichtlich ihrer respectiven Lage zu den singuliren Punkten be- 
stimmt sind, so lasst sich die untere Grenze von Q in jeden beliebigen 
Punkt der u-Ebene, der nicht singulair fiir F(u) ist, verlegen, was 
(mit Riicksicht auf § 1) auch aus der Gleichung (26) folgt. Indessen 
muss, wenn die untere Integralgrenze 
sich verschiebt, der Anfangswerth der 
Function F(u) dieser Aenderung gemiiss 
bestimmt werden. Denkt man sich z. B. 
in Fig. 5 die untere Grenze des Integrals 
Q lings der Curve $ in positiver Richtung 
fortgeschoben und in den Punkt d, ver- 
legt, so hat man als Anfangswerth von 
F(u) im Punkte d, denjenigen Werth 
zu nehmen, der aus F, entsteht, wenn 
#« den Bogen cd, (Bruch‘heil eines positiven Umlaufes um den Punkt p) 
durchliuft. Die Figur 5 (in der man noch die Punkte d, und e, mit 
einander verbinden mége) wiirde hierdurch in Figur 6 iibergehen, in 
welcher dann die vier Strecken 





Fig. 6. 


d,e,€,d,, A,d,cd,, dye,e,d,, d,cd,d, 
den Integrationsweg von Q bezeichnen. 
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Man kann endlich den Integrationsweg von Q auch auf eine Form 
bringen, welche der mit Hiilfe der Figur 2 gegebenen Darstellung des 
Integrationsweges von @ (§ 1) entspricht. In Figur 5 bilden der 
Bogen cd,d, der Curve $§ und die Verbindungslinie d,e, zusammen 
eine Linie, durch welche das von Q begrenzte Flachenstiick in zwei 
Theile getheilt wird. Auf dem einen dieser Flichentheile liegt der 
Punkt p, auf dem anderen die gebrochene Linie S, und man gelangt, 
wenn man vom Punkte ¢ aus liings Q im positiven Sinne fortschreitet, 
zunichst zu dem die Linie © enthaltenden Flichentheile. Wird nun 
der positive, resp. der negative Umlauf lings Q wiederum durch Ot, 
resp. Q-, bezeichnet, so kann der vom Punkte c ausgehende Inte- 
grationsweg des Integrals 2 nach Fig. 5 aus den vier Theilen 

Ot, ed,d,e, Q-, &d,d,c 

gebildet werden. Denn auf dem Wege 0+, der mit ce, e,d,d,c-+- cd, d,e,¢ 
gleichbedeutend ist, wird zuerst die Linie ©, dann der Punkt p im 
positiven Sinne umkreist. Die iibrigen drei Strecken enthalten, da 
sie als cd, d,e,e,¢ + ce,d,d,¢ geschrieben werden kénnen, die nega- 
tiven Umliufe um die Linie © und um den Punkt p. Also stellen 
die vier Strecken in der That zusammen den in (31) angegebenen 
Integrationsweg dar. 

Durchlauft die Variable « den in (22), resp. in (31) bezeichneten 
Integrationsweg in umgekehrter Richtung, so hat das zugehdérige Integral 
der Function F'(u) den Werth —Q. Der Integrationsweg beginnt 
dann mit dem positiven Umiauf um den Punkt p und schliesst mit 
dem negativen Umlauf um die Gesammtheit der Punkte p, p,,...2n, 
resp. um die Linie ©. Man erhilt auf diese Weise die zu (8) analogen 


Formeln 
(Pp, ©, p-, 6—) 1, p, O—,p—) 
f’ . F(u) du=— f ig F(u) du, 


(P(», ©, p—, S-) \G,2,.6—.p—) 
f " F(w) du= — f me? F(w) du. 


Fir das Integral Q wurde in dem Fall, wo die zwei Gleichungen 
(30) in Kraft sind, der Ausdruck (29) abgeleitet. Ist von den Be- 
dingungen (30) nur die erste 

[(u — p) F(u)lu—p = 0 
befriedigt, so besteht die Formel 


(33) Q—_(1— ena) F(u) du. 


Denn wenn man in Fig. 5 den Punkt ¢ in die Nachbarschaft des 
Punktes p legt und die Dimensionen der Curve $$ unendlich klein 
wihlt, so wird das lings $$ genommene Integral der Function F(u) 


(32) 
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im gedachten Falle unendlich klein. Es bleiben also nur die zwei 
Umlaufe um die Linie © iibrig, woraus die Gleichung (33) folgt. 
Die Bestimmung des zur Anwendung kommenden Zweiges der Function 
F(u) geschieht nach Fig. 5 oder Fig. 6. In derselben Weise findet 
man, wenn die zweite Bedingung (30) 


[(u om Y) F(u))|u=« = O 
erfiillt ist, fiir das Integral Q die Gleichung 


(34) Q = (e?7i# 1 f.” F(u) du, 


welche sich aus (26) und (11) ergiebt, wenn man den Radius des 
Kreises 2° (Fig. 4) unendlich klein nimmt. Die Integrationswege der 
auf den rechten Seiten von (33) und (34) stehenden Integrale sind 
einfache geschlossene Curven, von denen die eine vom Punkte p aus- 
geht und die Linie © umgiebt, wahrend die andere in einem be- 
liebigen Punkte des unendlichen Horizontes ihren Anfang nimmt und 
den Punkt p, jedoch keinen der Punkte p,, ..., p,, umkreist. 

Es sollen schliesslich noch zwei Integrale 2’ und 2”, welche den 
in § 1 angegebenen Integralen @’ und w” analog gebildet sind, be- 
trachtet werden. Es sei 2’ das Integral 


z (G—, p—, G, p) 
(35) Q -f F(u) du, 


dessen Integrationsweg von dem in (22) bezeichneten Integrationswege 
des Integrals Q nur darin abweicht, dass die positive und die negative 
Drehungsrichtung mit einander vertauscht sind. Als Anfangswerth 
der Function F'(w) an der unteren Integralgrenze «—c werde, wie 
in (22), der Werth F, genommen. Man findet leicht die der Formel 
(13) entsprechende Relation 

(36) Q == e— 20+") Q, 

da in Q die negativen Umliufe mit dem Werthe e*‘(¢+9) F,, in Q 


mit dem Werthe F, beginnen. Hat das Integral f 4 F(u) du einen 


bestimmten Sinn, so gilt fiir Q', wie aus (29) und (36) folgt, die 
Gleichung 


(37) Q = (e— 210 _ 1) (¢-244e — J) f “F(u) du. 
Man kann 2’ auch als das zu (31) analoge Integral 


(38) T ws J hella Sites 


auffassen, in welchem die Umkreisung der Linie © die Umkreisung 
der ~ Punkte p,,...p, bedeutet. Denn die fiir Q angestellten Be- 
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trachtungen iibertragen sich auf 2’, sobald die positive und die negative 
Drehungsrichtung mit einander vertauscht werden. 
Man nennt ferner Q” das Integral 


(G—, p, ©, p—) 
(39) Q” = fern Fw) du, 
in welchem der Weg der Variable w nach Figur 5 durch 
O-, Pt, Qt, Po 
angegeben wird. Wendet man auf Q” die Substitution (23) 


u=my+ - v= 
an, welche F(u) in #(v) verwandelt, so entsteht die Gleichung 
(cfr. (26)) 

“ (0, p',0o—, p—) d 

g—— ff v(v) %, 


1 , 1 


in der p' = sl fm a gesetzt ist. Mithin kommt Q” auf 


ein Integral von der Form (3) zuriick. Ebenso wie fiir das Integral Q 
der Ausdruck (28) erhalten wurde, gewinnt man fiir Q” mit Hiilfe 
von (7) die Gleichung 
— (enio _ 1) (e—2aie — 1) fv) de 

y' v 
ame (e—2H #0 es 1) K’ 4. (ete oie 1) ze. 
In derselben wird durch L’ das in positiver Drehungsrichtung lings 


(40) ®” as 





des Kreises 2’ (Fig. 4) genommene Integral der Function vie) be- 
zeichnet, wiihrend K’ dieselbe Bedeutung wie in (28) hat. Sind die 
Bedingungen (3V) erfiillt, so kann man die Kreise &’ und % unendlich 
klein nehmen, so dass die Kreisintegrale K’ und L’ verschwinden. 
Dann entsteht aus (40) die Gleichung 


” : ® dv 
Q” == — (e2io — 1) (e-2aie — 1) f, vr) SS, 
die, wenn man durch die Substitution v = <= die Variable u 
wieder einfiihrt, fiir Q” den Ausdruck ‘ 
(41) Q” == (e2tto — ]) (e—24te — ff F(u) du 


liefert. Benutzt man die gebrochene Linie © zur Definition des 
Integrationsweges, so ist 


PS—, p, €,p—) 
(42) oa f mer? Fu) du, 


wie sich unmittelbar aus der Figur 5 ergiebt, wenn man statt e,, d, 
die Punkte e,, d, durch eine Linie mit einander verbindet. 


Mathematische Annalen, XXXYV, 32 
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§ 3. 

Um die Anwendung, welche die hier betrachteten bestimmten 
Integrale in der Theorie der linearen Differentialgleichungen finden, 
an einem Beispiel zu erliutern, soll kurz auf die Differentialgleichung 
der Gauss’schen hypergeometrischen Reihe 


(43) «(@— 1) 9% 4+ (@+ 641) c— 9] 4% + apy =—0 


eingegangen werden. Man gelangt bekanntlich zu Lésungen dieser 
Gleichung, indem man fiir y das bestimmte Integral*) 


(44) nee [ew —2)-@ du, 


in welchem 1 nur von u abhingt, substituirt und die Formel der 
theilweisen Integration benutzt. Die Integralgrenze g ist, wie voraus- 
gesetzt wird, eine Constante, h entweder constant oder gleich x. Von 
den logarithmischen Fallen der Gleichung (43) wird hier abgesehen. 
Es ergiebt sich, dass das Integral (44) eine Liésung von (43) ist, falls 
fiir 11 das Product w’-e(u — 1)*-*-! genommen wird, und falls der 
Ausdruck 
[(w — 2)-A-1 wh-e+t (4 — Ije-a]i= 


u=g? 
der in Folge der theilweisen Integration als Summandus auftritt, den 
Werth Null hat. Zur Abkiirzung werde 


(45) D(u, x) = (wu — x)-F whe (uw — 1ye-e—, 
(46) M = (u — «)-é- uber} (4 — 1)¢-« 
gesetzt, Dann ist 
*h 
(47) y= , Ot, x) du 
ein particulires Integral von (43), sobald g und h die Bedingung 
(48) [M)vm1 — [M]uny = 0 
erfiillen. 


Die Gleichung (48) kann zunichst dadurch befriedigt werden, dass 
sowohl |M],,—, als auch [M],,—, verschwindet. Diese Fille liefern 
fiir g und h die Werthe 0, 1, co, z Indem man je zwei dieser 
4 Werthe fiir g, h wablt, erhilt man die bekannten 6 particuliren 
Lésungen der Gleichung (43) 


*) Es ist hier dieselbe Bezeichnung gewiihlt worden wie in § 1 der Ab- 
handlung des Verfassers ,,Ueber die Differentialgleichung der allgemeineren 
hypergeometrischen Reihe mit zwei endlichen singuliiren Punkten‘‘ in Bd. 102 des 
Crelle’schen Journals, pag. 81, auf die verwiesen wird. 
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(49) foow, x) du, fo, x) du, 
(50) frou, a) du, fo, x) du, 
(61) frou, 2) du, f- O(u, 2) du, 


welche (in dieser Reihenfolge) die zu «= 0, zu « = 1 und zu =o 
gehérigen Hauptintegrale darstellen. Man erkennt jedoch, dass die ‘ 
Grésse M nur dann fiir «u—0, bezw. u=1, wu—=oo, u=-2 Ver- 
schwindet, wenn die reellen Bestandtheile der Constanten 6B — 9 + 1, 
@—«a, a, — B—1 positive Vorzeichen haben. Die Lésungen (49), 
(50), (51) sind folglich nicht allgemein anwendbar. Die Giiltigkeit 
derselben muss in der That wegen der Convergenzbedingungen der 
bestimmten Integrale eine beschriinkte bleiben. 

Die Zahl der Bedingungen, denen die Constanten «a, B, g bei 
den einzelnen Integralen zu geniigen haben, vermindert sich, wenn 
man, wahrend die Werthe 0, 1, oo, 2 fiir die Grenzen zur Anwendung 
kommen, g = h setzt und fiir das Integral (47) eine geschlossene Curve 
als Integrationsweg einfiihrt. Denn in diesem Falle bleibt fiir die be- 
stimmten Integrale nur je eine Convergenzbedingung zu erfiillen iibrig. 
Lisst man z. B., indem man g = h = O nimmt, in (47) die Variable 
u eine geschlossene, sich selbst nicht schneidende Curve durchlaufen, 
welche vom Punkte 0 ausgeht und den Punkt 1 (jedoch nicht den 
Punkt x) umschliesst, so befriedigt, der obigen Rechnung zufolge, das 
so definirte Integral die Gleichung (43), sobald der reelle Theil der 
Constante 8 —e@+1 positiv ist. Dieses Integral wird nach § 1, 
wenn der Umlauf im positiven Sinne geschieht, durch den Ausdruck 


y} Cu — 2)-F whe (uw — Leet du 


bezeichnet. Dasselbe bildet einen Ersatz fiir das erste Integral (51), 
wenn @ —a@ im reellen Theil negativ, 8 —o@-+ 1 positiv ist; fir 
B — @ +1 <0 wird indessen sein Werth ebenfalls ein unbestimmter. 
Man gelangt nun zu Liésungen der Differentialgleichung (43), 
welche niemals illusorisch werden und die Form bestimmter Integrale 
haben, wenn man in (47) die Variable « Doppelumliufe von der in 
den vorstehenden §§ 1 und 2 angegebenen Art ausfiihren lisst. Als 
Ausgangspunkt und Endpunkt des Integrationsweges des Integrals (47) 
werde ein beliebiger Werth « = c genommen, der von den Werthen 
0, 1, 00, @ verschieden ist. Fiir g —h—c erhilt man aus (48) die 
Bedingung, dass die mehrdeutige Function M ihren anfinglichen 
Werth wieder annehmen muss, wenn die Variable u die geschlossene 
Integrationscurve durchliiuft. Da aber M das Product 


32" 
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(u — x)-B—-1 yb—-e+ (4 — 1)e-# 


bedeutet, in welchem die drei Exponenten beliebige Constanten sind, so 
liegt es nahe, die Gleichung (48) dadurch zu erfiillen, dass man die 
Variable uw, nachdem g = h = c gesetzt ist, um diejenigen singuliren 
Punkte, die sie tiberhaupt umkreist, zwei Umlaiufe, nimlich einen 
positiven und einen negativen, machen lasst. Hierdurch entstehen 
dann Integrale von der Form (3), (22) und (31). 
Von den sechs in (49), (50), (51) genannten Integralen haben 
drei, namlich 


62) fom,aau, fou, 2 du, f'o(w, 2) du 


eine endliche Begrenzung. Statt derselben mégen nunmebhr die drei 
Integrale mit Doppelumlauf 


Pe, 0, z—, 0—) 
f (u, x) du, 


z,1,2—, 1—) 
(53) if “O(u, 2) du, 


1,0,1—, 0—) 
f (u, x) du, 


in denen ®(u, x) wieder die Function (45) bedeutet, als particulire 
Lésungen der Differentialgleichung (43) genommen werden. Diese 
Integrale haben, nachdem an ihrer unteren Grenze ein Werth der 
Function ®(u, 2) fixirt worden ist, fiir ein endliches, von 0 und 1 
verschiedenes x stets einen bestimmten Sinn. Denn ihr Integrations- 
weg ist endlich, und die zu integrirende Function bleibt in allen 
Punkten desselben stetig. Nach Formel (9) werden die Ausdriicke (53), 
falls die Integrale (52) convergiren, mit den Producten 


f 





[eei(e-e) — 1] [e208 — 1) fou, x) du, 
(emilee) — 1] [e248 — 1) pow, x) du, 


1 
[e2=i(e—@) — 1] [e2aite—a) — fo, x) du 


identisch. 


Man denke sich ferner die Punkte 0 und x durch eine Linie 
WU, die Punkte 1 und @ durch eine Linie 8, die Punkte 0 und 1 
durch eine Linie © verbunden und bilde die zu (31) analogen 
Ausdriicke 
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f i 


4,1.%—,1-) 
f O(u, x) du, 


8,0, B—,0— 
(54) ) f : 'O(u, x) du, 


(6,2, C—, #—) 
f O(u, x) du, 


deren Integrationswege aus je zwei Umliufen um eine der Verbindungs- 
linien und zwei Umliaufen um einen singuliren Punkt der Function © 
bestehen. Die Integrale (54), welche convergent sind, sobald x endlich 
und von 0 und 1 verschieden ist, treten an Stelle der drei Integrale 


(55) frou, x) du, fom, x) du, frou, x) du, 


falls letztere aufhéren, einen bestimmten Sinn zu haben. Da die 
Function ®(u, x) den Factor e~?*‘« aufuimmt, wenn die Variable u 
einen positiven Umlauf lings einer die drei Punkte 0, 1, 2 um- 
schliessenden Curve macht, so ergiebt sich aus der Formel (29), dass 
die Integrale (54) im Fall der Convergenz der Ausdriicke (55) in die 
Producte 





[e2*ie—a) __ }] [e—2 aie — 1 fo, x) du, 


) 
[enie-o — 1] fete — 1) fou, «) du, 


[e-2*42 — 1) [e-24te — uf O(u, x) du 
iibergehen. 
Ist der reelle Theil der Constante @ — @ positiv, so besteht fiir 
das erste der Integrale (54) gemiiss der Formel (33) die Gleichung 


(a, 1, | 1) ir 
f O(u, xv) du=—([l — enie-a M(u, x) du. 


Man kann daher statt des Integrals f “o(u, x) du, falls dieses durch 


seine obere (aber nicht durch seine untere) Grenze divergent wird, 


at) 
das Integral S ®(u,x)dw als particulire Lésung von (43) anwenden. 


Die analogen Schliisse gelten fiir die tibrigen Integrale (55). 

Die Differentialgleichung (43) ist hiermit im allgemeinen Falle 
durch bestimmte Integrale gelést, da die Integrale (53) und (54) das 
vollstindige System der Hauptintegrale dieser Gleichung darstellen. 

Man bemerke, dass in den Fallen, wo von den Integralen (53) 
und (54) einzelne identisch verschwinden (s, den Schluss des § 1), 
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die entsprechenden einfacheren bestimmten Integrale anwendbar bleiben. 
Es sind dies zugleich diejenigen Fille, wo hypergeometrische Reihen 
mit endlicher Gliederzahl vorkommen. Ist z. B. die Constante 6 — @ 
ganzzahlig und positiv, so dass ®(u,z) bei w—O eine eindeutige 
stetige Function von « wird, so verschwinden das erste und das dritte 
der Integrale (53) und das zweite Integral (54) fiir ein beliebiges 2. 
Dann sind jedoch, da der Werth u =O als untere Integralgrenze in 
(47) gewahlt werden darf, entweder das erste und das dritte der 
Integrale (52), resp. das zweite Integral (55), oder aber die zugehérigen 
Integrale mit einfacher geschlossener Integrationscurve convergent. 
Man erhilt also wiederum ein vollstindiges System bestimmter Integrale 
als Lisung der Differentialgleichung (43). Hiner niheren Betrachtung 
sollen diese speciellen Fille von (43) hier nicht unterzogen werden. 











Zur Theorie der Euler’schen Integrale. 
Von 


L. PocuHammer in Kiel. 


In dem Euler’schen Integrale erster Art 


1 
f ut (1— wu)" du, 


welches hier durch E(a,b) bezeichnet werden soll, miissen, damit 
dasselbe einen bestimmten Sinn habe, die reellen Bestandtheile der 
Gréssen a und b positiv sein. Zur Ausdehnung der Definition auf 
negative Werthe von a und 0b kann zuniichst die Reductionsformel 
dienen, welche E(a, b) mit E(a+m, b+) verbindet (m und n ganz- 
zahlig, a+m>0, b+n>0) oder die Darstellung der Grésse 
E(a,b) durch ein unendliches Product. Fiir den Fall, dass nur eine 
der Constanten a, b im reellen Theile negativ ist, hat H. Hankel ein 
Integral eingefiihrt, dessen Integrationsweg eine geschlossene, von 0 
oder 1 ausgehende Curve ist*). Dieses Verfahren hat Herr Bigler 
wesentlich erweitert, indem er fiir beliebige Werthe von a und b das 
Euler’sche Integral E(a, 6) durch zwei Integrale, deren Integrations- 
wege einfache geschlossene Curven sind, ausdriickt**). 


*) ,,Die Euler’schen Integrale bei unbeschriinkter Variabilitit des Argu- 
ments“, Schlimilch’s Zeitschr, f. Math. u. Phys., Jahrgang 9, 1864 (pag. 12). 


“41 
Hankel behandelt das Integral J. (— y)?(i—y)’ dy, dessen Integrationscurve 
1 


den Punkt 0 umschliesst. 

*#) Ueber Gammafunctionen mit beliebigem Parameter‘, Crelle’s Journal 
Bd. 102, 1887, §2. Herr Bigler leitet fiir das Euler’sche Integral E(a,b) die 
Gleichung 


E(a, b) = ——1__ e-i"4 7 imo 


i 
2ésin (wa) ~~ Qésin (wb) 
ab, wo V und W zwei Integrale von uth 1—a"* bedeuten, in denen die 
Integrationsvariable «(von einem beliebigen Punkte aus) einen einfachen Umlauf 
um den Punkt 0, resp. um den Punkt 1 ausfiihrt, 








496 L. Pocnnammer, 


In den nachstehenden Betrachtungen, welche sich an die Abhand- 
lung des Verfassers ,,Ueber ein Integral mit doppeltem Umlauf“*) 
anschliessen, wird nicht eine neue Darstellung des Euler’schen Inte- 
grals E(a, b), sondern ein (auch fiir negative a, b brauchbarer) Ersatz 
desselben aufgesucht, insbesondere hinsichtlich der Anwendungen auf 
lineare Differentialgleichungen. Man bezeichnet durch €(a, b) das 


Integral . 
(a, b) = e~ 44+) f we—' (1 — uw)?" du =f —u)(u—1)-"'du, 


in welchem die Variable « einen Doppelumlauf von der in jener Ab- 
handlung angegebenen Art um die Punkte 0 und 1 ausfiihrt. Das 
Integral ©(a, b) stellt, da es fiir alle endlichen Werthe von a und b 
einen bestimmten Sinn behiilt, eine transcendente ganze Function der 
zwei Argumente a, b dar. Sind die reellen Theile von a@ und b 
positiv, so wird @(a, b) mit dem Ausdruck 
(et#4 — ¢—* 12) (ent? ¢— aid) F(a, b) = — 4 sin (wa) sin (xb) E(a, b) 

identisch. Das Resultat, dass das Product aus dem Euler’schen Integrale 
E(a, b) und der Grésse — 4 sin (wa) sin (xb)e'*(*+») fiir beliebige 
endliche Argumente a, b endlich bleibt, ist bereits in den Rechnungen 
des Herrn Bigler enthalten, der indessen dieses Product selbst nicht 
zum Gegenstand seiner Untersuchungen nimmt. 

Die im Folgenden behandelte Griésse ©(a, b) ist fiir reelle Werthe 
von a und b selbst reell; sie verschwindet, wenn a oder b gleich einer 
positiven ganzen Zahl, oder wenn a+b gleich einer negativen ganzen 
Zahl oder gleich Null wird. Wie das Euler’sche Integral E(a, b) ist 
auch (a,b) symmetrisch in Bezug auf a und b. Fir €(a+m, b) 
besteht, wenn m eine positive ganze Zahl bedeutet, die Formel 

a(a-+1)...(a+m—1 
Clam, 0) = (—I" EH eph Het btmaay EGO). 
Das Integral (a, b) bleibt ausserdem unveriindert, wenn eins der 
Argumente a, 6 durch 1 — a — Db ersetzt wird. 

Die Definition des Integrals ©(a@, b) und die Ableitung der soeben 
erwihnten Eigenschaften desselben, sowie einiger anderer Formeln, 
bildet den Gegenstand des nachstehenden § 1. In § 2 wird voraus- 
gesetzt, dass von den Constanten a und Db die eine im reellen Theil 
positiv sei. Dann kommt €(a, b) auf ein hier durch E (a, b) bezeich- 
netes Integral von der von Hankel betrachteten Art zuriick, dessen 
Integrationsweg aus einer einfachen geschlossenen Curve besteht. 

Der § 3 kniipft an das Verfahren an, durch welches H. Hankel 
das Euler’sche Integral zweiter Art [(a) fiir beliebige Werthe von a 





*) Dieser Band, pag. 470. 
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definirt*). Hankel leitet fiir den Quotienten Tie der, wie Herr Weier- 


strass hervorgehoben hat**), fiir jedes endliche a endlich bleibt, den 
allgemein giiltigen beinpeiairedy 


to" oF cf. e*(—t)-edt 
ab, dessen Integrationsweg im unendlich entfernten Punkte der posi- 
tiven reellen Axe beginnt und endigt und den Punkt 0 umschliesst. 
Setzt man ¢ == — wu, so dass die Variable « vom unendlich entfernten 
Punkt der negativen reellen Axe ausgeht, so entsteht die Gleichung 


reo ay forw-eau, 


welche von Heine***) und von is Bigler+}) in ihren Untersuchungen 
angewendet worden ist}}). Die Rechnungen des nachstehenden § 3 
beziehen sich nun auf das Integral 


few du, 


dessen Integrationsweg mit dem des letztgenannten Ausdrucks iiberein- 


stimmt. Dasselbe wird hier durch F(a) bezeichnet. Der Vergleich 
mit der Hankel’schen Formel zeigt, dass 


2x 
[@)—+Fa-@ 


ist. Fiir ein positives a, wo das Kuler’sche Integral [(a) convergirt, 
ergiebt sich unmittelbar die Gleichung 


T (a) = (e*'* — e~*'*) F(a) = 2i sin (wa) (a), 
welche in die zuvor erwiahnte iibergeht, wenn die Relation 


Tr(a) F(1—a) = 


Se 
sin (za) 


benutzt wird. Statt also den Quotienten —— Ta a) zu behandeln, kann man, 


wie im Folgenden geschieht, die Eigenschaft der Gammafunction, dass 





*) § 2—3 der erwiihnten Abh. im 9'" Jahrgang von Schlémilch’s Zeitschrift. 
**) .,Ueber die Theorie der analytischen Facultiiten“, Crelle’s Journal, 
Bd. 51, pag. 7 und 36, 1856. 
***) ., Einige Anwendungen der Residuenrechnung von Cauchy“, Abschnitt I, 
in Crelle’s Journal, Bd. 89, pag, 19, 1880. 
le g1. 
+t) Man vergleiche auch die Abhandlung des Herrn J, Thomae ,, Beitrag 


zur Theorie der Function P (u , A " a)‘ in Schlémilch’s Zeitschrift, Jahrgang 
14, 1869, ; 
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ihre fiir endliche Argumente eintretenden Unstetigkeiten sich durch 
Multiplication mit e*‘* — e~*¢ oder mit sin (wa) beseitigen lassen, zum 
Ausgangspunkt der Betrachtung nehmen. Das Integral [ (a), das eine 
transcendente ganze Function von a ist, steht zu [(a) in einer ahn- 
lichen Beziehung wie die in § 1 definirte Grésse (a, b) zu dem 
Euler’schen Integral E(a, b). Aus den oben genannten Gleichungen 
folgt, dass 
T (a+ 1) = — af (a) 

ist, und dass F(a) fiir positive ganzzahlige Werthe von a verschwindet. 

Die Gréssen (a,b), E(a, b) und F(a) finden, ebenso wie E(a, b) 
und [(a), bei der Integration gewisser linearer Differentialgleichungen 
Anwendung, indem sie den Zusammenhang zwischen den Lésungen in 
Reihenform und den Lésungen durch bestimmte Integrale vermitteln. 
Als Beispiel hierfiir werden in § 4 die bestimmten Integrale, welche 
die Lésung der Differentialgleichung der Gauss’schen hypergeometrischen 
Reihe im allgemeinen Falle darstellen, mit den zugehdrigen Potenz- 
reihen verglichen. 

Die oben genannte (vorstehende) Abhandlung ,,Ueber ein Integral mit 
doppeltem Umlauf wird im Folgenden kurz durch Abh. bezeichnet. 


§ 1. 

In der Ebene der Variable uw ziehe man von einem Punkte ¢ aus, 
der auf der reellen Axe zwischen 0 und 1 liegt, zwei geschlossene, 
weder sich selbst noch einander schneidende Curven $$ und Q, von 
denen die erstere den Punkt « = 0, die letztere den Punkt «= 1 um- 
schliesst, und integrire die Function 
(1) flu) = eA) 11 —u 
nach « in der Art, dass die Grésse w zunichst lings Q den Punkt 1, 
sodann lings $$ den Punkt 0 in positiver Drehungsrichtung umkreist 
und hierauf die Curven Q und $ auch im entgegengesetzten Sinne 
durchlaiuft. In dem Anfangswerthe der Function f(w) an der unteren 
Integralgrenze u = cc, 

f(e) = e-#HH -(1 ey, 


wahle man diejenigen Werthe der Potenzen c*-' und (1 —c)’-', die 
durch die Reihen 





lalallala s+ SF 
(l—cy—! = 1 — aot 7 + “se 2 
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dargestellt werden, die also fiir reelle a, b reell und positiv sind. 
Dieser specielle Werth f(c) wird f, genannt. Bringt man die Potenzen 
c*—! und (1—c)’-! auf die Form 

el — e(a—t)loge | (l1—c) ams e(d—1) log (t—o) , 


so sind in f, fiir log ¢ und log (1—ce) die reellen Werthe zu nehmen. 

Das so definirte Integral der Function f(u) soll (a, b) genannt 
werden. Man hat fiir dasselbe, nach § 1 der erwihnten Abhandlung 
» Ueber ein Integral mit doppeltem Umlauf“ die abgekiirzte Bezeich- 
nung 


/°(1,0,1—,0-) 
3) (a,b) erated FO etd — td. 


Die reelle Axe der u-Ebene treffe, abgesehen von c, die Curve $ im 
Punkte *, die Curve Q im Punkte 4. Indem man ausserdem zwei 





Fig. 1. 

Punkte x’, x” auf 98 und zwei Punkte 4’, 4” auf~2 fixirt, kann man 

uach Fig. 1 die vier Theile des Integrationsweges von (a, b) durch 
cM AA c, cx'un'c, ca"dAic, cx" xx'c 

bezeichnen. (a, b) ist hiernach gleich der Summe der vier Integrale 


(4) fo tewyan, Lo ran, [Feo du, J re aw, 


deren Integrationswege nur je einen der singuliiren Punkte uw = 0 und 
wu = 1 umkreisen. 

Der Werth des Integrals ©(a, b) hingt von der unteren Integral- 
grenze c nicht ab (s. d. Abh.).. Sind die reellen Bestandtheile der 
Constanten a und 0b positiv, so gilt fiir das auf der rechten Seite 
von (3) stehende Integral (nach Formel (9) der Abh.) die Gleichung 


7 (1,0, 1—,0—) 
f ut! (1—u)>du = (e?*!¢— 1) (@*#?— 1) E(a,b), 
in welcher E(a, b) das Kuler’sche Integral erster Art 
"1 
(5) E(a, b) -/ ut-1(1—u)’—" du 


bedeutet; denn die Curven $$ und Q kénnen alsdann auf je einen 
(doppelt durchlaufenen) Abschnitt der reellen Axe und emen unendlich 
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kleinen Kreis um den Punkt 0, resp. um den Punkt 1 reducirt werden. 
Auch fiir E(a, b) gilt die Bedingung, dass die Potenzen wu und 
(1—w)* im Punkte « = c die Werthe (2) annehmen. Die Integrale 
(a,b) und E(a, b) sind folglich im genannten Falle (a > 0, b > 0) 
durch die Relation 


(6) (a, b) = (e*'¢ — e— #2) (extd — ¢— 2%) (a, b) 
mit einander verbunden, welcher man auch die Form 
(6a) (a, b) — — 4 sin (wa) sin (xb) E(a, d) 
geben kann. 


Das Integral F(a, b) hat fiir alle endlichen Werthe von a und b 
einen bestimmten endlichen Werth. Denn die zu integrirende Func- 
tion f(u) ist, da man einen bestimmten Anfangswerth derselben fixirt 
hat, und die Variable « nach der Voraussetzung durch die Punkte 0 
und 1 nicht hindurchgeht, in allen Punkten des Integrationsweges 
eindeutig und stetig, und der Integrationsweg hat eine endliche Linge. 
Mithin stellt ©(a, b) eime transcendente ganze Function der zwei 
Argumente a und 6 dar. 

Setzt man, was keine Beschriinkung ist, die Curven und Q 
als Kreise mit den Mittelpunkten « —0 und « = 1 voraus, so gilt 
fiir die Variable « auf 8 die Gleichung wu = ce®‘, auf Q die Gleichung 
u — 1 =(1—c)e*', wo # zwischen 0 und 22, @, zwischen — a und 
a variirt. Die Punkte x und 4 (Fig. 1) werden dann x =—¢, A=2—e, 
Wenn w den Halbkreis cx’ x durchliuft, so nimmt die Potenz u*-! 
den Factor e**(*—) auf; ebenso tritt zu (1—w)’-' der Factor e**—) 
hinzu, wenn « in positiver Drehungsrichtung von c¢ zu A iibergeht. 
Betrachtet man also die Producte 

e—*i(a—1) ya-1 g—#i(0—1) (J — yw) 


und wahlt fiir w-' und (1—w)>-' im Punkte w= c die in (2) be- 
zeichneten Werthe, so ist, wenn wv den erwahnten Weg cx'x, bezw. 
cd A zuriickgelegt hat, der Ausdruck e—**(¢-» u*—! im Punkte x gleich dem 
in (2) angegebenen Werthe c*—', bezw. der Ausdruck e~7‘ ')\1— >! 
im Punkte 4 gleich dem in (2) angegebenen Werthe (1 —c)’-*. Diese 
Erwiigungen iibertragen sich auf den allgemeineren Fall, wo die 
Gestalt der Curven $$ und Q eine beliebige bleibt. Es seien A und B 
die Constanten 
{ A = e~ Fila!) ye! — ( we x) S om efa—1)log (—x) | 
(7) \ B = e° #4001 —A) = (A— 1)! = ef—loga—-4 , 


in denen der reelle log (—x), resp. der reelle log (A—1) zur An- 

wendung kommt. Durchliuft u den Bogen cx’x, resp. den Bogen 

cd’a (Fig. 1), und hat die Function f(u), welche man als das Product 
e— 2i(a - Nese! 7 #100 (J _ u)- = (—u)2—! (u— ip 
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schreiben kann, im Punkte c den oben bezeichneten Werth f,, so wird 
die Potenz (—wu)*-' im Punkte x gleich A und die Potenz (u—1)*-* 
im Punkte 4 gleich B. Hieraus folgt, dass man (a, 0b) auch als 
das Integral 


(8) 6a, 1) =f yeu — 1 a 


definiren und die Bestimmung treffen kann, dass bei den positiven 
Umlaufen lings $8, bezw. O der Factor (—wu)*—' der zu integrirenden 
Function fiir « = * den Werth A, der Factor (w— 1)’-! fiir uw = 4 den 
Werth B annehmen soll. Denn diese Angabe der Werthe der Potenzen 
(—wu)*-!, (w—1)*"' in den Punkten x, 4 (Fig. 1) ist gleichbedeutend 
mit der Bedingung, dass f(w) im Punkte c den Anfangswerth f, habe. 
Fiir reelle a, b sind A, B reell und positiv. Die hier angestellte Be- 
trachtung zeigt ferner, dass ©(a, 6) auch als das Integral 


(1,0, 1—,0—) 


(8a) (a,b) = enniie- f 


j ue! (u— 1)" du 


definirt werden kann, wenn man festsetzt, dass die Potenz (w—1)’-' 
bei dem positiven Umlauf lings © fiir w= 4 (Fig. 1) den obigen 
Werth B hat, wihrend w*' an der unteren Integralgrenze ¢ gleich 
dem in (2) bezeichneten Werthe c*— ist. 

Setzt man in dem Integral (3) 


u=1l—w, w=—1l—u, 


so entspricht dem positiven Umlauf der Variable « um u = 0, resp. 
u = 1 ein positiver Umlauf der Variable u’ um w = 1, resp. wu = 0. 
Wird also die Constante 1 —c durch c’ bezeichnet, so ergiebt sich 
fiir €(a@, b) der Ausdruck 


- (0,1,0—,1—) ° ? 
E(a,b) = — niet f) w (1 —w’)-1 dw’. 


In dem rechts stehenden Integral tritt, wenn die singuliren Punkte 
O und 1 in Bezug auf die Reihenfolge der Umkreisung mit einander 
vertauscht werden, nur der Factor — 1 hinzu (Formel (8) der Abh.); 
denn die Umkehrung des Integrationsweges hat jene Vertauschung zur 
Folge. Ausserdem kann man die untere Grenze c’, da sie ohne Ein- 
fluss auf den Werth des Integrals ist, durch ¢ ersetzen; der Anfangs- 
werth von /(u) wird dann wieder gleich f,. Hierdurch entsteht die 
Gleichung 


, ’ (1,0,1—,0—) ‘ , 
(a, b) = e~7i ar) w-1(1 —w’)—"' du’, 
ce 
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welche beweist, dass 
(9) &(a, b) = E(b, a) 
ist. 
Die Anwendung der Forme] der theilweisen Integration auf die 
Grosse 


0,1—, 0—) 


(1,0, 
€(a+1,b) = — eases» u*(1—u)’-! du 
fiihrt zu dem Ausdrucke 
€(a+1,b)— 


_e? ome _ ('0,0,1-,0-) 
one raver | Oe we | _ $ enmiiets | ut (1—u)>du. 


Auf der rechten Seite dieser Gleichung heben sich die vom Integral- 
zeichen freien Summanden gegenseitig auf; denn da die Variable u 
jeden der Punkte 0, 1 sowohl im positiven als auch im negativen 
Sinne umkreist, so nimmt das Product u*(1—w«)’ im Endpunkte des 
Integrationsweges den anfinglichen Werth wieder an. Indem man 
sodann 

(1—u)? = (1—u)-!? — u(1—u) 


substituirt, findet man die Formel 
(10) E(a+1,b) =— sry Ea, d), 
aus der fiir ein beliebiges positives ganzzahliges m die Gleichungen 


a(a+1)...(a+m—1 re 
(11) €(a+-m, b)=(— 1)" etOeH bh elo (a, b), 
(12) €(a— I, b) (1 eS cant Ea, 8) 
erhalten werden. Die Gleichungen (11) und (12) unterscheiden sich 
nur durch den Factor (—1)™ von den zwischen den Euler’schen Inte- 
gralen E(a+m, b) und E(a, b), resp. E(a—m,b) und E(a, b) be- 
stehenden Relationen. 

Wird a gleich einer positiven oder negativen ganzen Zahl oder 
gleich Null, so ist die Function f(w) in der Umgebung des Punktes «—0 
eindeutig. Alsdann heben sich in dem Jntegral (a, b) diejenigen 
Bestandtheile gegenseitig auf, die sich auf die zwei Umkreisungen des 
Punktes «= 1 beziehen. Der Endwerth der Function f(u) in dem 
ersten der Integrale (4), der gleich e***/, ist, stimmt im genannten 
Falle, wo f(u) sich durch den Umlauf der Variable « um den Punkt 
u=0( nicht aindert, mit dem Anfangs- und Endwerth von /(u) 
im zweiten, also auch mit dem Anfangswerth von /(u) im dritten 
der Integrale (4) iiberein. Hieraus folgt, dass die Summe des ersten 
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und des dritten Integrals gleich Null ist. Nennt man ferner K dasjenige 
(lings $$ genommene) Integral 


(*(0) *(0) 
K =f f(u) du = emasiet f ue-"(1—u)-'du, 


an dessen unterer Grenze u—c die zu integrirende Function /(w) 
den Werth f, hat, so ist das zweite der Integrale (4) gleich e®*** K 
und das vierte gleich — K. Im Falle eines ganzzahligen Argumentes 
a besteht also fir ©(a, 6) die Gleichung 
(a, b) = (e27*?—1) K = 2ie*’ sin (xb) K. 

Man hat nun zu unterscheiden, ob a positiv oder negativ, bezw. 0 ist. 
Fiir positive ganzzahlige Werthe von a verschwindet das Integral K, 
weil f(w) dann bei w = 0 eindeutig und stetig bleibt. Bezeichnet also 
m irgend eine positive ganze Zahl, so ist 


(13) &(m, b) = 0 
fiir einen beliebigen Werth von }, und daher auch (cfr. 9) 
(14) &(a, m) = 0 


fiir einen beliebigen Werth von a. Ist dagegen a eine negative ganze 
Zahl, die —m heissen mége, so entwickelt man, um X zu bestimmen, 
die Potenz (1—w)’—' in die Reihe 


b 


—1 b—2 
(—wyt a 1 — Poh y 4 CH VOm) ye _..., 


was mit der Bedingung im Einklang steht, dass in f, der Factor 
(1—c)’— gleich der in (2) angegebenen Reihe sein soll. Hierdurch 
erhalt man fiir f(u), da a——m, e—*'* =(—1)™ ist, die Entwickelung 
. : b-1 b—1)...(b— 
f(u)—=(—1)™e- #* pores eT ee oe ee yn @—)-.-C—e) u ~| ‘ 
die auch im Falle m = 0 giiltig bleibt. Die Integration der Function 
f(u) langs der geschlossenen Curve §$§ fiihrt nun, da der mit u—? 
multiplicirte Summandus allein ein von Null verschiedenes Resultat 
liefert, zu der Gleichung 


K = (o—1) £ 2 (b—m) e- 209 nG 
und im Fall m= 0 zu der Gleichung 
K = e-** 22. 
Also ist 
&(0,b) =—4asin (zd), 
15 ais oe - : 
™ &(—m, b) = — 4a SS © =) a oS (xb) 


fiir beliebige Werthe von b und {fiir positive ganzzahlige Werthe 
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von m. Diesen Gleichungen kann man wegen der Relation (9) auch 
die Form 


(a,0) =— 4asin (xa), 
16 a bo 
(18) (a, —m) = — 4a = eS) (@—™) sin (xa) 


geben, wo dann a einen beliebigen Werth bedeutet. 

Das Integral ©(a, 6) verschwindet, nach (13) und (14), fiir ein 
positives ganzzahliges a oder b. Dasselbe wird ferner gleich Null, sobald 
die Summe a + 0b gleich einer negativen ganzen Zahl oder gleich Null 
ist. Man setze zuniichst voraus, dass weder a noch b ganzzahlig, 
aber a + 6 gleich der negativen ganzen Zahl — n, resp. gleich 0 sei. 
Dann kann man in der Formel (11) 





a-+-b) (a+b+1) ... (a+ b-+m—1 

E(a, b) — (—1)m CEO ED tot ore) E(a-+m, b) 
fiir m den Werth n+ 1, resp. den Werth 1 wihlen, wodurch der 
Factor a+b-++-m—1 und folglich die ganze rechte Seite der letzteren 
Gleichung den Werth Null annimmt. Dass (a,b) auch in dem Fall 
verschwindet, wo a und b ganzzahlig sind und a + b eine negative 
ganze Zahl oder Null ist, ergiebt sich aus den Formeln (15) und (16), 
da dann sin (2b), bezw. sin(wa) gleich Null wird. Also bestehen 
die Gleichungen 


(17) E(a,—a)=0, E(a, —n—a)=—0 
fiir jeden Werth von a und fiir jeden ganzzahligen Werth von n. 

Man bemerke, dass die Gleichungen (15) sich auch mittelst der 
Formeln (10) und (6a) ableiten Jassen, wenn man beriicksichtigt, dass 
das Euler’sche Integral E(a, b) fiir a= 1 den Werth é hat. Nach 
(10) ist 

E(a, b) = — “F° G(a+1, b), 
und fiir €(a+1, b) ergiebt sich aus (6a), da 
sin [w(a+1]) = — sin (xa) 
ist, der Ausdruck 
€(a+1, b) = 4 sin (xa) sin (xb) E(a +1, d). 

Durch Benutzung der Reihe 


sin (1a) = xa [2 wr? ia ra ‘x ‘| 


findet man daher fiir (a, 6) die Gleichung 
(a, b) = — 4a(a+b) sin (xb) [} — 7 +: ‘| E(a+1, d), 
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welche fiir a = 0 den im Vorhergehenden ermittelten Werth 
(0, b) = — 4z sin (xd) 
liefert. Da ferner fiir ein positives ganzzahliges m die Relation 


E(—m, b) = O— NO). C—™) G0, d) 


besteht, die aus (11) fiir a— — m erhalten wird, so ist auch die 
zweite der Gleichungen (15) durch die obige Rechnung bestiitigt. 

Das Integral (a, b) hat einen reellen Werth, sobald a und b 
reell sind. Dies folgt, wenn a und 6 zugleich positiv sind, unmittelbar 
aus der Gleichung (6a), da das Integral E(a, b) dann convergent und 
reell ist. Auf den eben genannten Fall lisst sich aber auch der Fall 
negativer reeller Argumente a, b reduciren, da man mit Hiilfe der 
Formel (11) die Grésse ©(a,b) durch eine Grésse €(a-+-m, b+-n), 
in der a+ m, b +m positiv sind, ausdriicken kann. 

In die Gleichung (6a) 


(a, b) = — 4 sin (wa) sin (wb) E(a, b) 
fiihre man statt des Euler’schen Integrals E(a, b) das unendliche Pro- 
duct ein, durch welches dasselbe dargestellt wird, 


b b 
om E(a, b) = “Fy UT Cio 








und substituire auch fiir sin (wa) und sin (7b) die unendlichen Producte 


v=@ 


sin (wa) = ma Stems, 
v= 1 


sin (xb) = xf J othe er?) P22. ‘ 


Dann heben sich die in (18) vorkommenden Nenner fort, und man 
findet ©(a, b) gleich dem unendlichen Producte 


(19) (a, b) = — 402 (a+0)J J (i—*) 0-2) (a4 , 





Das Integral €(a, 6) bleibt unverindert, wenn man eins der 
Argumente a, b durch 1—a—b ersetzt. Aus der Formel (19) 
ergiebt sich fiir €(1—a—b, b), falls die rechte Seite als der Grenzfall 
eines endlichen Productes geschrieben wird, der Ausdruck 


€(1—a—b,b)== ~— 44a) jin J [4H 2Yi+'). 


Mathematische Annalen, XXXV. 33 
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-Aber da 


oof fer 904452 


vy=1 


— @ Sete. ertre—) Sees: -.(n+1—a) 


1.2..  e mn 
__ (1—a)...(n—a) WH. forte) n+i—a 
cas 1.2... OR atb+n 


te sich mit wachsendem m dem Werthe 


Eins nahert, so entsteht die Gleichung 


&(1—a—b, b) = — 1xr(a+0)J J(1—*) (e— 2) (24 2+), 


val 


ist, und der Quotient 


deren rechte Seite (nach (19)) gleich ©(a, 6) ist. Wegen der Symmetrie 
der Grésse ©(a,b) in Bezug auf ihre Argumente kénnen auch in 
€(1—a—b, b) die Werthe a und b vertauscht werden. Es ist dem- 
nach 

(20) (a, b) = €(1—a —b, b) = E(a, 1—a—D). 


Bei diesem Beweise der Formel (20) wird die in (18) angegebene 
Kntwickelung des Euler’schen Integrals E(a, b) in ein unendliches 
Product als bekannt vorausgesetzt. Die genannte Formel soll nun 
noch auf eine zweite, directere Art hergeleitet werden, indem man 
(a,b) durch eine lineare Substitution in €(1—a—8, b) itiberfiihrt. 
Nach der am Eingang dieses Paragraphen gegebenen Definition hat 
man fiir €(1—a—b, b) den Ausdruck 


/*(1,0,1—,0—) | 
&(1—a—b, b) = erie f u-2->(1—u)" du, 


unter der Voraussetzung, dass an der unteren Integralgrenze der Werth 


(u-4—-*(1 _ u)- | == e~(a-+2) loge e(o—1) log (1—c) : 


in welchem loge und log (1—e) die reellen Logarithmen bedeuten, 
angewendet werde. Um (a, b) in das letztere Integral umzuformen, 
modificirt man zuniichst die Figur 1, indem man specielle Annahmen 
iiber die Gestalt der Curven $$ und Q macht. Mit einem Radius, der 
grosser als 1 ist, werde um den Punkt «= 0 als Mittelpunkt ein 
Kreis & gezogen, welcher die positive reelle Axe im Punkte u =— 4, 
die negative reelle Axe im Punkte u = x treffen mége. Der Werth 
A giebt die Linge des Kreisradius an. Man construirt ferner im 
Punkte ¢ (der auf der reellen Axe zwischen 0 und 1 liegt, im Uebrigen 
aber beliebig ist) eine Senkrechte © und nennt y und é die Punkte, 
in denen die Gerade © die obere, resp. die untere Hilfte des Kreises £ 
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schneidet (Fig. 2). Dann kann die Curve $ (Fig. 1) aus der geraden 
Strecke ycd und dem Kreisbogen dxy, die Curve Q aus yed und dem 
Kreisbogen dAy gebildet werden, Der Integrationsweg des Integrals 


{1,0,1—,0—) 
&(a, b) = e-aiet) ue—'(L—u)—*du 


setzt sich hiernach aus den Strecken 
cOAyc, cyxdc, cyddc, cduye 
oder, was dasselbe bedeutet, aus 
cOA, Ayudeyda, Aduye 

zusammen. Die zuerst genannte Strecke cdA darf, da der Endwerth 
der zu integrirenden Function y 
gleich ihrem Anfangswerthe 
ist, zur letzten Strecke genom- 
men werden, wodurch der Weg 


Ayudcya, Aduycda 


erhalten wird. Um den Werth ...%4 
der Function f(w) im Anfangs- 
punkte 4 dieses Integrations- 


weges zu bestimmen, giebt S 
man ihr die Form ge: 
(21) f (4) =e-7#¢—Dya—l (y—1)>—1, > i 


Fig. 2. 





C) 
> 





= 





Der Anfangswerth der Potenz 
(w —1)*-* im Punkte 4 ist gleich der in (7) angegebenen Constante B. 
Die Potenz u*' hat an der bisherigen unteren Integralgrenze u = c 
den Werth e@—les¢, in welchem log ¢ reell ist. Da aber log wu reell 
bleibt, wenn die Variable « das Stiick der reellen Axe von ¢ bis 4 
durchliuft, so ist w*~! im Punkte 4 gleich der Constante 

A’ = e(a—}) loga | 
in welcher log 4 den reellen Logarithmus bedeutet. Der Anfangswerth 
der Function /(u) im Punkte w = 4 wird folglich durch den Ausdrack 
(22) f(A) = e—**¢-D A'B 
dargestellt. Man fiihrt nunmehr in das Integral (a, 6) eine neve 
Variable v durch die Gleichung u = + ein. Dann geht, da 


ust! (u —s 1p" aus y?-a—b (1 — oy-* 
ist, @(a, b) in das Integral 


(a, b) = — enon fy ~e—4(1 ~ v)*"'do 


33* 





lan. 
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iiber, in welchem v denjenigen Weg zu durchlaufen hat, der die 
Strecken AyxdcyA, Adxycdd abbildet. Um diesen Weg der Variable 
v festzustellen, bemerke man zuniichst, dass der Kreis © in der 


v-Ebene einen Kreis {, mit dem Radius + und dem Mittelpunkte 
v = 0 liefert, und dass dem positiven Umlauf lings { der negative 
Umlauf lings &, entspricht. Wird ferner u =u, + iu,, v—=v, +iv, 
gesetzt, WO u,, M%», %,, v, reell sind, so folgen aus u = = die Glei- 
chungen 
41 OP oe” de v0," + v,* 
Zu der Geraden ©, fiir welche u, —c ist, gehdrt also in der v-Ebene 
der durch den Nullpunkt gehende Kreis 
24 9,2 1 1 \2 1\ 
wt et ah (SY) +o2=(S): 


% 2c 





Derselbe umschliesst den Punkt »v = 1, da der Werth =, welcher die 


Lange des Kreisdurchmessers angiebt, grésser als 1 ist, Der Theil des 
Kreises, der die Sehne ycd abbildet, liegt ausserhalb des Kreises £, ; 
denn die Flache des Kreises { entspricht der Ergiinzungsfliiche des 
Kreises {,. Die Punkte 

U=C,U=*4,4UmlA_um=y,u=J— 
moégen bezw. durch die Punkte 


vu=¢€,,0=—%,,0=—14,,0=—)7, v=0, 


abgebildet werden. Der Punkt A, liegt, da 4, = i, und 4 reell und 
grésser als 1 ist, auf der reellen Axe zwischen 0 und 1; x, ist gleich 


—+, und ¢, gleich +. Der Punkt 


y, befindet sich auf der unteren, 0, 
auf der oberen Halbebene (Fig. 3). 
Die Variable v durchlauft hiernach 
den aus Kreisbogen gebildeten Weg 


Ay % 9,744, 4,0, %, 7,0, 0,4, 





Fig. 3. der durch die vier Strecken 


AyV,%,9,4,, AyD eyy, Ay, AyD, Hy, 4, 4,7, 6,9,4, 


ersetzt werden kann. Also umkreist die Grésse v zuerst im negativen 
Sinne den singuliren Punkt 0, dann den singulaéren Punkt 1, woran 
sich ein positiver Umlauf um den Punkt 0 und ein positiver Umlauf 
um den Punkt 1 anschliessen. Man findet auf diese Weise fiir ©(a, b) 
den Ausdruck 
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(*(0~,1—,0,1) 
(a, b) = ein f iid € Z -v)—I dv. 


Der Werth der zu integrirenden Function v-*-’(1—v)’— an der 
unteren Grenze v = 4, =i wird mit Hiilfe der Gleichung (22) be- 
stimmt. Substituirt man in A’ und B die Werthe 


log 4 = log > = — log 4, 
1 
und 
log (A—1) = log ara = log (l—4,) — log 4,, 


so wird das Product A’ B gleich dem Ausdruck (cfr. (7)) 
A’ B = el?-«-2) loga, e(o—1)log (It—a,) | 


in welchem die reellen Werthe von log 4, und log (1—4,) zu nehmen 
sind. Da nun nach (21) 
f(A) = e~*#@—D Jot (A — 1)P-1 = 7 Hla) 4,2-a-0 (J — 4,1 
ist, so nimmt die Gleichung (22), welche den speciellen, zur unteren 
Integralgrenze gehérigen Werth f(A) angiebt, nach Multiplication mit 
ewi(a-)4,—2 die Gestalt 
A,-er(1 —A,)- ae a A 3B an e— (a-+0) log 4, e(o—1) log (1—2,) 


au. Folglich kommt an der unteren Grenze des in Rede stehenden 
Integrals der Werth 
(23) [v1 —v) Jenna, ci e7 (a+) log a, efo—1) log (1—2,) | 
in welchem log 4, und log (1—A,) die reellen Logarithmen bedeuten, 
zur Anwendung. Die Variable » fiihrt die negativen Umliufe um die 
Punkte 0 und 1 vor den positiven aus, Indessen kann man nach 
Formel (13) der Abhandlung , Ueber ein Integral mit doppeltem Um- 
lauf“ (wo 6 = 1—a—b, t=—b wu setzen ist), unter Beibehaltung 
des niimlichen Werthes der zu integrirenden Function an der unteren 
Grenze, die positiven Umlaufe den negativen vorangehen lassen, wenn 
man gleichzeitig das Integral mit dem Factor 

@—2#i(l—a—b) g—2nid = ertia 


multiplicirt. Also ist 
 (7°10—1-) 
&(a, b) = — ersten f v~*—>(1 —v)—"' dv. 


Endlich diirfen (nach Formel (8) der Abh.), wenn man rechts den 
Factor — 1 hinzufiigt, die Punkte 0 und 1 bei der auf den Integrations- 
weg beziiglichen Angabe mit einander vertauscht werden. Hierdurch 
entsteht die Gleichung 


(1,0, 1—-,0—) 


© (a, b) = ersten f o-*-(1 — a) do, 
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deren rechte Seite mit dem oben erwahnten Ausdruck (1 —a—8b, b) 
identisch wird, wenn man die untere Integralgrenze c durch 4, ersetzt. 
Da aber die Einfiihrung des (ebenfalls zwischen 0 und 1 liegenden) 
Punktes 4, an Stelle von ¢ den Werth des Integrals nicht dndert, 
und da nach (23) der Anfangswerth der zu integrirenden Function an 
der unteren Grenze v =A, dem vorgeschriebenen Zweige derselben 
angehért (cfr. (2)), so ist hiermit die Formel (20) 
€(a, b) = E(1—a —)b, b) = E(a, 1—a—b) 
aufs Neue bewiesen. 


§ 2. 

Es werde nunmehr vorausgesetzt, dass der reelle Bestandtheil der 
Constante a positiv sei. Dann kann man den Punkt ¢ dicht an den 
Punkt 0 heranriicken lassen (Fig. 1) und die Dimensionen der Curve 
$$ unendlich klein wihlen. In diesem Fall bezeichnet man durch 
E (a,b) das Integral 

—e-*% lim [ us (1—u) du, 
e=0 Jc 
dessen Integrationscurve einen positiven Umlauf um den Punkt u = 1 
darstellt, und in welchem an der unteren Grenze uc die in (2) 
angegebenen Werthe von u*—! und (1—«)’— zur Anwendung kommen 
sollen. Wird zur Fixirung des genannten Zweiges der zu integriren- 
den Function nicht die untere Grenze c, sondern der Punkt 4 benutzt 
(Fig. 1), so hat man, nachdem 
— e—*idya-1(] — y)>-! == ut! (w— 1) 

gesetzt ist, fiir w*-' und (w—1)’-' im Punkte 4 die Werthe e¢—!)!’s 
und e@—!)les@—-1) zu nehmen, in denen log 4 und log (4 — 1) die reellen 
Logarithmen bedeuten (§ 1). Das auf diese Weise eindeutig bestimmte 
Integral 


_ *(1) 7 
(24) E(a, bye f w-t(1— wy tue f°) w-t(u—1)-1du 


steht, wenn ausser @ auch b im reellen Theil positiv ist, zu dem 
Euler’schen Integral E(a, b) in der Beziehung 


(25) E(a, b) = (e***—e¢-**) E(a, b) = 2: sin (xb) E(a, b). 

Denn im Fall b > 0 kann der Integrationsweg von F(a, b) auf einen 
doppelt durchlaufenen Abschnitt der reellen Axe (der dicht vor dem 
Punkte 1 endigt) und auf einen unendlich kleinen Kreis um den Punkt 
1 reducirt werden, woraus die Formel (25) folgt. 


Fiir das in § 1 behandelte Integral (a, b) ergiebt sich, wenn der 
reelle Theil von a das positive Vorzeichen hat, die Gleichung 
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(26) (a, b) — (e**« — e- #12) F(a, b). 

Von den in (4) erwihnten vier Integralen, deren Summe gleich (a,b) 
ist, fallen das zweite und das vierte fort, sobald (im Fall a > 0) die 
Curve $ unendlich klein genommen wird. Das erste und das dritte 
dieser Integrale haben dann die Summe 


1) 
e— 7t(a+2) fl a ania f ue-i (l1—u)’-! du, 


die, weil fiir w*-' und (1—w)’-! die namlichen Bedingungen wie in 
(24) gelten, in die rechte Seite der Gleichung (26) tibergeht. Sind 
beide Argumente a, 6 im reellen Theil positiv, so wird aus (26) und 
(25) die Gleichung (6) erhalten. 

Die Forme! der theilweisen Integration fiihrt zu den Gleichungen 


E(a+1,b)= 345 Ea, b), 





E(a, b+1) = —a35 Fe, b). 


Bezeichnet also m eine positive ganze Zahl, so ist 








E oe a(a-+1)...(a-+m—1) is 
ai [Bia+m, b) = a+b (a+d+1) ...(a+b+m—1) E (a,b), 
c E ii ss b(b+1)... (b-+-m—1) = 
|Z, b-+m) = (— 1) (a+b) (a+b+1)...(a+b4+-m—1) E (a, b), 
und 


‘ 7 m (@+b—1 b—2)...(a-+b— 
(21a) E(ab—m) —(— 1p Sa Oowy EOD). 





Fiir ein positives ganzzahliges b nimmt das Integral F(a, b), da die 
zu integrirende Function dann in der Umgebung des Punktes « = 1 
stetig und eindeutig bleibt, den Werth Null an. Ausserdem ver- 


schwindet E(a, b), sobald die Summe a+b gleich einer negativen 
ganzen Zahl oder gleich Null wird, wie aus (27) folgt. Man hat dem- 
nach die Gleichungen 
(28) ype 

E(a,—a)=0, H(a,—m—a)=0, 


in denen m irgend eine positive ganze Zahl, und a einen beliebigen 
Werth, dessen reeller Bestandtheil positiv ist, bedeutet. 

Ist 6 gleich einer negativen ganzen Zahl — m oder gleich Null, 
so kommt, nachdem man in (24) die Reihe 


ue (1 —u)-! on {1 —(1 —u)|-(1 —u)y-™! 
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substituirt hat, fiir die Integration nach uw nur der mit (1 — u)-* 
multiplicirte Summandus in Betracht. Man findet auf diese Weise, 
da e~** gleich (— 1)" wird, die Werthe 


E(a, 0) = 2zi, 


29 val Su i 
i E(a, —m) = 22ij S—YG—*).-e—m) | 





die man auch aus (26) und (16) ableiten kann. 
In die Gleichung (25) werde fiir das Euler’sche Integral E(a, b) 
das Product (18) und fiir sin (wb) das Product 


sin (ab) = “f° erhe—*) ~ 


eingesetzt. Dann ergiebt sich fiir E(a,b) der Ausdruck 





ry , b TT b b 
(30) E (a,b) =2xi St IT atid fr — +). 


Wihrend das Integral (24) nur unter der Voraussetzung, dass der 
reelle Bestandtheil von a positiv ist, einen bestimmten Sinn hat, kann 
man die Gleichung (30) auch fiir negative Werthe von a gelten lassen. 
Die Grésse F(a, 6) bleibt unverindert, wenn man das zweite 
Argument } durch 1 — a — b ersetzt. Denn aus der Formel (20) 


(a, b) = E(a, 1—a—b) 
folgt nach Beriicksichtigung von (26) 
(31) E(a,b) = E(a, 1—a—b). 


Um diese Eigenschaft des Integrals E(a, b) direct zu beweisen, wendet 
man auf den Ausdruck (24) 


ve *(1) 
E (a, b) —| ut—(u— 1)" du 


die Substitution « — 1 = aaa an. Als Weg der Variable « midge 


ein Kreis mit dem Radius 1 und dem Mittelpunkte «= 1 gewahlt 
werden; dann erhilt man als Weg der Variable v ebenfalls einen 
Kreis mit dem Radius 1 und dem Mittelpunkte v — 1, da die Glei- 
chung u — 1—e*! in »v —1—e~*% iibergeht. Im Punkte w= 4A 
(Fig. 1), der hier «= 2 ist, wird die Function w—'(w—1)’- nach 
der Voraussetzung gleich e—)!°s?, wo log 2 den reellen Logarithmus 
bedeutet. Zu w—2 gehért der Werth »v = 2, zu u—O0 der Werth 
v=. Indem man bei dem Integral nach v, unter Multiplication 
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mit dem Factor — 1, den Iutegrationsweg umkehrt und hierdurch die 
negative Drehungsrichtung in die positive verwandelt, findet man _ 


E (a, b) = f, © y1(y—1)--d0. 


Dieses Integral ist aber nach (24) gleich E(a,1—a—b), da die 
Function v*'(v—1)-*-* im Punkte v =2 den Werth ¢e¢—!e8?, in 
welchem log 2 reell ist, annimmt- Mithin sind F(a, b) und E(a, 1—a—b) 
identische Gréssen. 

Transformirt man das Integral (24) durch die Substitution «—= 1 —w, 
so ergiebt sich, da die Variable w vom Punkte 1 aus einen positiven 
Umlauf um den Punkt 0 macht, die Gleichung 


(82) E(a, b) = e-* * w-l(1—w)— dw. 


Far Punkte w, welche reell und der unteren Integralgrenze 1 benachbart 
sind, haben die Potenzen w’-', (1 — w)*-' in (32) die Werthe 
el—1logw | ea—t)log(1—w), in denen log w, log (l1—w) die reellen Loga-" 
rithmen bedeuten. 

In (24) werde ferner eine Variable ¢ durch die Gleichung u = 4 
eingefiihrt. Dann ist 

ue (1—u)-'du = — + (t— 1) dt. 

Zieht man in der w-Ebene um den Punkt w = 1 als Mittelpunkt einen 
kleinen Kreis mit dem Radius 7, so kann man in (24) den Weg der 
Variable « aus der doppelt durchlaufenen Strecke von «=O bis 
u == 1—ZJ1 und dem genannten Kreise zusammensetzen. Die Kreis- 
fliche um « = 1 wird in der ¢Ebene durch eine Kreisfliiche, die den 
Punkt ¢ = 1 enthilt, abgebildet, und zwar entspricht dem positiven 
Umlauf um «w= 1 ein positiver Umlauf um ¢=—1. Auf dem ersten 
Theil der Bahn der Variable ¢, welcher durch den Abschnitt der 


positiven reellen Axe von ¢=oo bis tae} gebildet wird, hat 


man, gemiiss der Definition von E (a,b), die Potenzen t-*—, (¢— 1)’ 
gleich e—(¢+)los*, e(0—1)log(—!), wo log ¢ und log (¢—1) reell sind, zu 
nehmen. Unter Beriicksichtigung dieser Bedingung wird fiir E(a, b) 
der Ausdruck 

aes *(1) 
(32a) E(a, b) = e~#** (> (¢—1)-' dt 
erhalten. 
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§ 3. 
Man ziehe in der w-Ebene um den Punkt w = 0 als Mittelpunkt 
einen Kreis mit dem Radius k und betrachte ein Integral 


fe ut du, 


in welchem die Variable « zuerst den Abschnitt der negativen reellen 
Axe von —oco bis —k, dann den genannten Kreis (im positiven 
Sinne) durchlaiuft und vom Punkte —& lings der negativen reellen 
Axe zu — oo zuriickkehrt. In dem Schnittpunkte « =k des Kreises 
mit der positiven reellen Axe werde fiir die Potenz u*—' der Werth 
e(@—1)logt | in welchem log & den reellen Logarithmus bedeutet, genom- 
men. Das hierdurch definirte Integral soll durch [(a) bezeichnet 
werden. Man hat fiir dasselbe (nach § 1 der Abh.) den abgekiirzten 
Ausdruck 


(33) F(a) = f werwt du, 


Der horizontale Strich iiber dem Buchstaben [ soll, wie der Strich 
tiber dem rechts stehenden Integralzeichen, auf die geschlossene Inte- 
grationscurve hindeuten. 

Die Grésse des Kreisradius k hat auf den Werth des Integrals 
(33) keinen Einfluss. Denn wenn man den gewihlten Kreis durch 
irgend einen concentrischen ersetzt, so liegt auf der von den zwei 
Kreisen begrerzten ringférmigen Fliche kein singuliirer Punkt der 
zu integrirenden Function. Ebeuso kann statt des oben angefiihrten 
Weges jede beliebige, sich selbst nicht schneidende Curve, die in 
—oo beginnt und endigt und den Punkt « =O umschliesst, als 
Integrationsweg von [(a) genommen werden. 

Substituirt man in (33) u = — v, so ergiebt sich, da die Variable 
v von -+ oo aus einen positiven Umlauf um den Punkt 0 ausfiihrt, 
cie Gleichung 


(0) 
C (a) = -f; e-*(—v)*" dv. 
Hierin ist 
(— er aus e~#ila—1) ye-} as <= e~ tia yet 


zu setzen, wenn man bestimmt, dass fiir die Potenz v*' im Punkte 
v =k der Werth e¢—)-8*, wo log k reell ist, zur Anwendung kommen 
soll. Denn da zu v*-' der Factor e**@—) hinzutritt, wenn v im 
positiven Sinne lings des Halbkreises vom Punkte k zum Punkte — k 
tibergeht, so ist nach obiger Gleichung die Potenz (—v)*" im 
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Punkte v = — k gleich dem Producte aus e—*#(e—1) el@—Dlog® und extte—t), 
d. h. gleich e@—1)!°8* (wo log k reell), was der fiir u*-! aufgestellten 
Bedingung entspricht. Demnach ist F(a) gleich dem Ausdruck 


Pp (*(0) 
(34) F(a) = e-*ia J. ew! dv, 


in welchem fiir ein reelles a die positiven reellen Werthe von v*-' 
auf der zuerst durchlaufenen Strecke der positiven reellen Axe zu 
nehmen sind. 

Ist der reelle Bestandtheil von a positiv, so besteht zwischen 
F(a) und dem Euler’schen Integrale zweiter Art 


l(a) -/, e~-* ut! du 

die Relation 
(35) T (a) = (e*#¢—e-#'4)[ (a) = 2% sin (wa) (a). 
Denn in diesem Falle darf man den Kreisradius & unendlich klein 
wahlen, wodurch das Integral (34) sich in das Product (e*‘*—e—***)[ (a) 
verwandelt, da das Kreisintegral zu vernachliassigen ist, und die 
Potenz v*-? durch den Umlauf um v = 0 den Factor ¢e?*** aufnimmt. 

Das Integral F(a) stellt eine transcendente ganze Function von 
a dar. Der Beweis, dass die unendlich entfernten Strecken des Inte- 
grationsweges nur einen verschwindend kleinen Beitrag zum Werthe 
des Integrals liefern, wird fiir [(a) in derselben Art wie fiir das 
Euler’sche Integral [ (a) gefiihrt. Auf den im Endlichen liegenden 
Theilen des Integrationsweges von F(a) hat aber die zu integrirende 
Function e«u*, da ein bestimmter Zweig der Potenz u*-' gewahlt 
worden ist, stets einen eindeutigen endlichen Werth. Also ist [ (a) 
in der That fiir jedes endliche a@ stetig und eindeutig. 

Durch theilweise Integration ergiebt sich fiir [T (a + 1) die 
Gleichung 


= ro) nM 7*(0) 

T(a+ 1) =f 2 cut du= [ew } es ae af. e“ut-! du, 
aus welcher, da der vom Integralzeichen freie Summandus verschwindet, 
die Formel 


(36) T(a + 1) = — af (a) 
folgt. Durch wiederholte Benutzung derselben erhalt man die weiteren 
Gleichungen 
(37) F(a +m) = (— 1j"a(a+1)--- (a+m —1) F(a), 
rz = l (a) 
(38) C(a — m) = (— 1) T—th@—-2)-@- m) ? 


in denen m eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet. 
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Die Anwendungen, welche das Euler’sche Integral [(a) bei den 
linearen Differentialgleichungen findet, beruhen zum grossen Theile 
auf der zu (37) analogen Formel 

C(a + m) =—a(a+1)---(a+m — 1)T(@). 

Bei gewissen Differentialgleichungen, die sich durch bestimmte Integrale 
lésen lassen, wird naimlich, wenn man zu den Reihenentwickelungen 
iibergeht und m den Stellenzeiger nennt, durch die erwihnte Formel 
der Factor a(a + 1)---(a-+ m—1) in den Zahler des allgemeinen 
Terms der Reihe eingefiihrt, wihrend [(a) als Factor vor die ganze 
Reihe tritt. Diese Anwendungen erfahren nun eine Ausdehnung, falls 
man (durch Aenderung des Integrationsweges) das Integral F(a) an 
die Stelle des Euler’schen Integrals [(a) treten lisst. Denn _hier- 
durch wird es méglich, mit Hilfe der Gleichung (38) Factoren von 
der Form (a — 1) (a — 2) - - - (a — m) in den Nenner des allgemeinen 
Terms der Reihe zu bringen. Letzteres ist bei dem Euler’schen Integral 
nicht ausfiihrbar, da mit wachsendem m die Differenz a — m negativ, 
also das Integral [(@ — m) divergent wird. 

Die zwei geradlinigen Integrale, die in F(a) enthalten sind, heben 
sich gegenseitig auf, sobald a ganzzahlig, mithin e“w*—' in der ganzen 
u-Ebene eindeutig wird. Ist a zugleich positiv, so verschwindet auch 
das iibrigbleibende Kreisintegral. Ist dagegen a gleich einer negativen 
ganzen Zahl — m, bezw. gleich 0, so kommt, wenn e* ‘gleich 


1+ < +--+ gesetzt wird, in der Entwickelung der zu integrirenden 


Function die Potenz «-' vor, und zwar mit dem Coefficienten 





,» bezw. 1. Demnach ergeben sich die Gleichungen 
(39) r(m) = 0, 
_ . = 2 ; 

(40) F(0)=2ai, F(—m => =, 
in denen m wiederum irgend eine positive ganze Zahl bezeichnet. 
Die Grosse F(a) wird unendlich klein, wenn der reelle Theil von a 
sich dem Werthe — co niahert. Dies folgt ftir ein ganzzahliges Argu- 
ment aus (40) und fiir ein nichtganzzahliges aus (38). 

Fiibrt man in (35) fiir das Euler’sche Integral [ (a) und fiir sin(xa) 
die unendlichen Producte 

TN ee) 
(ame) a(a-+ 1) (@+2)...(@+%) 

FP (+a) (v—a) 
sin (za) = 0 les i ae 


=) 


v=1 


ein, so entsteht fiir F(a) die Gleichung 
(41) T (a) = 227i lim Saas To eer a ns) 


(n=) 





1.2..." 
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Aus (35) leitet man ferner die Formeln 

(42) f(a) fl — a) = — 4a sin (xa), 
(43) (a) = Panna 

ab, da sin(z[1 — a]) = sin(wa), und 


(a) F(1 — a) = —* 


sin (7 ) 





ist. Endlich werde die Gleichung, welche die Euler’schen Integrale 
erster und zweiter Art mit einander verbindet, 


F(a) F (0) 
E(a, b) = Flat by 
durch (e**¢ — e—7i«) (etd — e—*i>) multiplicirt. Dann ergiebt sich, 
nach Beriicksichtigung von (6) and (35), die Formel 





(a. ») = L@F@ 
(44) E(a,b) = Fer 
§ 4. 


Die Differentialgleichung der Gauss’schen hypergeometrischen Reihe 
(45) a(w —1) $4 + [(@ +641) «—¢) 4% + apy —0 


ist in § 3 der vorstehenden Abhandlung ,,Ueber ein Integral mit 
doppeltem Umlauf‘‘ im allgemeinen Falle durch bestimmte Integrale, 
deren Integrationswege aus Doppelumliufen bestehen, gelést worden. 
Es wurde daselbst eine Linie 2% vom Punkte 0 zum Punkte z, eine 
Linie 8 vom Punkte ] zum Punkte z, eine Linie € vom Punkte ( 
zum Punkte 1 gezogen, und die Umkreisung dieser Linien durch die 
Integrationsvariable « in analoger Weise wie die Umkreisung der 
einzelnen singuliren Punkte (§ 1 der Abh.) bezeichnet. Als Lésungen 
der Differentialgleichung (45) ergaben sich (I. c. (53) und (54)) die 
bestimmten Integrale 


(4,1, U—, 1—) (x, 0, 2—, 0—) 
(46) f O(u, x) du, J O(u, x) du, 


c 


8,0, s-, 0—) 2, 1,z—, 1—) 
(47) f ®(u, x) du, f ®(u, x) du, 


(\G,2,6—,2—) /*(1, 0, 1—, 0—) 
(48) f O(u, 2) du, J. O(u, 2) du, 


in denen O(u, x) die Function 
(49) ©(u, 2) = (u — 2)-# wh-e(w — 1Ye-*4, 
und ¢ eine beliebige, von 0 und 1 verschiedene Constante bedeutet. 
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Die Integrale (46) sind die zwei Hauptintegrale der Differential- 
gleichung fiir die Umgebung des Punktes x = 0. Um dieselben nach 
steigenden Potenzen von x zu 
entwickeln, setzt man den 
Abstand der Punkte « und 0 
von einander als klein voraus. 
Bei dem ersten Integral (46) 
moége der Punkt ¢ auf der 
reellen Axe zwischen 0 und 1 
angenommen werden. Zieht 
man durch c¢ einerseits einen Kreis $$, der den Punkt 0 zum 
Mittelpunkt hat und die Linie & umschliesst, andererseits einen Kreis 
Q mit dem Mittelpunkte 1 (Fig. 4), so kann der Integrationsweg des 
ersten Integrals (46) kurz durch 


Pr, Ot, P-, O- 
bezeichnet werden (§ 1 der Abh.). Jeder der Punkte dieses Integrations- 
weges hat vom Punkte 0 einen grésseren Abstand als der Punkt 2, 
d. h, es ist mod. 2 <1. In Folge dessen besteht fiir den in (49) vor- 


kommenden Factor (uw — x)-* die convergente Entwickelung 
(50) (w — 7 =w#(1— =)” 
awe [i 224 MOHD Hyd, 


Substituirt man diesen Ausdruck in das betrachtete Integral, so treten in 
den einzelnen Summanden die Potenzen von x vor die Integralzeichen, 
und die zu integrirenden Functionen werden von x unabhiingig. Als 
singulire Punkte, die von « umkreist werden, sind dann nur noch die 
Punkte 0 und 1 vorhanden. Man erhiilt daher fiir das erste Integral 
(46) die Reihe 








Fig. 4. 


(0, 1,0—, 1—) 
[ cats eo ae on - +... | du 
= G+ $ Gat... 4 POFY Cm) Gam +. 





w % 


in der G,, das constante Integral 


(0; 1, 0~, 1-) 
Gm -f u-e—™ (wu — 1)e-e-! du 


bedeutet. An der unteren Integralgrenze u—c midge im ersten Integral 
(46) die Potenz u’-¢ gleich e@-¢)!es¢, ferner die in (50) vorkommende 
Potenz u-? gleich else sein, wo unter log der reelle Werth ver- 
standen wird; die Potenz (uw — 1)¢-*— soll, wenn w zum ersten Male 
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im Punkte 4 eintrifft (Fig. 4), den Werth e@—2—)!8@—), in welchem 
log (A — 1) reell ist, annehmen, Diese Bestimmungen iibertragen sich 
auf das Integral G,,. Werden in dem Integrationswege von G,, (unter 
Beibehaltung des Anfangswerthes der zu integrirenden Function) die 
Punkte 0 und 1 hinsichtlich der Reihenfolge der Umkreisungen mit 
einander vertauscht, so tritt nur der Factor — 1 zu dem Integral 
hinzu (Gl. (8) der Abh.). Indem man ausserdem mit e*#(¢t+»—, 
= (— 1)" e*‘e-», multiplicirt, hat man die Gleichung 


71, 0, 1—,0—) 
(— 1)™ et!) Gy — eriletm f u-e-™ (uw — 1)e-*1 du, 


deren rechte Seite nach § 1, Formel (8a), gleich €(1—@—m, e—«) 
ist. Somit ergiebt sich 
Gm = (— 1)™e**C-@) E(1 — ep — m, Ee — @). 

Ist @ gleich 0 oder gleich einer negativen ganzen Zahl — m, so haben, 
nach (13), die Coefficienten G,, G,,... G, den Werth Null, wihrend 
die Coefficienten G,4, etc. durch die Formeln (15) bestimmt werden. 
In diesem speciellen Falle beginnt die oben erhaltene Reihe mit der 
Potenz 2*t', d. h. z'-@, und wird (abgesehen von einem constanten 
Factor) mit der durch das zweite Integral (46) ausgedriickten particu- 
laren Lésung identisch; die Differentialgleichung (45) hat dann be. 
kanntlich in der Umgebung des Punktes 2 = 0 im Allgemeinen noch 
ein logarithmisches Integral, worauf indessen hier nicht eingegangen 
werden soll. In allen tibrigen Fallen kann man fiir €(1-- @—m, e—«) 
nach (12) das Product 


: 1 1 
(1 — @ — m, @ — a) = (—1)™ enh Te ila tlie 
setzen, so dass 

G, = e*''-0 E(1 — @, @— 2), 


— pri(l—@) sets: -oFe=2. a 


wird. Auf diese Weise findet man fiir das erste Integral (46) den 
Ausdruck 


a, 1, %—, 1— 

(51) J ran Ou, x) du = ett) &(1—e, ep—a) F(a, B; @; 2), 
wo F(a, 8; @; 2) die Gauss’sche hypergeometrische Reihe 

(52) F(a, B; 932) 14 (Eo 4 SS EOEETY wt +.- 


-2.e(e + 1) 
bedeutet. 
Abgesehen von dem soeben erwihnten Falle, dass @ eine negative 
ganze Zahl oder Null ist, nimmt die auf der rechten Seite von (51) 
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stehende Constante €(1— @, @—«), welche man nach (20) auch 
€(1 — @, @) oder ©(a@, g — a) schreiben kann, den Werth Null an, 
wenn «@ oder g — @ eine positive ganze Zahl ist. Das erste Integral 
(46) verschwindet dann identisch; es tritt aber ein Integral mit ein- 
facherer Integrationscurve an seine Stelle. Man setze zuniichst voraus, 
dass g — a, aber nicht a, eine positive ganze Zahl sei. In diesem 
Falle wird statt des ersten Integrals (46) das Integral 


lat) 
, Ou, x) du 


genommen, das der Gleichung (45) geniigt (s.d. Abh.), und das con- 
vergirt, sobald der reelle Theil von g@—a positiv ist. Der Inte- 
grationsweg desselben, der aus einem einmaligen Umlauf um die Linie 
MW besteht, kann als ein Kreis mit dem Mittelpunkte « =O und mit 
einem Radius, der den Werth 1 nicht véllig erreicht, gedacht werden, 
so dass fiir den in ®(w,) enthaltenen Factor (w — x)-? wiederum 
die Entwickelung (50) gilt. Indem man G,, als das Integral 


, fe 
Gun -f u-e—™ (wu — 1ye-*—"' du 
definirt, findet man 


acy 
J O(u, 2) du= 
= G/ +2 G/e4+---4 a ee Gia" + .. 


~-2...™m 





Die Grosse G,, ist nach (32), wenn man fiir (w — 1)¢-*-' das Product 
aus e**@-«-1) und (1 — u)¢-«—! setzt und die Anfangswerthe von 
u-e-™ und (1 — w)¢-*-! in der fiir (32) angegebenen Art bestimmt, 
gleich dem Ausdruck 
Gn = (— 1)™ e-**« E(g — a, 1 — 9 — m) 
oder, wegen (27a), 
* an g-tte SUT 1): --OFO—D yy, oe 
os re eee eg ee Te 
Man gelangt daher zu der Gleichung 


r% <i a 
(63) f"o(w, 2) du = e-a' E (9 — a, 1— 0) Fle, Bs 05 2) 
in welcher der reelle Bestandtheil von @ — @ nach der Voraussetzung 
positiv sein soll. Die Constante E(g—«, 1—@), die nach (31) 


mit E (9 — a, «) identisch ist, verschwindet nur, wenn 1 — @ oder 
wenn @ eine positive ganze Zahl wird, 
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Da die Function ®(u, 7) auf die Form 
ames —p 1\e-@-1 
O(u, 7) =u 1(1 — =) (i — =) 


gebracht werden kann (cfr. (49)), so niihert sich das Product u®(u, x) 
mit unbegrenzt wachsendem u dem Werthe Null, wenn der reelle Theil 
der Constante « positiv ist. In diesem Falle ist das Integral 


(1) 
f O(u, x) du 


convergent; dasselbe unterscheidet sich nur durch einen constanten 
Factor von dem ersten Integral (46) (cfr. Gl. (34) der Abh.), an dessen 
Stelle es angewendet wird, wenn « ganzzahlig und positiv ist. Der 
Integrationsweg beginne und endige im unendlich entfernten Punkte 
der positiven reellen Axe, Man darf, da a zur Umgebung des Punktes 
0 gehéren soll, mod. << mod. w annehmen, also fiir (w— x)-? wieder 
die Reihe (50) substituiren. Hierdurch ergiebt sich 


(1) 
foo, 2) du— 
=G,+2G@"a4---4 6(B+1)...(B +m —1) Gram 4 . 


1.2...™ 





wo 


(*(1) 
Gn = J u-e—™ (4 — 1)e-2-1 du 
gesetzt ist. Aber aus (32a) folgt 


/*t) 

E(a+m,e—a)= ratte f u-e—™ (4 — 1)e-2—'! du. 
Daher erhilt man fiir G,,{, wenn der in (32a) angewendete Zweig der 
zu integrirenden Function gewihlt wird, den Ausdiuck 

: Gn = orte-9 Ea +m, 9 —«), 
der durch (27) in 


yt. pmi(g—a) 8% +1)... (a+ m—1) FF ro 
Gin fdtaglie e(o + 1)...(e + m— 1) L(a,@ ) 


iibergeht. Auf diese Weise entsteht fiir das obige Integral die 
Gleichung 


(54) [row x) du = e*t(e-*) E(a, o — a) F(a, B; @; 2), 


in der @ eine im reellen Theile positive Constante bezcichnet. 
Ist sowohl der reelle Theil von « als auch der von g — « positiv, 
so convergirt bekanntlich das Integral 


Mathematische Annalen, XXXV. 34 


~ 
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(55) frow, x) du -f, (u — x)-* ul—@(u — 1)e-2—! du, 


das fiir mod. z < 1 mit dem Producte 
Rais E(a, @e—«a) F(a, B; 9; <) 
identisch wird. 

Bei dem zweiten Integral (46) 


rie, 0, e—,0—) Ha, 0, z—,0—) 
f O(u, x) du -f, (u — x)-P wee (uw — 1)¢-2— du 


modge der Punkt c, welcher die untere Grenze bildet, auf der Ver- 
bindungslinie der Punkte 0 und 2 angenommen werden (Fig. 5). 
Man zieht durch ¢ zwei geschlossene Curven {} und Q in der Art, 
dass $ den Punkt 0, O den Punkt x umschliesst, wihrend der Punkt 1 








Fig. 5. 


ausserhalb beider Curven bleibt; dann kann der Weg der Variable u 
kurz durch Q+, $+, OQ-, P- bezeichnet werden. Das Integral wird 
durch die Substitution « = vx umgeformt, aus der 
D(u, x) du = (— 1)e-e-h+1 gle phe (1 — v)-8(1 — vaxje-*—' dv 
folgt, und die Potenz (1 — vz)¢-*— in die Reihe 
e—a—l (9 — a — 1) (@ — a — 2) ‘ 

1 — — vx + 7 vg? —.-- 
entwickelt. Den Punkten «= 0 und «=~ entsprechen die Punkte 
v = 0 und v = 1; die Fig. 5 liefert daher in der v-Ebene eine Figur 
von der Art der Fig. 1. Der Ausgangspunkt der von v durchlaufenen 
Curve heisse c,; derselbe liegt auf der reellen Axe zwischen 0 und 1. 
Man hat hiernach, wenn (— 1)¢-¢—#+1 durch e7‘(@-¢—-#+) ersetzt. wird, 
die Gleichung 








eri(a+s—e—1) 79-1 - 0, 2—, 
c 


(11,0, 1—,0—) a 
rm f (1 —v)“A 1 poet, g re. et )yegty... lav, 


o—) 
O(u,z) du = 





An der unteren Integralgrenze c, moégen fiir v?-¢, (1 — v)-? die 
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Werthe e@—e)losa, ¢—Flog(i—a), in denen log c, und log(1 — ¢,) reell 
sind, genommen werden. Dann ist nach (3) 


(1, 0, 1—, 0—) 
fo weet — oF dv = evo (8 —@ + m+ 1, 1—A), 


wofiir man nach (11), unter der Voraussetzung, dass @ — 1 nicht 
eine positive ganze Zahl ist, das Product 


va (2 — 9) (3 — @)... (m+1—@) €(6 —e+1, 1-8) 


schreiben kann, Die Reihenentwickelung fiir das zweite Integral (46) 
lautet also 





*(x, 0,2—, 0—) 
(56) J (u, 2) du— 


= exta-0) E(B — 9+ 1, 1—A)a'-¢ F(a—e+1, B—e+1; 2—9; 2), 
woselbst F’ das in (52) angegebene Functionszeichen bedeutet. 

Die zwei Integrale (46) stellen eine und dieselbe particulire Lésung 
der Gleichung (45) dar, sobald die Constante @ ganzzahlig ist. Dies 
gilt nicht allein in dem friiher erwahnten Fall, dass g eine negative 
ganze Zahl oder Null ist, sowie im Fall @ — 1, sondern auch, wenn 
@ — 1 gleich einer positiven ganzen Zahl wird. Von den soeben ge- 
nannten Coefficienten €(8 —e+m+1, 1— 6), die nach (20) 
gleich ©€(9 — m — 1, 1 — #) sind, nehmen, wenn ge — 1 gleich der 
positiven ganzen Zahl m ist, die ~ ersten, welche fiir m = 0, 1, ...n—1 
erhalten werden, den Werth Null an. In Folge dessen wird das 
Anfangsglied der Entwickelung des zweiten Integrals (46) nach 
steigenden Potenzen von 2 gleich einer Constanten, und eine einfache 
Rechnung zeigt, dass, abgesehen von einem constanten Factor, die 
zwei Integrale (46) dann identisch sind. Als Erginzung derselben 
tritt (specielle Fille ausgenommen) ein logarithmisches Integral hinzu. 

Ist B —o-+1 oder 1— 8 eine positive ganze Zahl, so ver- 
schwindet das zweite Integral (46) fiir beliebige Werthe von x An 
Stelle desselben kann man jedoch, als particulire Lésung der Gleichung 
(45), das Integral 


(x) 
(57) f ®(u, x) du 
anwenden, sobald der reelle Theil von 6 — @ + 1, und das Integral 


(58) 'o(u, 2) du, 


sobald der reelle Theil von 1 — 6 positiv ist. Auch in (57) und (58) 
substituirt man « = vx und entwickelt die Potenz (1 — vx)¢-*~! nach 
34* 
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dem binomischen Satze. Die Rechnung wird der zuvor angestellten 
vollig analog. Man erhilt die Gleichungen 


*(2) 
et i(a+p—e—1) ge—t DP(u, 2) du= 
0 


(1) = — i 
— j, e(1—v)-A[ 1 += ett va = et ee F492 x2 +:: | dv, 


_ 
ei (a+s—e—1) xe f O(u, 2) du=— 
(0) ‘i a 
-{' oe(1—oy# [14% HN yg p Cet eet og... dv 
und setzt in der ersten, gemiiss (24) und (27), 


(*(1) —— 
J, vb—erm(] — v)-P dv = e712? E(B —-eo+m+1, 1— B) = 


— -—aip B—e+1)(G—e+2)...6-—etm Fe 
pay (2 — @) (8 — e).--(m+1—e) EipB—e+1, 1 - B), 


in der zweiten, gemiiss (32) und (27), 





(0) i. 

[Peremm( — v)-# dv = ene BO — B, B—e + m+1)— 
= oxi (6 —e+1)(B ~e+2)...B—etm) Fy, _ e 
== emi (g—eH) ee See age oy ee E(i— Bp, B—e+1). 
Hiernach ist das Integral (57) gleich dem Product 
evie-a—28+1) B(B —o9+1, 1—)a!-¢ F(a—e+1, B—e+1; 2-9; 2), 
und das Integral (58) gleich dem Product 
este El — B, B— e+ 1) a F(a —9 + 1,8 —e +1; 2—9; 2). 

Die Betrachtung der Integrale (47) und (48) soll auf den all- 
gemeinen Fall beschriinkt werden. Die Integrale (47) sind die Haupt- 
integrale der Gleichung (45) in der Umgebung des Punktes x = l. 
Bei dem ersten derselben werde die untere Grenze ¢ auf der reellen 
Axe zwischen 0 und 1 (wie in Fig. 4), bei dem zweiten auf der Ver- 
bindungslinie der Punkte 1 und 2 angenommen. Man entwickelt in 
dem erstgenannten Integrale die Potenz (uw — z)-* in die Reihe 

x — 


(wu — a) = [w — 1 — (@ — 1)]-* = (w — 1)-#(1 — 2+) * 
=(w—1y*[1 » = o= 5 4 cet) Go +} 





1 uw—1 


die convergent ist, da mod. (#— 1) < mod. (uv — 1) vorausgesetzt 
werden darf, und gelangt hierdurch, nach Anwendung der Formeln 
(8a) und (12), zu der Gleichung ° 
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B, 0, B—, 0—) 

(59) f D(u, x) du=— 
= eri6-0 6B -e +1, e—a—B) F(a, B; «+ 6 —e +1; 1—2). 

In das zweite Integral (47) fiihrt man eine neue Variable » durch 
die Substitution «-—1—v(%—1) ein, worauf [1 — v(1 — 2)]P-e 
nach steigenden Potenzen von 1 — # entwickelt wird. Dann ergiebt 
sich mit Hiilfe der Formeln (3) und (11), bei passender Bestimmung 
des Anfangswerthes der zu integrirenden Function, die Gleichung 


(x, 1,2—, 1—) 
(60) J. O(u, x) du= 
= cH) E(Q—a, 1—-B)(1—2)-*-* F(e—a, e—B; e—a—B+1; 1—2). 


Die zwei Ausdriicke (48) stellen die Hauptintegrale der Gleichung 
(45) fiir das Gebiet der grossen Werthe von x dar. In dem ersten 
dieser Integrale, 


“C, z, G—, 2—) 
J M(u, x) du, 
ce 


mdge als untere Grenze c ein Punkt der Verbindungslinie der Punkte 
0 und 2 gewihlt werden. Man zieht, wie in Figur 5, durch den 
Punkt ¢ einerseits einen Kreis $ mit dem Mittelpunkte 0, andererseits 
einen Kreis Q mit dem Mittelpunkte 2, setzt aber hier mod.c > 1 
voraus, so dass der Punkt 1 und die Linie © vom Kreise $ um- 
schlossen werden. Dann geben die Umliiufe $+, Q+, P-, Q- den 
Integrationsweg des genannten Integrais an. Da fiir die Punkte u 
dieses Weges mod. wu stets grésser als 1 ist, so kann in dem Producte 


P(u, 2) = 4% (1 ae a (1 Pe _ 
die Potenz (1 — 7)’ “~ im die Reihe 


erent ty (@@-e-)(e~e~2) 1 
1 u 1.4 u® 








entwickelt werden. Durch Anwendung der Substitution w= vw er- 
halt man demnach 


O(u, x) du = 2-* yP-4-l(y — 1)-#(1 - * es "dem 
= (— 1)? 2-4 pf-—1(1 — v6 - a se +... | dv. 
Wird der letztere Ausdruck nach v integrirt, gemiass der obigen An- 
gabe, so sind in den einzelnen Summanden die Werthe 0 und 1 die 


singuliren Punkte, welche von der Variable v umkreist werden. Auf 
diese Weise findet man fiir das erste Integral (48) den Ausdruck 
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LG, x, 6—, x—) 
(61) f DM(u,x)du=— 
= e-*ilet®) (8 —a, 1 — B)a-* F(a, «e—e9 +1; e—f+1; + 
Fiir das zweite Integral (48), 


(1, 0,1—, 0O—) 
f M(u, x) du, 


kann man die Figur 4 zu Grunde legen und die untere Grenze c als 
Punkt der reellen Axe zwischen 0 und 1 wihlen; nur muss « jetzt 
als ein ausserhalb der Curven { und © befindlicher Punkt voraus- 
gesetzt werden. Man nimmt mod. als so gross an, dass fiir jeden 
Punkt uw des Integrationsweges mod. u < mod. 2 ist, und entwickelt 


die Potenz (u—x)-#, =(—a)-#(1— +), im die Reihe 
2 
(— 1yeas(1 + F% 4 SOF) WL... 
Dann entsteht, nach Beriicksichtigung von (8a) und (11), die Gleichung 


(62) foro, x) du = 
= -*e G(B— oe +1, e—«) 2-6 F(6, B—e+1; B—a+1; +). 


Verschwinden einzelne der Integrale (47) und (48) identisch, — 
in welchen Fallen die auf den rechten Seiten von (59) bis (62) stehenden 
respectiven Gréssen © ein positives ganzzahliges Argument erhalten, — 
so hat man an ihrer Stelle die zu (53), (54) etc. analogen Integrale 
als particulire Lésungen der Differentialgleichung (45) anzuWenden. 











Ueber eine specielle Classe von Configurationen auf den 
elliptischen Normalcurven x. Ordnung. 


Von 
A. Scntnrires in Gottingen. 


In den Géttinger Nachrichten habe ich kiirzlich einige Sitze tiber 
soleche Configurationen m, mitgetheilt, die aus Cyklen von Polygonen 
bestehen, welche sich wechselseitig ein- und umgeschrieben sind*), Es 
hat sich herausgestellt, dass solche Configurationen in unendlicher 
Anzahl auf den Curven dritter Ordnung existiren. Werden die Coordi- 
naten der allgemeinen C, so als elliptische Functionen eines Para- 
meters « dargestellt, dass einem Wendepunkt das Argument u = 0 
entspricht , so kénnen als Configurationspunkte — bis auf einen a. a. O. 
nur kurz beriihrten Ausnahmeiall — nur soleche Punkte auftreten, deren 
Argumente ein rationales Verhiltniss zu irgend einer primitiven Periode 
der Curve besitzen. 

Der eben erwihnte Ausnahmefall bedarf noch der Erledigung. 
Er soll im Folgenden ausfiihrlich untersucht werden; ich werde daher 
alle Configurationen ermitteln, die ihm entsprechen. Gleichzeitig 
werde ich eine Verallgemeinerung der beziiglichen Aufgabe eintreten 
lassen. 

Das Problem, Configurationen m, der angegebenen Art auf den 
Curven dritter Ordnung zu finden, lasst sich naimlich auf die elliptischen 
Normalcurven der ». Ordnung iibertragen, Als elliptische Normal- 
curven der ». Ordnung bezeichne ich im Anschluss an Herrn Klein**) 
diejenigen Curven ». Ordnung im Raum von » — 1 Dimensionen, 
deren homogene Coordinaten x), #,,...%,—1 sich durch linear unab- 
hiingige o-Producte von je m Factoren folgendermassen darstellen 
lassen: 


*) Ueber regelmiissige Configurationen m, auf den Curven dritter Ordnnng. 
Jahrg. 1889. 8, 334. 

**) Vgl. zB. Ueber die elliptischen Normalcurven der n” Ordnung etc. 
Abhandl. d. Siichs. Ges. d, Wiss. Bd. 18, 8. 339. 
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o% =A. IT 6(u -— a), 

Ox, -2-[] o(u — bi), 

a ey | o(u — nm), 
1 


4 a“Qu= a i= a nN; 
zu nehmen ist. 


Auf allen diesen Curven giebt es unendlich viele Configurationen, 
welche den ebenen Configurationen m, analog gebildet sind. Als Con- 
figurationspunkte kommen wieder — bis auf den sofort niher zu 
charakterisirenden Ausnahmefall -- nur solche Punkte in Betracht, 
deren Argumente, bei geeigneter Vertheilung des Parameters w tiber 
die Curve, ein rationales Verhiltniss zu irgend einer primitiven Periode 
der Curve besitzen. 

Die Bestimmung der beziiglichen Argumente hiingt von der Auf- 
lésung eines Systems homogener linearer Gleichungen ab. Die Deter- 
minante desselben ist im Allgemeinen von Null verschieden; ist sie 
gleich Null, so tritt der Ausnahmefall ein. Die Aufgabe, welche im 
Folgenden erledigt werden soll, kommt also darauf hinaus, alle 
Gleichungssysteme zu ermitteln, deren Determinante verschwinden kann, 
und sodann zu priifen, ob und welche Configurationen diesen Gleichungs- 
systemen entsprechen. Das Resultat lautet dahin, dass fiir alle diese 
Curven derartige Configurationen existiren; beispielsweise giebt es auf 
der Raumeurve vierter Ordnung vom Geschlecht eins unendlich viele 
Cyklen von Tetraedern, deren Ecken auf der Curve liegen, und die 
einander cyklisch ein- und umgeschrieben sind. Die Zahl dieser Tetraeder 
ist beliebig; ausserdem kann eine der Tetraederebenen in jedem Fall 
willkiirlich gewihlt werden. 


wo iiberdies 


§ 1. 
Definition der Configurationen. Aufsteilung des zugehérigen Systems 
von Gleichungen. 


1. Fiir die geometrische Einkleidung der im Folgenden abzu- 
leitenden Resultate bediene ich mich der von Herrn Veronese*) ein- 
gefiihrten Benennungen, urd bezeichne den Raum von » Vimensionen 
durch R,,, beispielsweise die Ebene durch R,, die Gerade durch R, 


*) Vgl. Math. Annalen Bd. 19, S. 161. 
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und den Punkt durch Ry. Ausserdem betrachte ich von nun an fiir 
die eigentliche Darstellung nicht eine Curve ». Ordnung im Ranma 
R,-1, sondern vielmehr eine Curve (m+ 1)" Ordnung im Raum R,. 
Wie bekannt, kann die Zuordnung der Curvenpunkte zum Argument 
u der 6-Functionen immer so getroffen werden, dass dem Argument 
wu = 0 das Analogon eines Wendepunktes entspricht, d. h, ein solcher 
Punkt, in welchem die Curve der (n + 1)® Ordnung mit einem R,_; 
m + 1 zusammenfallende Punkte gemein hat. Alsdann besteht 
fiir die Argumente der »-+ 1 Schnittpunkte eines beliebigen R,_: 
mit der Curve die Relation 
hy by beef te = Ao + po, 
wo A und w ganze Zahlen sind und @, o’ ein primitives Periodenpaar 
der Curve bilden. Ich schreibe daftir, wie iiblich, 
Uy ty ++ + tty = 0, 

2. Die zu betrachtenden Configurationen m4, werden von m 
Punkten Ry der Curve Eni. und m Réiwmen R,_ gebildet, und zwar 
so, dass in jedem dieser Riiwme n + 1 Punkte liegen, und durch jeden 
Punkt n-+- 1 von den Réiwmen hindurchgehen. Diese Configurationen 
sollen tiberdies den gleichen Bedingungen cyklischer Vertauschung 
geniigen, wie die Polygoncyklen der Configurationen m,. Genauer 
wird dies durch die folgenden Gleichungen (1, 1’,... 1%) definirt, 
welche den Gleichungen I, I’... I? a. a. O. entsprechen. 

Es seien t%), % ...%p, die Argumente von p+ 1 beliebigen 
Punkten der Curve €,4:, wo p> sein soll. Je m auf einander 
folgende bestimmen einen R,_,; solcher R,_; giebt es p-+ 1, und zwar 
haben je zwei auf einander folgende » —1 Punkte, d. h. einen R,~2 
gemein. In der Ebene R, bilden sie einen geschlossenen Linienzug 
von p-+ 1 Seiten, im Raum R, eine geschlossene Reihe von p+ 1 
Ebenen, resp. Dreiecken, die je eine Gerade gemein haben; allgemein 
mdgen sie daher als ein geschlossener Zug von p+ 1 Raumen Ry+1 
bezeichnet werden. Er heisse P,. 

Aus den obigen Argumenten u; leiten wir die Argumente 

Ui, Wis oe. Uy 
ab mittelst folgender Systeme von Gleichungen 


n—1 s otp-t 
(1) Diu +uy =, > ti +u,’ =0,-- >) u +u,' =0, 
i=0 i=1 i=p 
n—1 a myn 
(U) p uw ty” =0, > ue,” =0,--> ui +H,” =0, 
i=0 den inp 


n—1 6h, " nl: pron 1 
(12-") > ua Y4- U7 =0, > uf?) +4, 0, + > uf?) + u,=0, 
i=1 


i=0 i=p 
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so bestimmen auch die Punkte, deren Argumente 

Uj, Ui’; ee ul 
sind, je einen geschlossenen Zug von p + 1 Raiumen R,_; von der Art, 
dass die Punkte eines jeden derselben der Reihe nach in den Ry_1 
des vorhergehenden Zuges liegen, d. h. dass jeder Zug dem folgenden 
umgeschrieben ist. Wir bezeichnen sie resp. durch 


P,, Pa, .-. Py 
Nun soll aber die Reihe sich schliessen, also auch P, dem P, regel- 
miissig umgeschrieben sein; dazu ist hinreichend und nothwendig, dass 


fiir irgend einen festen Werth 7 die Argumente* wu; den folgenden 
Gleichuagen geniigen 


n—l n n+p—1 
(1'9)) > u{?) + um =0, > UD W410, + > Ui + Up4, = 0. 
i=0 i==1 i=p 


Die so definirten (p + 1) (¢ + 1) = m Punkte der Curve ©,4; bilden 
die Configuration m,,:, wenn es méglich ist, sie so zu bestimmen, 
dass sich fiir die Argumente w,*) lauter verschiedene incongruente 
Werthe ergeben. 

Ich bemerke noch, dass hier, wie auch im Folgenden, die unteren 
Indices nur in Bezug auf p + 1 als Modul zu betrachten sind. 

3. Aus den Gleichungen (1) bis (1'¢)) lassen sich andere Gleichungen 
ableiten, welche nur die Argumente u; enthalten. Dieselben haben die 
fundamentale Eigenschaft bei cyklischer Vertauschung der Variabeln u; 
cyklisch in einander iiberzugehen; es folgt dies unmittelbar daraus, dass 
die Gleichungen (1) bis (1) diese Kigenschaft besitzen. Die beziig- 
lichen Gleichungen seien 


Ay Uy + ay, + +--+ Apu =O, 
(2) Ay Uy + a, +--+ Ay =), 


Ap Uy + Ag, + +++ + apity) = 0. 
Die Coefficienten a), a, ... a,» diirfen wir, wie leicht ersichtlich, als 
ganzzahlig und positiv voraussetzen. 
Diese Gleichungen bestimmen die Argumente wu, Ist die Deter- 
minante derselben von Null verschieden, und A ikr Werth, so besteht 
fiir jedes u; die Relation 


Au = 0 
und es ergeben sich die analogen Resultate, wie fiir die ebenen Curven 
3. Ordnung. Die a. a. O. gegebene Ableitung derselben lisst sich 
unmittelbar auf die Curven ©,4; iibertragen. Es folgt also auch hier, 
dass jedes einfache System von Argumenten u;, welches den Gleichungen 
(2) gentigt, die Werthe 
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I PR PE 

hat, wenn & irgend eine primitive Periode ist, und fiir g die Congruenz 

g?+! = 1 mod. A 
besteht. Die zugehérigen Punkte bilden den geschlossenen Zug P,. 
Die Argumente des eingeschriebenen Zuges sind wie a. a. O. durch 
gewisse Zahlen 

h, hg, hg, ... hg? 

bestimmt. Wenn nun die zugehérige Configuration nicht etwa illusorisch 
wird, so giebt es stets zwei kleinste Zahlen g und J, so dass 

hot! = g' mod. A. 
Ist g = 0, so ist der eingeschriebene Zug mit P, identisch, d. h. die 
p+ 1 Argumente wu; liefern bereits eine Configuration (p + 1)n41, 
deren p-+ 1 Punkte einen sich selbst ein- und umgeschriebenen Zug 
von p-+ 1 Raumen R,_; bestimmen. Ist dagegen q grésser als 0, so 
besteht die Configuration aus m = (p+ 1)(q¢-+ 1) Punkten, die 
einen Cyklus von q+ 1 einander ein- und umgeschriebenen Raum- 
ziigen bilden. 

Beispielsweise liefern fiir A = 21 die Zahlen g = 5, h = 11 eine 
der Raumcurve 4. Ordnung eingeschriebene Configuration 12,, die aus 
zwei sich wechselseitig umgeschriebenen Ziigen von je sechs Ebenen 
besteht. Der Werth von / ist vier. Die zugehérigen Zahlen sind 

1, 5, 4, 20, 16, 17, 
11, 13, 2, 10, 8, 19. 

Bis hierher enthalt diese Mittheilung nur eine Verallgemeinerung 
der bereits a. a. O. abgeleiteten Resultate. Ich bemerke noch, dass 
auch die zweite Gattung von Configurationen m,, die ich a, a. O. 
betrachtet habe, in analoger Weise auf den Normalcurven ©,4: existirt. 


§ 2. 
Discussion der Determinante A. 

In diesem Paragraphen soll die Aufgabe gelést werden, alle Werth- 
systeme Gy, d,... a, 2u ermitteln, fiir welche die Determinante A ver- 
schwinden kann. Dabei ist festzuhalten, dass siimmtliche Coefficienten 
a; positive ganze Zahlen sind. 

Wenn die Determinante 

1 Gg» By, By +s Ap | 
| By Ag, Ag ++ UA 


A an 


Gp, Qo, M .-. ns 
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verschwindet, so kénnen die Relationen (2), auch wenn wir sie — 
was tibrigens in diesem Paragraphen durchgehends geschehen soll — 
als Gleichungen betrachten, durch unendlich viele Werthsysteme u; be- 
friedigt werden, die nicht simmtlich Null sind. Ich nehme nun zu- 
nachst an, dass nicht etwa alle Unterdeterminanten erster Ordnung 
den Werth Null haben. Solcher Unterdeterminanten giebt es im Ganzen 
nur p+ 1 von einander verschiedene; zu allen Elementen a; mit 
gleichem Index gehért dieselbe Unterdeterminante. Diese Unterdeter- 
minanten gehen ebenfalls bei cyklischer Vertauschung der a; in ein- 
ander tiber; wir bezeichnen sie durch 


Ay, A,, A, “ee A). 
Alsdann erhalten die Auflésungen der linearen Gleichungen (2) die 
Form 
Ay: A, : hyt-++3 Ay, 
Wy 2 Uys Ug tet lp ey Ay? Ag? Agi s+ +? Ag, 
Ay: Ay: A,2+++: Ay. 

Wenn daher nicht alle Unterdeterminanten A; gleichzeitig ver- 
schwinden, so miissen sie simmtlich von Null verschieden sein. Es 
bestehen daher die Gleichungen 

UU, = VUy, Uy = Vy, +++ Ly = VU, 
in denen w und v ganze Zahlen sind. Diese p+ 1 Gleichungen sind 
mit den Gleichungen (2) aquivalent; ihnen muss durch Werthe uy, u, ...%», 
die simmtlich von Null versclieden sind, geniigt werden kénnen. Die 
Multiplication derselben ergiebt 
pert = ppt, 
also, da w und v ganze Zahlen sind, 
p= + ». 


Ist nun p+ 1 ungerade, so gilt nur das obere Zeichen; alsdann sind 
alle u; einander gleich, und es ist 

(3) a +a +++: +a,—0. 

Ist dagegen p-+ 1 gerade, so kann auch das negative Zeichen in 
Betracht kommen. In diesem Fall sind alle u; mit geradem Index 
und alle u; mit wngeradem Index einander gleich, und es besteht die 
Gleichung 

(4) ay — @, + a, — a, +--+ + Gyp-1 — & = 0. 


Andrerseits ist aber auch evident, dass die Determinante A, wenn die 
a, einer der vorstehenden Gleichungen geniigen, wirklich den Werth 
Null hat. 
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Nehmen wir nun weiter an, dass die Unterdeterminanten A; 
simmtlich verschwinden, so handelt es sich um Auffindung aller ganz- 
zahligen Werthe a;, fiir die 


(5) 4,0, 4,0 ->- 40 


ist, natiirlich so, dass nicht alle a; gleichzeitig Null sind. Sollen 
diese Gleichungen befriedigt werden kénnen, so muss zwischen den 
A; eine identische Relation bestehen. Diese ist in der That vorhanden; 
denn da A verschwindet, so ist 
aA, + a, A, +--+ + aA, = 0. 

Andrerseits ist evident, dass die A; von einander linear unabhingig 
sind; jedes A; enthalt naimlich nur ein Glied, welches eine p'* Potenz 
desselben Coefficienten ist, niimlich a,”. Endlich kénnen aber auch 
die A; keinen gemeinsamen Theiler haben; wovon man sich leicht 
iiberzeugt, indem man z B. den a; specielle Werthe giebt. Es giebt 
daher eine endliche Anzahl von Verhiltnissen 


iy 2G, 2 Ayi+++t Ap, 
welche den Gleichungen (5) geniigen. 
Sei nun 
f(a, 4%) = 9 


die Eliminationsgleichung zwischen a) und a, und A eine Wurzel der- 


selben, so dass 


ist, so bestehen wegen des cyklischen Verhaltens der Functionen A; 
auch die Gleichungen 


f(@,, %)=9, fF (ag, a3) = 9, +++ Far, q) =O, 
d. h. fiir die zur Wurzel 4 gehérigen Werthe ist 
a,—dag=0, a,— Aa, =0, +--+ a,— da, = 0; 


es ist daher 
Apt! == 1, 


Beachten wir nun, dass es sich in dem vorliegenden Fall nur um 
ganzzahlige positive Werthe a; handelt, so folgt, dass als Lisungen 
der Gleichungen (5) allein solche a; sich ergeben, fiir die 

(6) oe ee’? eee 


ist. Andrerseits ist aber auch evident, dass die Determinante A ver- 
schwindet, wenn alle a; einander gleich sind. 
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§ 3. 
Aufstellung der Configurationen mit verschwindender Determinante. 


Configurationen mit lauter distincten Punkten existiren nur, wenn 
alle «; von einander verschieden sind. Das vorstehende zeigt, dass 
dies unter der Bedingung A =O nur dann méglich ist, wenn alle a; 
einander gleich sind. Es ist demnach zu untersuchen, welcher Art 
die Relationen (1) bis (1) sein miissen, damit in den Relationen 
(2) alle Coefficienten einander gleich werden. Diese Untersuchung 
lisst sich ohne Schwierigkeit durchfiihren. Das Resultat lautet, dass 
es nur einen Fall giebt, welcher zu wirklichen Configurationen fiihrt; 
er entspricht den Werthen p = » und / = 0 in den Gleichungen (1). 
Es scheint am einfachsten, diesen Fall zuniichst zu erledigen, und 
dann erst den Beweis zu fihren, dass er der einzige ist. 

Bezeichnen wir noch 


(7) wu  u® ..- pu = Oe, 


so kann die zugehérige Classe von Configurationen durch folgende 
Gleichungen definirt werden *) 

U —u +u,=0, UV —u, +4, =0,--- U —u +u, =0 
(8) U’ —u, +u,"=0, U' —u, +4u,"=0,-- UW —u, +u,=0, 
0! — af? +4, =0, UM —al? +4, =0, --- UO? — ul +4,.=0. 
Die Existenz dieser Configurationen ist nun zu erweisen. Ich bemerke 
noch, dass dieselben bei den Curven dritter Ordnung aus einem Cyklus 
von Dreiecken bestehen, bei den Raumcurven C, aus einem Cyklus 
von Tetraedern, und allgemein bei den elliptischen Normalcurven der 
(m + 1)'" Ordnung aus einem Cyklus von Raumgebilden, deren jedes 
n-+1 Punkte und »+1 geger:iberliegende Raiume R,_,; enthiilt, 
somit das genaue Analogon zum Dreieck und Tetraeder bildet. 

Wir addiren je m» auf einander folgende Gleichungen der ersten 
Zeile, so erhalten wir mit Riicksicht auf die Gleichungen der zweiten 
Zeile 

(n —1)0+u, —u,” =0,--- (m—1)0+u4, — u,=0, 
und wenn wir von diesen Gleichungen wieder der Reihe nach je n 
addiren, so folgt analog 


[n(m—1)+1] U— u,+ wu," =0, --- (n(n—1) +1] U— wu +4,” =0. 


In dieser Weise kénnen wir fortfahren. Definiren wir noch eine Reihe 
von positiven ganzen Zahlen 








*) Diese Gleichungen gehen aus den Gleichungen (1) durch eine geringe 
Modification in der Bezeichnung hervor, die hier zweckmiissig scheint, 
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n n eee 
durch die Gleichungen meee ? 


n—l =n, 
n"—n =M, 
nt — Ng-1= Ny, 


so dass 
m= nt — nit 4 yi? —... 4-1, 


ist, so bestehen fiir jeden Index 4 die m Gleichungen 

ma U + (tty — +9) = 0, +» mU + (te — uh) =0, 
und zwar gilt das positive oder negative Zeichen, je nachdem A un- 
gerade oder gerade ist. Bilden wir nun zuletzt diejenigen Gleichungen, 


welche nur die u; enthalten, so sind wegen 1=0 alle diese Gleichungen 
identisch; es ergiebt sich also in der That nur eine Gleichung, namlich 


(9) N.U=0, 
wo N fiir m, geschrieben ist, also 
N = m — nt-! + ne? —..- + (— 1) 


Dies gilt fiir jeden beliebigen Werth von q. 

Es fragt sich aber noch, ob den vorstehenden Gleichungen (8) 
auch Configurationen mit lauter distincten Punkten entsprechen. Durch 
Addition aller Gleichungen derselben Zeile in (8) erhalten wir 


nU+- U'=0, nU’'+ U"=0,--- nUe)+ UW=0, 
d. h. es ist 
U'’=—n2U, VU" =v, --- UM =(— 1)enrU. 
Wird nun gemiiss Gl. (9) 
=3 
gesetzt, wo @ irgend eine primitive Periode der Curve ist, so folgt 


U’ — n 


nn inte nt 
wv ®> U =y + UM = (— 1}! -y @ 


und diesen Gleichungen kann in folgender Weise durch lauter ver- 
schiedene, incongruente Werthe u,“) geniigt werden. 

Die Punkte mit den Argumenten u, liegen in einem und demselben 
R,-:. Nimmt man also irgend einen R,_; so an, dass er die Curve 
C41 in m-+ 1 verschiedenen Punkten schneidet, so kénnen die Argu- 
mente von » dieser Punkte als Werthe wu, u, .. . Un—1 betrachtet 
werden, Dem (m-+ 1) Schnittpunkt kommt das Argument u,' zu. 
Alsdann sind alle tibrigen Argumente bestimmt; sie ergeben sich un- 
mittelbar aus den Gleichungen (8) und zwar folgt: 





(10) 
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wes @ eae, cn) = (0) 
Uy =h%—W Uy =%|— Fy Un =t.— FW 


5 oh) we o Rin 
Uy =H +m F> U, =u,+ n, WW 8 Un Un + m =, 


@ a @ 
Uy thy (— 1) maze, wl Sy, + (— 1) 9g Fy Ste (— em. “" 


Diese Argumente geniigen einerseits den Gleichungen (8), andrerseits 
sind sie, da bis auf einen sogleich zu nennenden Ausnahmefall 
nm <= N 

ist, in der That simmtlich von einander verschieden. Die Ausnahme 
tritt fir »—2, q=—1 ein; dann ist N=—1, und die Configuration 
wiirde aus zwei sich wechselseitig einbeschriebenen Dreiecken auf einer 
C, bestehen. Aber fiir beide Dreiecke fallen die Eckpunkte mit den 
Schnittpunkten der Ausgangsgeraden zusammen. Wir erhalten daher 
folgendes Resultat: 

Auf jeder elliptischen Normalecurve (n + 1)'* Ordnung im Raum 
von  Dimensionen giebt es unendlich viele Configurationen, die aus 
lauter einander cyklisch ein- und umgeschricbenen Raumgebilden be- 
stehen, deren jedes n+ 1 Punkte und n+ 1 gegeniiberliegende Riwme 
Ry enthiilt. 

Fiir die ebene C, und die Raumcurve C, ergeben sich im Be- 
sonderen folgende Siitze: 

Jeder allgemeinen ebenen Curve dritter Ordnung lassen sich un- 
endlich viele Configurationen (3p), einschreiben, die aus p Cyklen von 
Dreiecken bestehen, die einander ein- und umgeschrieben sind*). Die 
Zahl p ist beliebig, muss aber grisser als 2 sein. Eine Configurations- 
gerade kann beliebig gewdhlt werden. Fir p=—3 ergiebt sich die 
Desargues’sche Configuration 9,, deren Existenz auf den Curven C, 
in unendlicher Zahl von Herrn Kantor erwiesen wurde. **) 

Jeder Raumcurve vierter Ordnung erster Art lassen sich unendlich 
viele Configurationen (4p), einschreiben, die aus p Cyklen von Tetraedern 
bestehen, die eimander ein- und wmgeschrieben sind. Die Zahl p ist 
beliebig. Eine Configurationsebene kann beliebig gewihlt werden. 

Ist speciell p—2, so ergeben sich die bereits von Herrn Ameseder 
aufgefundenen Configurationen 8,, welche zwei sich wechselseitig ein- und 
umgeschriebene Tetraeder bilden***). Die zugehérigen Argumente sind 





*) Zu speciellen Cyklen dieser Art ist auch Herr de Vries gelangt, wie 
ich einer brieflichen Mittheilung an mich entnehme, indem er einen -punktigen 
Tangentialcyklus zn Inflexionstripeln erginzt. 

**) Ueber die Configurationen (3, 3), und (3, 3), und ihren Zusamnienhang 
mit den Curven 3. Ordnung. Wiener Ber. Bd. 84, S. 930. 

***) Ueber Configurationen auf der Raumeurve 4, Ordnung 1. Species. 
Wiener Berichte, Bd. 87, S. 1187. 
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Uo» Uy) Uy, Us) 


(0) a Ba (0) 
oe ee ee ee 


— 
ty Hy Fy + %; = > 


Ist im allgemeinen Fall der Raum R,_, fixirt, so hingt die zu- 
gehdrige Configuration noch von g und @ ab. Wie q, so kann auch 


@ beliebig gewahlt werden. Sind m und w’ zwei Fundamentalperioden 
und setzen wir 
@ =io+ ua, 


so gehiren zu jeder primitiven Periode @, fiir welche 4 und w kleiner 
als N sind, andere Configurationen. 


Ferner wird den Gleichungen (8) auch geniigt, wenn man 


My buy ++ + ty =m FH 


setzt, wo m irgend eine ganze Zahl ist. Behalten wir wieder fiir 
Uy, Uy, «++ Uns dieselben Werthe bei, wie oben, und bestimmen u, 
durch die vorstehende Relation, so ist damit ebenfalls eine Configuration 
definirt, welche tiberdies von der oben betrachteten verschieden ist, Die zu- 
gehérigen Configurationspunkte sind durch die Zahlen 


m, mn, , MNo, 7 o* MNo—1 


bestimmt, und sind im Allgemeinen simmtlich von einander verschieden, 
Es kann aber ein besonderer Fall eintreten, der zu erwihnen ist. 
Wenn nimlich m nicht relativ prim zu N ist und eine Zahl n,4 
existirt, so dass 

mn, ,=0 mod, N 


ist, so fallen die Punkte «() mit den Punkten «; zusammen, und es 
bilden bereits die r Rawmgebilde 


Pos P,, ‘. Rab: Pi 


eine geschlossene Configuration der betrachteten Art. Fallen aber die 
Punkte u;‘") mit den Punkten «; zusammen, so miissen, da alle Punkte 
eindeutig bestimmt sind, auch die Punkte u,’+) mit den Punkten 1,’ 
identisch sein, und allgemein die u;"+ mit den wu), Es ist daher r 
ein Theiler von g-+ 1, und die Configuration reducirt sich auf eine 
mehrfach zu zihlende Configuration von weniger Punkten.*) 


*) Aus dem Obigen fliesst folgendes zahlentheoretische Theorem: Es seien 
durch die Gleichung 


n, = nt — nit 4 gi? 4 1)* 
fiir 1=0,1,2,3,...q die Zahien 
1, My gy My +. + M 


Mathematische Annalen, XXXV. 35 
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Ich bemerke noch, dass die oben fiir die elliptischen Curven C, nach- 
gewiesenen Configurationen simmtlich auch auf den Ourven C, mit 
Doppelpunkt existiren. Den Grund habe ich in der kiirzlich in den 
Géttinger Nachrichten veréffentlichten Mittheilung angegeben; (a. a. O. 
S. 343). Auch die ebenda ausgesprochene Behauptung, dass auf den 
Curven C, mit Spitee iiberhaupt keine Configurationen n, dieser Art 
existiren, ist aus dem Vorhergehenden einleuchtend. Das gleiche gilt 
fiir die analogen Raumgebilde im Raum R,,. 


§ 4. 
Beweis, dass keine andern Configurationen existiren, fiir welche 
A= 0 ist. 


Es handelé sich noch darum den Beweis zu liefern, dass die vor- 
stehend behandelten Configurationen die einzigen sind, ftir welche alle 
Coefficienten a; einander gleich werden. Dazu bilden wir uns aus den 
Gleichungen (1) bis (1) auf dieselbe Weise, wie oben 8. 534, nimlich 
durch Addition von je » Gleichungen Relationen zwischen dem System 
der «; und jedem System w;). Alle diese Gleichungen gehen bei 
cyklischer Vertauschung der u; und u, in einander iiber. Fiir jedes 
k haben dieselben die Gestalt 


Mitty + Ags ty e+ Ait tp + wl) = 0, 
¢a0(),1,2...p 

und zwar gilt das positive oder negative Zeichen, je nachdem der 
Index & ungerade oder gerade ist. Die 4; sind positive ganze Zahlen. 
Seien nun im Besondern 

Ogtty aye +++ opt + uf) =0, 

Wig MM, +--+ au + ul = 0, 
(11) 
Op Uy fe My ty os > yi Uy + ld) = 


die Gleichungen zwischen den Argumenten wu; und «9, Wir addiren 
wieder je » aufeinander folgende dieser Gleichungen, beispielsweise 
die » ersten. Setzen wir noch zur Abkiirzung 


Oy ty ves tn 1 = (0, —1), +++ hy Myf ess On = (p, n— 2), 


so erhalten wir 


definirt. Ist dann n,_, 
hat, so ist r ein Theiler von q-+1 und es besteht fiir jeden Index ¢ eine 
Relation 


die kleinste Zahl, die mit n, einen gemeinsamen Theiler 


m-n;, =m-N,,, mod. n,. 
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(0,m—1) uy-f (1, 0) 04+ + (p,m—2) ty (ule) tld) ff, .) =O, 
oder mit Riicksicht auf die Gleichungen (1) 
(0, n—1) Uy + (1, ”) Uy + th he + (p, n — 2) Up “fF UW—n+1 = 0. 
Nun sollen alle Coefficienten einander gleich sein; d.h. es ist 
(0, n — 1) = (1, n), 
(1, _— @, n + Ns 


om ae rey D=1, 
G—n+LDFl=C—m4 20+, 


(p,n — 2) = 0, n — 1) 
Hieraus folgt 


(12) Oy = Oy, Oy = Anyi, + ** hp = Oy4, 

(13) Ain + l= Oy, Aye nts == App + 1. 

Diese Gleichungen zeigen, dass in jedem Fall die p + 1 Grdssen a; — 
resp. die um -++ 1 vermehrten Gréssen — einen oder mehrere Cyklen 


bilden, so dass alle Elemente desselben Cyklus einander gleich sind, 
und Anfangsglied und Endglied eines jeden Cyklus identisch sind. 
Daraus folgt leicht, dass die beiden Elemente 


GMnt1l und @i+1 


demselben Cyklus angehéren, weil ohne dies der Summand -+- 1, nach- 
dem er bei einem Coefficienten aufgetreten ist, nicht wieder ver- 
schwinden kann. Dem Cyklus, welcher den Index 1 — n enthiilt, ge- 
hért aber auch der Index / an; daher kommen die Indices 7 und /+-1 
in demselben Cyklus vor ; d. h. » ist relativ prim zu p+ 1 und alle 
Coefficienten bilden einen einzigen Cyklus. 

In den Gleichungen (12) und (13) kommt jeder Coefficient zwei- 
mal vor. Wenn nun die Indices in (13) siimmtlich verschieden wiiren, 
so wiirde, da » relativ prim zu p+ 1 ist, bereits aus den Gleichungen 
(12) allein die Gleichheit aller Coefficienten «; folgen; dies aber ver- 
stésst gegen (13), Die Indices in (13) kénnen daher nicht siimmtlich 
verschieden sein; es muss entweder 


1—n=/l+1mod.p+1 
oder 
1=l—n+1modp+i 


sein. Von diesen Congruenzen kann aber, da p> sein soll, nur 
die erste Geltung haben, sie liefert das Resultat, dass 


n= p 
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ist. Damit ist bereits bewiesen, dass die Gleichungen, welche die zu- 
gehérigen Configurationen bestimmen, entweder die Gleichungen (8) 
sind, oder sich von den Gleichungen (8) nur dadurch unterscheiden, 
dass in der letzten Zeile u,, u,... tn,» durch am, 41... Miya ersetzt 
ist. Aber in diesem Fall kann, wie die Entwickelungen des vorigen 
Paragraphen erkennen lassen, nur fiir 7 — 0 die Gleichheit aller 
Coefficienten a; eintreten. Damit ist der Beweis erbracht, dass es in der 
That keine andern Configurationen giebt, fiir welche A = 0 ist, als die 
des vorigen Paragraphen. 


Gottingen, im Juni 1889. 














Theorie der Maxima und Minima einer Function von zwei 
Variabeln. 


Von ° 
Lupwie Scueerrnr}. 


Aus seinen hinterlassenen Papieren mitgetihcilt von A. Mayer. *) 


§ 1. 
Functionen einer Veranderlichen. 


Um festzustellen, ob eine Function einer Verinderlichen, f(z), 
deren erste Ableitung fiir 2 — 0 verschwindet, an dieser Stelle ein 
Maximum oder Minimum besitzt, verfaihrt man bekanntlich folgender- 
massen, Man bildet die héheren Ableitungen f(x), f(x), ... Ist 
nm die Ordaung der ersten unter denselben, welche fiir 2 — 0 einen 
von Null verschiedenen Werth annimmt, so wird, wenn wir noch der 
Kiirze wegen f(0) = 0 voraussetzen, nach Lagrange: 


\" 


(1) f(«) = fo a, (0<#< 1). 


*) Die vorliegende Arbeit ist entstanden in der kurzen Zeit von Mitte Februar 
bis Mitte Mirz 1885 (vgl. die Anmerkung zu § 2). Sie war jedoch noch nicht 
bis zur Reinschrift gediehen, als Scheeffer seine italienische Reise antrat, von 
der er den Todeskeim mit nach Hause zuriickbringen sollte. Nach seinen Briefen 
hatte die Abhandlung jedenfalls noch nicht eine solche Abrundung erhalten, mit 
der er vollistiindig zufrieden gewesen wiire. Denn er spricht mehrmals davon, sie 
mir (wozu er selbst leider nicht mehr kam) baldmiglichst zu schicken, um zu 
erfahren, was ein Anderer an der Darstellung auszusetzen finde. Ich habe mich 
daher auch nicht vollkommen streng an das Manuscript gehalten; doch sind 
gréssere Aenderungen nur in § 7 von Nr. 8 an vorgenommen worden, und auch 
diese kommen der Hauptsache nach auf blosse Umstellungen zurtick, Ueberall 
sonst findet man, bis auf ganz geringfiigige Correcturen und Zusitze, den Wort- 
laut der Originalarbeit. — Wieder abgedruckt a, d. Berichten der K. siichs, G, 
d. W. v. Jahre 1886, A. Mayer. 
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Dann kann man (vorausgesetzt, dass f(x) eine stetige Function ist) 
fiir den absoluten Werth von x eine obere Grenze g so bestimmen, 
dass, so lange —g <a“2<g ist, f™(@x) jedenfalls das Vorzeichen 
von f)(0) hat. Ist nun eine ungerade Zahl, so wechselt die rechte 
Seite der Gleichung (1) mit 2 das Vorzeichen, die Function f(x) kann 
also fiir beliebig kleine Argumente x sowohl positiv als negativ werden 
und es findet aus diesem Grunde weder ein Maximum noch ein Minimum 
statt. Ist dagegen m eine gerade Zahl, so hat die rechte Seite immer 
das Vorzeichen von /)(#z), welches fiir alle Argumente x zwischen 
—g und +g mit dem Vorzeichen von f(0) itibereinstimmt; das 
Gleiche gilt daher von der Function f(x) und es findet also fiir x = 0 
ein Maximum oder Minimum statt, je nachdem /(0) negativ oder 
positiv ist. 

Wir bemerken, dass die Giiltigkeit der vorstehenden Deduction 
nicht von der Entwickelbarkeit der Function f(x) abhiingt. Vielmehr 
gelten alle Schliisse unbedingt, sobald simmtliche Ableitungen vou 
f(x) (eigentlich sogar nur die » ersten) in der Umgebung der Stelle 
;== 0 endlich und stetig sind. Das aufgestellte Kriterium bleibt dahe: 


beispielsweise auch fiir die Function 
1 


f(a) =at—e * 

richtig, obschon dieselbe nicht nach Potenzen von x entwickelt werden 
kann. Die beiden ersten Ableitungen sind hier stetige Functionen, 
ausserdem ist f”(0) positiv (= 2); daraus folgt ohne Bedenken, dass 
ein Minimum eintritt. 

Das Kriterium versagt bei Functionen mit durchaus endlichen 
und stetigen Ableitungen nur dann, wenn fiir «=O gleichzeitig die 
simmtlichen Ableitungen verschwinden, wie dies bei den Functionen 

1 1 

e * und we * der Fall ist. Die erste dieser beiden Functionen hat 
an der Stelle «0 ein Minimum, die zweite weder ein Minimum 
noch ein Maximum; aber die Verinderung beider Functionen ist in 
der Umgebung des Punktes « = 0 eine so langsame, dass sie in der 
Potenzentwickelung (1) tiberhaupt nicht zum Ausdrucke gelangt. Das 
Kriterium fiihrt daher in diesem Falle nicht gerade zu falschen Resul- 
taten, aber es lisst doch die Frage nach dem Maximum oder Minimum 
ginzlich offen, welches Verhalten wir eben mit den Worten ,,das 
Kriterium versagt“ ausdriicken wollten. 

Man kann den Unterschied solcher Functionen, welche fiir «= 0 
simmtliche Ableitungen gleich Null haben und aus diesem 4irunde 
dem allgemeinen Kriterium unzugiinglich sind, von den gewdhnlichen 
Functionen, auf welche dasselbe anwendbar ist, auch ohne Bezug- 
nahme auf die Ableitungen folgendermassen charakterisiren: 
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Bei den gewéhnlichen Functionen geht die Werthinderung in der 
Umgebung der Stelle «= 0 nach beiden Seiten rascher vor sich, als 
die Aenderung einer angebbaren Potenz az", d. h. es lassen sich 
positive Zahlen a, m, g so angeben, dass fiir alle Werthe von x 
zwischen — g und + g der absolute Betrag der Function f(x) grésser 
als der von az” ist, ausgenommen den einzigen Werth 2 =O, fir 
den f(x) gleich ax® wird, wobei man offenbar zugleich als ganze 
Zahl annehmen kann. Bei den Functionen der anderen Art dagegen 
existiren solche Zahlen », a, g nicht, vielmehr wird, den absoluten 
Werthen nach, f(x) in unmittelbarer Nahe der Stelle «—0O noch 
kleiner als jede beliebige 1 vtenz az”. 

In der That kann man, wenn in der Gleichung (1) f (0) nicht gleich 
Null ist, zunichst g so bestimmen, dass fiir — g <2 <g immer auch 
f"(«) von Null verschieden ist. Nimmt man dann die Zahl a kleiner als 


den kleinsten absoluten Werth von / ~@) im Intervalle —g bis +9 
an, so ist die Bedingung [f(x)] > |aa| fir —g <a <q erfillt; 
und umgekehrt, wenn diese letzte Bedingung erfiillt ist, kénnen die 
n ersten Ableitungen von /(z) fiir «=O nicht simmtlich verschwinden, 
da sonst 


1 
, [A-MCN sre 
und somit Lim © ==( wiire, was mit der Voraussetzung [/(2)] > [aa] 
z2=0 a2 
fir —g <<“ <g unvertriglich ist. 
§ 2. 
Functionen zweier Veranderlichen. Unrichtigkeit der tblichen 
Schlussweise. 


Den Fall zweier Variabeln x und y sucht man hiufig folgender- 
massen auf den eben erledigten zuriickzufiihren. 

Verschwinden an der Stelle « = 0, y =O die beiden ersten par- 
tiellen Ableitungen der Function f(x,y) nach x und y, so setzt man 
x=xt, y=xy und entwickelt die Differenz f(x&, x4) — /(0, 0), 
oder, wenn wir der Einfachheit wegen wiederum /(0,0)—0O an- 
nehmen, die Function f(x&, *) (kurz mit f:,(%) bezeichnet) unter 
Benutzung der Lagrange’schen Restform nach Potenzen von %. 
Dies giebt: 

. ” » 1 “we ‘ 
(2) f(xé, *”) = ra 2 fey (O) x + 1. 2.3 fey (9) x 
Pere a f(x) x, (0< ®< 1). 
Hier ist a f{")(0) ein homogener Ausdruck r‘” Grades in § und 9, 
welcher sich von dem Gliede r*" Ordnung in der Entwickelung der 
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Function f(a“, y) nach Potenzen von 2 und y nur dadurch unterscheidet, 
dass iiberall §, 9 an Stelle von «, y steht. 

Es lasst sich nun im Allgemeinen vermittelst der vorher an- 
gegebenen Kriterien fiir jeden bestimmten Werth des Verhiltnisses 
—:% entscheiden, ob die bloss noch von der einen Variabeln x ab- 
hangige Function f:,(x) an der Stelle «—0O ein Maximum oder 
Minimum besitzt. Deuten wir ~ und y als rechtwinklige Coordinaten 
in der Ebene, so wird durch die Gleichungen «= x§, y= xy bei 
constanten Werthen von € und y und verinderlichem x jedesmal eine 
Gerade definirt, die durch den Nullpunkt geht, und umgekehrt kann 
jede den Nullpunkt enthaltende Gerade in jener Form dargestellt 
werden. Es findet dann auf der einzelnen Geraden €, 7 im Nullpunkte 
ein Maximum oder Minimum der Function f(#, y) oder keines von 
beiden statt, je nachdem die erste von Null verschiedene Ableitung 
fe} (0) von gerader Ordnung und entweder negativ oder positiv, oder 
von ungerader Ordnung ist. 


Man pflegt nun weiter zu schliessen, dass wenn auf jeder der 
unendlich vielen Geraden durch den Nullpunkt ein Maximum (resp. 
Minimum) fiir x = 0 vorhanden ist, ein solches auch fiir die Function 
f(, y) der beiden unabhiingigen Variabeln 2 und y an der Stelle 
(0, 0) stattfinden miisse, waihrend, wenn auf einigen dieser Geraden 
ein Maximum, auf anderen ein Minimum eintritt, von einem Maximum 
oder Minimum der Function f(x, y) an der Stelle (0,0) nicht die 
Rede sein kénne. Auf diese Weise wiirde sich als nothwendige und 
hinreichende Bedingung des Minimums (resp. Maximums) die ergeben, 
dass fiir jedes beliebige Werthepaar &, 9 die erste von Null ver- 
schiedene unter den in (2) vorkommenden homogenen Formen f;,((), 
fe, (0),... von gerader Ordnung und positivem (resp. negativem) 
Werthe sein miisse, und dieses Kriterium wiirde nur dann versagen, 
wenn fiir gewisse Verhiltnisse §: alle jene Formen gleichzeitig 
verschwanden. 


Die vorstehende Deduction enthilt indes einen Fehler. Daraus, 
dass an der Stelle «0, y=O ein Minimum der Function f(z, y) 
auf jeder einzelnen Geraden stattfindet, folgt noch nicht, dass auch 
ein Minimum tiberhaupt eintritt. Die Existenz eines solchen hiingt 
vielmehr davon ab, ob sich eine obere Grenze g so angeben liisst, dass 
die Function f(z, y) fiir alle Werthe z, y, welche der Bedingung 
0<y2?+y? <g geniigen, positiv wird; oder — geometrisch zu 
reden — davon, ob ein Kreis mit dem Mittelpunkte (0, 0) existirt, 
innerhalb dessen die Function f(x, y) durchaus positiv ist — aus- 
genommen die Stelle (0, ©) selbst, wo sie verschwindet. Es kann 
aber sehr wohl auf jeder einzelnen Geraden ein Minimum im Null- 
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punkte stattfinden, ohne dass ein solcher Kreis existirt. Man wird 
das am Besten an einem Beispiele ersehen. 

Es seien durch die Gleichungen o(z,y)—0O und ¥(2, y) =0 
zwei Curven definirt, deren jede den Nullpunkt enthilt und die xy- Ebene 
wenigstens in der Umgebung desselben 


= >0 
in zwei Theile zerschneidet: einen, in 

welchem (x, y) (resp. ¥(a, y)) positiv, E 
und einen, in welchem g(x, y) (resp. vt 

w(x, y)) negativ ist. Das Product f(a, y) foe 

= g(x, y)- (x,y) wird dann bei dem glee “— 

Fortgange auf einem den Nullpunkt um- —@e 
gebenden kleinen Kreise zweimal —. 7 * 

und zweimal negativ werden (vgl. Fig. 1) und beim Fortgange auf 
einer den Nullpunkt enthaltenden Geraden an der Stelle (0, 0) einen 
Maximal- oder Minimalwerth annehmen, je nachdem die Gerade in’s 
Gebiet f(x, y) <0 oder in’s Gebiet f(x, y) > 0 eintritt. 

Nun kann es aber vorkommen, dass alle iiberhaupt médglichen 
Geraden, welche man durch den Nullpunkt legen kann, zunachst im 
Gebiete f(x,y) > 0 bleiben; und zwar wird dies immer eintreten, 
wenn die beiden Curven an der Stelle (0,0) eine gemeinschaftliche 
Tangente haben und in gleichem Sinne gekriimmt sind. In diesem 
Falle findet auf jeder einzelnen Geraden im Nulipunkte ein Minimum 
statt, nicht aber ein Minimum iiberhaupt, da in jeder Nahe des Punktes 
(0, 0) noch negative Werthe von f(z,y) vorkommen. Hs sei z, B, 

g(v,y)=y— pe, Ye, y)—y— ga. 
Dann haben wir zwei Parabeln, welche im Nullpunkte die 2-Axe be- 
riihren und ihre Héhlungen nach oben kehren. Das Product 
f(@, y) = (y — px") (y — g?a*) 
ist sowohl oberhalb als unterhalb beider Curven positiv, in dem 
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zwischen den Curven gelegenen Theile der Ebene aber negativ 
(vgl. Fig. 2). Jede von der y- und der x-Axe verschiedene, durch 
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den Nullpunkt gelegte Gerade trifft in grésserem oder geringerem Ab- 
stande von diesem einmal das Gebiet f < 0, tritt aber vom Nullpunkte 
aus immer zunichst in das Gebiet f > 0. Die Strecke vom Nullpunkte 
bis zum Uebergange der Geracen in den negativen Theil sinkt aller- 
dings, wenn die Gerade um den Nullpunkt gegen die w-Axe hin 
gedreht wird, unter jede angebbare Grenze; aber in dem Momente, 
wo sie gleich Null werden wiirde, naimlich beim Zusammenfallen mit 
der x- Axe, streift die Gerade nur noch das negative Gebiet und hilt 
sich ginzlich in dem positiven Theile. 

Dieses Verhalten der Function f(z, y) auf den verschiedenen 
Geraden, wonach die z-Axe eine ausgezeichnete Stellung unter den 
letzten einnimmt, spiegelt sich in dem Verhalten der Coefficienten der 
Entwickelung (2) gleichsam ab. Es wird nimlich 

f(%5, 9) = 4?x? — (p* + g*) Byx? + peg’bix'; 
der Coefficient von x? ist also im Allgemeinen positiv, ausgenommen 
fiir 40, d, h. fir den Fall, dass die Linie &, » mit der x-Axe 
zusammenfallt, wo dann gleichzeitig mit dem Coefficienten von x? der- 
jenige von x* verschwindet, sodass nun derjenige von x! ausschlag- 
gebend wird, welcher wiederum positiv ist.*) 


§ 3. 
Verschiedene Versuche der Verbesserung. 


Nachdem wir erkannt haben, dass aus dem Stattfinden des Maxi- 
mums, resp. Minimums einer Function f(z, y) auf allen einzelnen 


*) Das Beispiel (y — p*w*)(y — q?a*), (welches zugleich das denkbar ein- 
fachste sein diirfte), riihrt von Herrn G, Peano her. Derselbe hat in einigen 
dem Werke: <A, Genocchi, Calcolo differenziale pubblicato con aggiunte dal 
G. Peano, Torino 1884“ beigefiigten Noten zuerst die oben auseinandergesetzte 
Schlussweise, welche man in der Theorie der Maxima und Minima von Functionen 
mehrerer Veriinderlichen hiufig angewandt findet, in ihrer Fehlerhaftigkeit erkannt 
und bis zu einem gewissen Punkte durch eine bessere ersetzt. Ich war, ohne 
Peano zu kennen, durch Untersuchungen iiber héhere Variationen bestimmter 
Integrale auf Beispiele gefiihrt worden, welche mir fiir das Gebiet der Variations- 
rechnung schliesslich genau die gleiche Erkenntniss verschafften, welche Peano 
auf dem Gebiete der gewdhnlichen Maxima und Minima gewonnen hatte (vgl. 
meine Note: Ueber die Bedeutung der Begriffe ,Maximum und Minimum‘ in 
der Variationsrechnung, Leipz. Ber. 1885 und Mathem, Annalen XXVI, p. 197). 
Ich fand sodann, dass analoge Verhiiltnisse auch in der Theorie der gewéhnlichen 
Maxima und Minima vorliegen, und hatte die hier folgenden Untersuchungen, 
welche iiber diejenigen von Peano wesentlich hinausgehen, der Hauptsache nach 
beendigt, als ich durch Herrn A. Mayer auf das neu erschienene Werk von 
Genocchi-Peano hingewiesen wurde, welches, wie mir derselbe mittheilte, 
auch von Herrn Harnack in einem Nachtrage zu seiner Serret-Uebersetzung 
(II, 1 p. 380) bereits citirt wird. Ich werde in diesem Aufsatze diejenigen Resul- 
tate, welche sich bei Peano finden, ausdriicklich als solche bezeichnen, 
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durch den Nullpunkt zu legenden Geraden noch keine Schliisse auf 
ein Maximum oder Minimum in der Ebene gezogen werden koénnen, 
tritt die Frage nach erweiterten Kriterien fiir die Maxima und Minima 
der letzten Art auf. Wir wollen, bevor wir diese Frage in véllig er- 
schépfender Weise beantworten, zuniichst einige Schritte auf einem 
Wege vorwiirts thun, welcher auf den ersten Augenblick verlockend 
erscheinen kénnte, wihrend eine nahere Betrachtung desselben uns 
tiberzeugen wird, dass er nicht wesentlich weiter fiihrt als der zuerst 
eingeschlagene, 

Bei dem Beispiele f(z, y) = (y — p?a*)(y — q’?a) erhalten wir 
auf allen Geraden ein Minimum im Nullpunkte. Nicht so tiberhaupt 
auf allen Curven, welche durch den Nullpunkt gelegt werden kénnen; 
vielmehr muss sich auf jeder Curve, welche in dem von den beiden 
gegebenen Parabeln eingeschlossenen Flichenstreifen liegt (beispiels- 
+t 

2 


weise auf der Parabel y — x? = (0) ein Maximum ergben. 


Nun lisst sich jede beliebige Curve analytisch durch einen variabeln 
Parameter x darstellen, indem x und y als Functionen desselben aus- 
gedriickt werden. Es liegt daher die Frage nahe, ob man nicht durch 
Untersuchung des Maximums oder Minimums auf allen einzelnen Curven, 
welche den Nullpunkt enthalten, zur Entscheidung iiber das Maximum 
oder Minimum in der Ebene gelangen kann. Es ist wohl zweifellos, 
dass hier ein Zusammenhang besteht; die Beschriinkungen indessen, 
welche man den Functionen 2(x) und y(*) und dadurch den in Be- 
tracht zu ziehenden Curven auferlegen muss, um auf die Function 
{(@(*), y(*)) die fiir Functionen einer Veriinderlichen entwickelten 
Kriterien mit Erfolg anwenden zu kénnen, machen auch diese Schluss- 
weise unbrauchbar. 

Offenbar niimlich ist die einzige Form, welche man den Func- 
tionen #(*) und y(*) geben kann, ohne die Principien der ganzen 
Theorie zu verlassen, diejenige von Reihen, welche nach Potenzen 
von x tortschreiten. Man setze also: 


u(e) = Ex + Ex? +--+ + EH”, 
y (%) = 0, % + Nyx? + ich 9 Tog + Ynw", 


und stelle die Forderung, dass die Function f(«(x), y(x)) fir « = 0 
ein Maximum (resp. Minimum) werden solle, welehe Werthe man 
auch fiir die ganzen positiven Zahlen m, » und die m-+ ” Grodssen 
Ei. - ++) Sms M1y++ +) Yan annehmen mag, vorausgesetzt natiirlich, dass 
nicht alle § und y gleichzeitig gleich Null sind. 

Diese Forderung ist z. B. bei der Function 


(3) 


{(x, y) = (y — pa") (y — ga") 
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hinreichend , um das Nichistattfinden eines Maximums oder Minimums 
zu Tage treten zu lassen. Denn fir m=—1, n —2 wird 


f (a(x), y(%)) = nex? + 1, (20, — (np? + @*) &?) #? 
+ (m2 — vp? §,") (n2 — 9° &,”) #*. 
Ist 4, von Null verschieden, so ist der Coefficient von x? positiv, es 
findet daher auf allen solchen Curven im Nullpunkte ein Minimum 


statt; ist dagegen 4, —0, so reducirt sich die Entwickelung auf das 
Glied 4' Ordnung, und dieses kann durch geeignete Wahl der Con- 


stanten £, und », (z. B. durch die Substitution »,—= 7 tf é,) negativ 


gemacht werden; es findet daher auf den Curven der letzten Art unter 
Umstiinden ein Maximum statt. Es ist aber gerade bei diesem Bei- 
spiele evident, dass man durch Anwendung dieses Verfahrens eigentlich 
keinen Vortheil erlangt. Denn der Coefficient von x‘, welcher unter- 
sucht werden muss, hat genau die Gestalt der Function f(#, y), nur 
dass 2, y durch die Constanten &,, , ersetzt sind. Die Discussion 
des Vorzeichens dieser Coefficienten fiir die verschiedenen Werthe 
jener Constanten bietet daher an sich genau dieselbe Schwierigkeit, 
wie die entsprechende Discussion fiir die Function /(z, y) selbst. 

Das folgende Beispiel zeigt noch weiter, dass die gestellte 
Forderung nicht einmal eine hinreichende Bedingung des Minimums 
ausdriickt und schon aus diesem Grunde werthlos ist. Setzen wir 
namlich 





p(x, y) =y — sin’ a, 
1 


v(v,y)—=y—sinte—e *, 
so werden durch die Gleichungen g(z, y) = 0 und (x, y) = 0 zwei 
Curven definirt, welche im Nullpunkte die x- Axe als gemeinschaftliche 
Tangente und iiberdies mit einander eine Beriihrung von unendlich 
hoher Ordnung haben. Es giebt alsdann keine in der Form (3) dar- 
stellbare Curve, welche vom Nullpunkte aus zwischen jene beiden 
fiele; denn eine solche miisste mit diesen Curven ebenfalls eine Be- 
riihrung von unendlich hoher Ordnung haben, wihrend offenbar jede 
Curve von der Form (3) als algebraische Curve nur eine Beriihrung 
von endlicher Ordnung mit jenen transcendenten Curven haben kann. 
Nun ist die Function f(x, y) = y(x, y) - ¥(w, y) in der ganzen Ebene 
positiv, ausgenommen den zwischen den beiden Curven befindlichen 
Flachenstreifen, in welchem sie negativ ist; es findet daher an der 
Stelle f(a, y) weder ein Maximum noch ein Minimum statt. Trotzdem 
tritt auf jeder Curve (3) ein wirkliches Minimum ein, und zwar ein 
soleches, welches durch die fiir Functionen einer Variabeln giiltigen 
allgemeinen Kriterien deutlich erkennbar ist; in der That iiberzeugt 
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man sich leicht, dass bei jeder Wahl der Zahlen m, m und der Grossen 
£1, .++% von Null verschiedene Coefficienten in der Entwickelung von 
f(x(), y(*)) vorkommen, deren erster dann natiirlich jedesmal von 
gerader Ordnung und positiv ist. 

Man koénnte die angegebene Methode so erweitern, dass sie auch 
bei dem letzten Beispiele nicht geradezu ein falsches Resultat liefern 
wiirde, indem man nimlich das Maximum und Minimum nicht nur 
auf allen Curven von der Form (3), sondern auch auf allen denjenigen 
Curven untersucht, welche aus der Form (3) dadurch hervorgehen, 
dass man m und m unendlich gross werden lisst. In dieser er- 
weiterten Form ist auch die Curve y — sin? 2 =O darstellbar, 
wenn man 


L—= x, y=(i- + + + —.. 


setzt; es wiirden fiir diese Curve alsdann die simmtlichen Entwickelungs- 
coefficienten der Function f(a(x), y(x)) verschwinden, sodass man 
einen Schluss auf das Minimum der Function f(z, y) tiberhaupt nicht 
ziehen kénnte. Es ist nicht unwahrscheinlich, dass diese erweiterte 
Forderung wirklich eine zngleich nothwendige und hinreichende Be- 
dingung des Minimums ausdriickt. Indes ist dieselbe praktisch noch 
unbrauchbarer, als diejenige, welche vorher angenommen war; denn 
sie macht durch Einfiihrung unendlich vieler unbestimmter Gréssen 
£1, &)~.++%) %o,+-+ im Allgemeinen eine unendlich grosse Anzahl 
von Einzeluntersuchungen nothwendig, da durch Nullsetzen einer ge- 
niigenden Menge jener Gréssen immer beliebig viele der Entwickelungs- 
coefficienten von f(x(x), y(x)) zum Verschwinden gebracht werden 
kénnen, wobei also jedesmal der erste nicht verschwindende Coefficient 
hinsichtlich des Vorzeichens zu untersuchen bleibt, Wir sehen daher 
von einer weiteren Discussion jener Forderung ab und schlagen jetzt 
einen Weg ein, der uns auf bequeme Art zu vollig allgemeinen und 
gleichzeitig praktisch brauchbaren Kriterien hinftihren wird. 


§ 4, 
Fundamentale Eintheilung der Functionen von zwei Variabeln. 


Wir beginnen mit einer wichtigen Unterscheidung aller im Null- 
punkte verschwindenden Functionen f(z, y) hinsichtlich ihres Ver- 
haltens in der Umgebung dieser Stelle. Wir sahen nimlich, dass bei 
Functionen einer einzigen Veriinderlichen die Anwendbarkeit der auf 
Potenzentwickelung gegriindeten Kriterien des Maximums oder Mini- 
mums davon abhingig war, ob die Function f(x) sich in der Umgebung 
der Stelle z=, an der sie verschwindet, schnell genug mit 2 ver- 
iinderte, sei es in dem einen oder anderen Sinne; es musste eine 
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Potenz az" mit der Higenschaft existiren, dass zwischen gewissen 
Grenzen — g < x <g der absolute Werth von f(x) bestiindig griésser 
als [az"] (oder héchstens gleich [az"]) wurde; bei denjenigen Func- 
tionen, welcke dieser Bedingung nicht geniigten, konnte auf dem 
Wege der Potenzentwickelung itiberhaupt keine Entscheidung iiber das 
Maximum oder Minimum gewonnen werden. Offenbar wird fiir eine 
Function von zwei Variabeln eine analoge Bedingung existiren, von 
deren Erfiillung von vornherein die Méglichkeit abhingt, durch Potenz- 
entwickelung itiber Maximum und Minimum zu entscheiden. Es fragt 
sich, wie diese Bedingung zu formuliren sein wird. Eine Potenz ar 
(wo r= Ya? +y?) mit der Higenschaft, dass fir O0<r<g, dh. 
innerhalb eines Kreises mit dem Radius g, iiberall f(x, y) absolut 
grésser als ay” sei, darf man jedenfalls nicht verlangen; denn dadurch 
wiirden itiberhaupt alle Functionen /(”, y), die an der Stelle (0, 0) 
weder ein Maximum noch ein Minimum haben, von der Untersuchung 
ausgeschlossen, da dieselben auf jedem noch so kleinen Kreise um den 
Nullpunkt sowohl positiv als negativ und daher auch gleich Null 
werden kénnen. Es wire dies aber auch durchaus nicht die natiirliche 
Verallgemeinerung unserer fiir Functionen eines einzigen Argumentes 
pricisirten Forderung; denn die charakteristische Eigenschaft der 
letzteren lag nur darin, dass das Verhalten der Function in der Um- 
gebung des Nullpunktes bis zu einem gewissen Grade der Deutlichkeit 
ausgepraégt sein musste, gleichgiiltig, ob dies im Sinne des Maximums 
oder des Minimums oder des Nichteintretens von Maximum und Mini- 
mum der Fall war. Zu der wahren Verallgemeinerung jener Forderung 
fir Functionen von zwei Variabeln fiihrt folgende Ueberlegung. 
Offenbar wird die im Nullpunkte verschwindende Function f(z, y), 
da sie stetig ist, auf jedem um den Nullpunkt als Centrum mit einem 
beliebigen Radius r beschriebenen Kreise irgendwo einen gréssten und 
einen kleinsten Werth annehmen (falls sie sich nicht auf eine Function 
der einen Variabeln r = /z? + y? reducirt), und zwar werden die 
Vorzeichen dieser beiden extremen Werthe, welche wir mit /,(7) und 
f.(r) bezeichnen wollen, fiir geniigend kleine Radien r das Eintreten 
oder Nichteintreten des Maximums oder Minimums im Nullipunkte er- 
kennen lassen. Sind niimlich beide Gréssen f,(r) und f,(r) positiv, 
so wird ein Minimum, sind beide negativ, ein Maximum, sind endlich 
die Vorzeichen entgegengesetzt, weder ein Maximum noch ein Minimum 
stattfinden. Der Grad der Deutlichkeit, bis zu welchem das Verhalten 
der Function f(z, y) ausgepriigt ist, ist nun in allen drei Fallen gleich- 
miissig daran zu messen, ob eine Potenz ar* mit der Higenschaft 
existirt, dass fiir jeden Werth von r unterhalb einer gewissen Grenze g 
beide Extremwerthe f,(r) und f,(r), absolut genommen, grésser als ar" 
werden. Die Forderung, dass eine solche Potenz angebbar sei, ist 
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die gesuchte Verallgemeinerung der vorher fiir Functionen einer Ver- 
iinderlichen pricisirten Bedingung, von welcher die Anwendbarkeit der 
allgemeinen Kriterien abhing; ist jene Forderung nicht erfillt, so kann 
man auf die Gewinnung sicherer Kennzeichen des Maximums oder 
Minimums durch Potenzentwickelungen irgend welcher Art keinenfalls 
rechnen. Denn alsdann ist der fiusserste Betrag, bis zu welchem die 
Function f(x,y) in der Umgebung der Stelle (0, 0) entweder dem 
Werthe Null von der einen Seite nahekommt, oder um den sie dariiber 
hinausgehend sich nach der andern Seite von demselben entfernt, ein 
so geringer, dass er sich durch keine noch so hohe Potenz von r 
ausdriicken lisst; die Potenzentwickelung kann daher auch nicht zur 
Unterscheidung zwischen den beiden Fiillen fiihren, wo der Werth 
Null nicht ganz erreicht und wo er noch um ein Weniges iiber- 

Pe 
schritten wird. Ein Beispiel dieser Art liefert die Function y’+-e , 
welche ein Minimum, sowie die Function 


tn. ( ~ ae) ( - ¥) 
yy—e *=\y+e 22 y—e *), 


welche weder ein Maximum noch ein Minimum hat. Jene nihert 
sich dem Werthe Null von der positiven Seite bis zum Betrage 


2 


P 

e " (fiir y=), diese tiberschreitet die Null um denselben Betrag 
nach der negativen Seite hin. Uebrigens gehéren hierher auch siimmt- 
liche Quadrate von Functionen, die sowohl positiv als negativ werden 
kénnen, sowie tiberhaupt alle Functionen, welche in jeder Niihe der 
Stelle (0, 0) den Werth 0 zwar noch erreichen, aber nicht iiber- 
schreiten. 

Existirt nun andrerseits eine Potenz ar", deren Werth, solange 
y unterhalb einer gewissen Grenze g bleibt, immer kleiner als die 
absoluten Werthe der beiden Extreme /,(r) und f,(7) ist, so lisst 
sich die Frage, ob im Nullpunkte ein Maximum oder ein Minimum 
der Function f(s, y) oder keins von beiden stattfindet, auf Grund der 
Potenzentwickelung immer mit Sicherheit und vermittelst einer end- 
lichen Anzahl principiell geordneter Einzeluntersuchungen beantworten. 
Wie das geschieht, soll im Folgenden auseinandergesetzt werden. 


§ 5. 


Reduction des Problems von beliebigen Functionen auf ganze rationale 
Functionen. 


Man entwickle die Functionen / (x,y) mit Benutzung der Lagrange’- 
schen Restform nach Potenzen von « und y. Bezeichnet man dann 
die Gesammtheit der Glieder re" Ordnung kurz mit f(z, y), so wird: 
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(4) fe, y) =f, 9) +--+ +f, ¥) + Br, y) 
= Ga(, y) + Ruts (@, y)- 

Das Restglied R,i:(v, y) ist eine binére Form (m + 1)" Grades, 
deren Coefficienten aus den partiellen Ableitungen (m + 1)'* Ordnung 
der Function f(x, y) fiir die Argumente 7, #y(0 < # < 1) gebildet 
sind. Man kann in diesem Restgliede x und y durch r und zugleich 
alle Coefficienten durch die grésstméglichen absoluten Werthe ersetzen, 
welche sie tiberhaupt annehmen kénnen, so lange ry unterhalb einer 
gewissen Grenze bleibt, und erhalt so fiir den absoluten Werth von 
Riii(z, y) eine obere Grenze Art. Da nun fiir alle geniigend kleinen 
y die mit f,(7) und f,(r) bezeichneten extremen Werthe der Function 
f(x,y) nach Voraussetzung absolut grésser als ar" sind, ar" aber 
andrerseits wiederum grésser als Art! ist, so folgt aus Formel (4) 
erstens, dass fiir geniigend kleine y immer die extremen Werthe der 
ganzen rationalen Function G,(#,y) mit den Gréssen f,(7) und f,(r) 
entsprechend gleiche Vorzeichen haben; und gweitens, dass, wenn a’ 
irgend eine Zahl zwischen 0 und a bedeutet, immer eine obere Grenze 
g fir den Radius r so angegeben werden kann, dass die beiden 
extremen Werthe von G,(z, y) absolut grésser als ay" werden, so- 
lange r kleiner als g’ bleibt. 

Fixiren wir nimlich fiir’s Erste einen Radius r, welcher kleiner 


als 4 ist und somit der Bedingung ar” > Ar"t geniigt, so wird 
auf der rechten Seite der Gleichung 


(5) G(x, y) = f(@, y) — Rati (@, y) 
jedenfalls an denjenigen beiden Stellen, welche den Extremen f(r) 
und /f,(7) der Function f(a, y) auf der Peripherie des Kreises r ent- 
sprechen, das Vorzeichen des ersten Gliedes massgebend sein, da 
dasselbe hier (absolut) grésser als ar” ist, wihrend das zweite Glied 
kleiner als Av**' wird; haben nun die beiden Extreme /,(7) und /,(r) 
gleiches Vorzeichen, so ist tiberhaupt auf der ganzen Peripherie der 
Werth von f(z, y), als zwischen den beiden Extremen liegend, absolut 
grosser als ay” und stimmt daher nach (5) im Vorzeichen mit G, (x, y) 
iiberein, es haben daher auch die beiden Extreme von G,(z, y) gleiches 
Vorzeichen mit den Extremen von f(x,y); haben dagegen die beiden 
Extreme /,(r) und f,(7) entgegengesetzte Vorzeichen, so haben die 
entsprechenden Werthe von G,(z,y) ebenfalls entgegengesetzte Vor- 
zeichen, es miissen daher um so mehr den beiden Extremen der 
letzteren Function entgegengesetzte Vorzeichen zukommen. Hiermit 
ist die erste der aufgestellten Behauptungen erwiesen. 

Die zweite Behauptung ergiebt sich durch ganz ahnliche Ueber- 


° ° : : a 
legungen, wenn man den Radius r nicht nur kleiner als [-, sondern 
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so klein annimmt, dass ar" — Ar*+' grésser als a'r" wird, d. h. wenn 
a—a 


man g’ gleich —— und r kleiner als g macht. Dann nimlich hat 


die rechte Seite der Gleichung (5) fiir die den Extremen /,(r) und 
f(r) entsprechenden Werthe von xz, y nicht nur das Vorzeichen von 
f(x, y), sondern ist auch absolut grésser als a'r". Es wird daher, 
wenn die Extreme /,(r) und f,(r) gleiches Vorzeichen haben, die 
rechte Seite der Gleichung (5) itiberhaupt auf der ganzen Peripherie 
absolut grésser als a’7" sein; und wenn die Extreme /,(r) und /,(r) 
entgegengesetztes Vorzeichen haben, werden die jenen Extremen ent- 
sprechenden, ebenfalls mit entgegengesetztem Zeichen versehenen 
Werthe von G, (x, y) absolut grésser als a’y" sein, um so mehr muss 
also dasselbe von den Extremen dieser letzteren Function gelten. 

Wir kénnen die beiden eben bewiesenen Behauptungen folgender- 
massen zusammenfassen. 

»Hs sei f(x, y) eine an der Stelle (0,0) verschwindende Function, 
deren Verhalten in der Umgebung jener Stelle gentigend deutlich ist, 
damit die Entscheidung iiber das Kintreten oder Nichteintreten eines 
Maximums resp. Minimums auf dem Wege der Potenzentwickelung 
nicht principiell unméglich sei; mit anderen Worten, es existire eine 
Potenz ar" von der Art, dass auf jedem um den Nullpunkt beschrie- 
benen Kreise, dessen Radius r kleiner als eine bestimmte Grosse g ist, 
die beiden extremen Werthe (der grésste und der kleinste) der Function 
f(x,y), f(r) und f,(r), absolut grésser als a7" seien. Entwickelt 
man dann f(z, y) mit Benutzung der Lagrange’schen Restform nach 
Potenzen von z,y und bezeichnet die Gesammtheit aller Glieder der 
n ersten Dimensionen mit G, (x,y), das Restglied mit R,+:(x,y), sodass: 


f(&, y) = Ga(x, y) + Rayi(z, y) 

wird, so verhilt sich die ganze rationale Function G,(2, y) in der 
Umgebung der Stelle (0, 0) ganz so wie die Function f(z, y). Erstens — 
nimlich stimmen die extremen Werthe beider Functionen fiir jeden 
geniigend kleinen Radius r dem Vorzeichen nach entsprechend itiber- 
ein, woraus folgt, dass im Nullpunkte fiir beide Functionen gleich- 
zeitig ein Maximum oder ein Minimum oder weder eines noch das 
andere eintritt; und zweitens sind, wenn a’ irgend eine Zahl zwischen 
O und a bedeutet, fiir jeden Radius r innerhalb eines gewissen Kreises 
g die extremen Werthe der Function G,(2, y) absolut grésser als 
a'r", woraus folgt, dass auch der Grad der Deutlichkeit, welchen das 
Verhalten der Function G,(z,y) zeigt, der niimliche, wie bei der 
Function f(x, y) ist.“ 

Man iiberzeugt sich leicht, dass in dem zum Beweise des vor- 
stehenden Satzes angestellten Ueberlegungen tiberall f(z, y) mit 
G(x, y) vertauscht werden kann, da nur die Gleichung (5) zur An- 
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wendung kommt. Man erhilt dadurch einen neuen Satz, welcher ge- 
wisSermassen als Umkehrung des vorstehenden gelten kann. Bedenkt 
man noch, dass, wenn f(0,0) verschieden von Null ist, man nur im 
Vorhergehenden iiberall f(z, y) gurch die Differenz f(x, y) — f(0, 0) 
zu ersetzen hat, so ergiebt sich durch Zusammenfassung beider Sitze 
schliesslich Folgendes: 

Eine beliebig gegebene Function f(x,y) werde nach Potenzen von 
x,y entwickelt. Liisst sich dann die Zahl n und eine positive Grisse 
a’ so bestimmen, dass die aus allen Gliedern der ersten n Dimensionen 
gebildete ganze rationale Function G(x, y) auf jedem Kreise r, der in 
einem gewissen Gebiete g' liegt, extreme Werthe von absolut grisserem 
Betrage als a'r” besitet, so haben die beiden Functionen f(x,y) und 
G(x, y) im Nullpunkte gleichzeiiig ein Maximum oder ein Minimum 
oder weder ein Maximum noch ein Minimum. Léisst sich dagegen eine 
solche Zahl n mit der angegebenen Eigenschaft nicht bestimmen, so ist 
die Entscheidung iiber das Verhalten der Function f(x, y) auf dem 
Wege der Potenzentwickelung tiberhaupt principiell unmdglich. Es ge- 
niigt hiernach, wm aus der Function G,(x,y) einen Schluss auf die 
Function f(x,y) 2u siehen, noch nicht, dass G(x, y) ein deutliches 
Verhalten hinsichtlich des Maximums oder Minimums zeigt; vielmehr 
muss noch die auf die Grissenordnung der Extreme von G,(x, y) be- 
stigliche Bedingung erfiillt sein. 

Wir werden die letztere Thatsache spiiter schon an Beispielen 
von der denkbar einfachsten Beschaffenheit bestiitigt finden , wo ndimlich 
die Function f(x, y) selbst eine ganze rationale Function ist und wo 
einmal die aus den ersten n Dimensionen zusammengesetete Function 
G,,(a, y) in der Umgebung des Nullpunktes bestdndig positiv ist, wihrend 
f(x, y) auch negativ werden kann, ein andermal hingegen G,(, y) 
sowohl positiv als negativ wird, wiihrend f(x,y) constantes Vorzeichen 
bewahrt (vgl. Beispiel (4) und (2) am Schluss). 

Durch den aufgestellten Fundamentalsatz ist die Untersuchung 
der Function f(x, y) zuriickgefiihrt auf die Untersuchung der ganzen 
rationalen Function G,(”,y). Man wird zunichst » —2 annehmen, 
dann » = 3 u. s. w., und jedesmal die entsprechende Function G, («, y) 
hinsichtlich ihrer Extremwerthe priifen. Ist dann die Entscheidung 
itiber das Maximum oder Minimum der Function f(x, y) tiberhaupt auf 
dem Wege der Potenzentwickelung ausfiihrbar, so muss man friiher 
oder spiiter zu einer Function G, (x, y) gelangen » fiir welche jene 
Extremwerthe absolut grésser als ein Ausdruck a'r" sind, und tam 
Function liefert die gesuchte Entscheidung. 

Es ist jetzt die Frage zu beantworten: Wie kann man erkennen, 
ob eine Grenze g und eine Gréssé a’ von der Art existiren, dass auf 
jedem Kreise r < g’ die Extremwerthe einer gegebenen ganzen rationalen 
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Function n‘*" Grades G,(”, y) absolut grésser als a’r" werden? Und 
wie kann man eventuell die Vorzeichen jener Extremwerthe feststellen 
und damit schliesslich zur Entscheidung iiber das Maximum oder 
Minimum der Function G,(x, y) im Nullpunkte kommen? Mit anderen 
Worten: Wie gestaltet sich die Theorie der Maxima und Minima fir 
ganze rationale Functionen, auf deren Behandlung der Fundamental- 
satz das allgemeine Problem zuriickfiihrt? 

Diese Frage lisst sich, wie die nachfolgende Untersuchung zeigen 
wird, mit absoluter Vollstaindigkeit beantworten. 


§ 6. 
Homogene Functionen. 


Wir beginnen mit dem einfachsten Falle, wo G,(x, y) ein ho- 

mogener Ausdruck n'e® Grades ist: 
G, (xy) = > agar —t ys, 
i=v 

Der Werth einer solchen homogenen Function iindert sich auf jeder 
den Nullpunkt enthaltenden Geraden proportional der n' Potenz 
von r. Sind also G und G’ die Extremwerthe von G,(x, y) auf der 
Peripherie des Einheitskreises, so sind’ Gr" und G’r die Extrem- 
werthe auf einem beliebigen Kreise r. Die Vorzeichen von G und G’ 
kann man direct durch Zerlegung der Form G, in ihre linearen 
Factoren erkennen, zu deren Auffindung die Lésung einer Gleichung 
n= Grades geniigt. Im Voraus sieht man, dass, wenn die Ordnung 
” eine ungerade ist, G und G’ von 0 verschieden und entgegengesetzt 
gleich sein miissen, da der Ausdruck G,(x%, y) bei Vertauschung von 
“x,y gegen — x, —y sein Vorzeichen wechselt, Ist dagegen m eine 
gerade Zahl, und sind erstens die Linearfactoren imaginiér, so kann 
die Form G,(a, y) weder ihr Vorzeichen wechseln, noch verschwinden, 
sie ist definit und die Extreme G und G@’ haben gleiche Vorzeichen; 
sind zweitens reelle Linearfactoren und mindestens einer derselben in 
ungerader Ordnung vorhanden, se nimmt die Form G,(a, y) beide 
Vorzeichen an, sie ist indefinit und das Vorzeichen von G’ ist dem 
von G entgegengesetzt; treten endlich drittens reelle Linearfactoren 
zwar auf, aber jeder nur in gerader Ordnung, so kann die Form 
G, (a, y) zwar verschwinden, aber nicht das Zeichen wechseln, sie ist 
semidefinit und eins der Extreme G und G’ ist gleich Null. 

In allen Fallen mit Ausnahme des letzten, ist eine positive Zahl 
a’ so bestimmbar; dass auf iedem beliebigen Kreise r die Extremwerthe 
der Function G,(x,y), niimlich Gr* und G’r*; absolut grésser als 
ay" werden; man braucht ja nur a’ kleiner als die absoluten Werthe 
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von G und G’ anzunehmen. In allen jenen Fallen findet daher an der 
Stelle (0, 0) auf geniigend deutliche Weise (im vorher pricisirten Sinne 
des Wortes) entweder ein Maximum oder ein Minimum der Function 
G,(x,y) oder keines von beiden statt, woriiber die Vorzeichen der 
Extreme G und G’ entscheiden. Welches diese Vorzeichen sind, ist 
jedesmal leicht aus den Linearfactoren erkennbar; denn wenn die 
Form G,(a, y) indefinit ist, sc sind die Vorzeichen entgegengesetzt, 
und wenn sie definit ist, stimmen sie unter einander und mit dem 
Vorzeichen der Form G,(x, y) selbst fiir irgend ein specielles Werthe- 
paar von 2, ¥y tiberein. In dem Falle endlich, wo reelle Linearfactoren 
vorhanden sind, aber jeder nur in gerader Ordnung, tritt an der Stelle 
(0,0) weder ein Maximum noch ein Minimum der Form G,(z, y) ein, 
da dieselbe in der Umgebung zwar nicht beide Vorzeichen erhalten, 
wohl aber verschwinden kann. Eine Grosse a’ mit der verlangten 
Eigenschaft existirt in diesem Falle nicht. 


Die Zerlegung der Function G,(z, y) in Linearfactoren, welche 
die Lésung einer Gleichuiy n'* Grades erfordert, ist tibrigens nicht 
unbedingt nothwendig, sondern man kann auch durch elementare alge- 
braische Operationen zum Ziele gelangen. 


Zunichst nimlich wird man nach bekannter Methode durch Ab- 
sonderung der etwaigen vielfachen Factoren die Function G,(z, y) auf 
die Form bringen: 

Ga = Win wnat bs add wv,” Y ’ 

wo allgemein y, das einfache Product aller der Linearfactoren bezeich- 
net, welche G, in der x‘ Ordnung enthialt (sodass also, wenn kein 
Factor dieser Ordnung vorkommt, %, eine blosse Constante ist, und 
im Besondern die Function G, sich auf y, reducirt, wenn sie nur ein- 
fache Factoren besitzt). Vermittelst des Sturm’schen Satzes lisst 
sich dann weiter fiir jede der Functionen 7,,, .. . entscheiden, ob sich 
unter ihren Linearfactoren reelle befinden oder nicht; worauf man, da 
man auch die Exponenten m,...kennt, die vorher angegebenen Siitze 
unmittelbar anwenden kann. 

Die eben skizzirte Theorie der ganzen homogenen fF unctionen 
liefert uns auf Grund des Fundamentaltheorems fiir die allgemeine 
Theorie des Maximums und Minimums beliebiger Functionen den be- 
kannten Satz: 

Sind in der Entwickelung der Function f(x, y) nach Potenzen 
von x, y alle Glieder 1'* bis (n—1)'* Dimtension identisch gleich Null, 
wihrend die Glieder n'* Dimension eine Form G,(x, y) bilden, und 
ist erstens G,(x, y) indefinit (was bei ungeradem n immer der Fall ist), 
so findet an der Stelle (0, 0) weder ein Maximum noch ein Minimum 


der Function f(a, y) statt; ist eweitens G,(x, y) definit, so tritt je nach 
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dem Vorseichen dieser Form ein Maximum oder Minimum von f(a, y) 
ein; ist endlich G,(x,y) semidefinit, so lisst sich das Verhalten der 
Function f(x, y) aus dem Verhalten von G(x, y) tiberhaupt nicht 
erkennen.“**) 


§ 7. 
Nicht homogene Functionen. 


Es sei nun G,(,y) ein beliebiger (nicht homogener) Ausdruck 
nes Grades ohne constantes Glied. Die Frage, ob im Nullpunkte ein 
Minimum oder ein Maximum von G,(a, y) stattfindet, d. h. ob in der 
Umgebung desselben G,(a, y) iiberall dasselbe Vorzeichen hat, ist 
dann offenbar gleichbedeutend mit der Frage, ob die algebraische 


*) Der Beweis dieses bekannten Satzes wird hiufig auf Betrachtungen ge- 
griindet, deren Fehlerhaftigkeit wir im Anfange dieses Aufsatzes nachgewiesen 
haben. Herr Peano giebt, um den gewdéhnlichen Fehler zu vermeiden, einen 
Beweis (p. 197), welcher auf demselben Grundgedanken wie der unsrige beruht. 
Es scheint mir indes, dass dieser Beweis viel zu umstiindlich ist, wofern man 
bei dem einzelnen Satze stehen bleiben und denselben nicht vielmebr bloss als 
Bestandtheil einer umfassenderen Theorie ansehen will, Hat man nur jenen einen 
Satz im Auge, so lisst sich der Beweis (fiir beliebig viele Variabeln a, y, 2, .. .) 
wohl am kiirzesten dadurch fiihren, dass man in der Entwickelung der Function 
f(x,y, 2...) schon fiir das Glied n't Ordnung (nicht erst fiir das niichste) die 
Lagrange’sche Restform einfiihrt, Es wird dann niimlich 


f(a, Ao +) - G,, (a, Y,°° +), 


wo G(x, y,---) eine Form n'" Grades ist, deren Coefficienten nicht, wie die- 
jenigen von G,(#, y,...) aus den mn" partiellen Ableitungen der Function 
f(x, y,...) fiir die Argumente 0,0,..., sondern aus den eni--:~shenden Ab- 
leitungen fiir die Argumente @2, dy,...(0<&<1) zusam. - zesetzt sind. 
Man erkennt nun leicht, dass, so lange r, d. i, Vaz? + y? +--+ unu » > nit gleich- 
zeitig die Grissen #2, dy, ... unterhalb einer gewissen Grenze g bleiben, die 
Form G,(z,y,...) definit oder indefinit ist, jenachdem die Form G, (a, y, ...) 
definit oder indefinit ist. Denn die beiden extremen Werthe welche eine Form 
net Ordnung mit unbestimniten Coefficienten annimmt, wenn man ihre Argumente 
z,y,... der Bedingung 2*-+ y*+---=1 unterwirft, sind offenbar stetige 
(algebraische) Functionen jener Coefficienten; und da diese Extremwerthe fiir die 
Form G, (a, y,-..), falls dieselbe entweder definit oder indefinit (nur nicht semi- 


definit) ist, beide von Null verschieden sind, werden sie bei geniigend kleinen 
Veriinderungen der Coefficienten der Form, d. h. (wofern wir diese in die Form 


G,(@, y,.+.) tibergehen lassen) bei geniigend kleinen Werthen von #2, #y,... 
ihre Vorzeichen nicht wechseln, — Es findet daher an der Stelle (0,0,...) ein’ 
Maximum oder Minimum der Function G, (a, y,...) (d. h. der Function f(z, y,...)) 
oder weder das eine noch das andere statt, je nachdem die Form G, (a, y,...) 
definit und entweder negativ oder positiv, oder indéefinit ist. W. z. b. w. 
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Curve G, (2, y) == 0 im Nullpunkte einen isolirten Punkt besitzt, oder 
nicht. Hierdurch wird der Gedanke nahe gelegt, die bei der Dis- 
cussion der Singularititen algebraischer Curven gebrauchlichen Methoden 
auf unsern Fall anzuwenden. In der That werden uns jene Methoden 
von wesentlichem Nutzen sein; denn wir werden vermittelst derselben 
die Discussion der Function G,(x, y) auf die Discussion einer Reihe 
homogener Functionen reduciren und so zur vollstindigen Beantwortung 
nicht nur der Frage nach dem Maximum oder Minimum von G, (x, y), 
sondern auch der Frage nach der Existenz eines Ausdrucks a'r" ge- 
langen, welcher fiir alle geniigend kleinen Werthe von r kleiner sein 
soll, als die absoluten Betrige der dem Radius r entsprechenden 
Extremwerthe von G,(%, y). 

1. Um uns zunichst iiber die verschiedenen Méglichkeiten, welche 
in dem Verhalten der Function G,(2, y) auftreten kénnen, zu orien- 
tiren, fassen wir einen kleinen Kreis ry ins Auge und suchen auf dem- 
selben diejenigen beiden Stellen, an welchen die Function G,(«, y) 
ihren gréssten und ihren kleinsten Werth annimmt. Man findet die- 
selben bekanntlich, indem man die drei Gleichungen: 


0G,, (x, y) 


Aa —Azr=JV, 
OG, (a, y) r 
omega = Rep an.0, 

a? ey? = 7? 


nach #, y und A auflést. Durch Elimination von 4 aus den beiden 
ersten Gleichungen entsteht die Gleichung n'" Grades 


aG,, (x, y) 0G, (@, y) = 


(1) i —" —2 oy 0. 





Dieselbe muss fiir alle Werthe von x und y befriedigt werden, welche 
den Stellen der extremen Werthe von G,(z, y) auf ganz beliebigen 
Kreisen r entsprechen. Es liegen daher alle jene Extremstellen auf 
der durch die Gleichung (1) definirten algebraischen Curve. Nun ist 
aus der Theorie der algebraischen Functionen bekannt, dass jeder den 
Nullpunkt enthaltende Zweig einer algebraischen Curve »'* Ordnung 
sich in der Umgebung des Nullpunktes durch eine unabhingige 
Variable x in der Form: 


(2) et at, 


y= b,x + b,x*+--- 


darstellen lisst; und zwar kann die Darstellung, welche auf unendlich 
viele Arten méglich ist, immer so eingerichtet werden, dass in jeder 
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der beiden Reihen der erste von Null verschiedene Coefficient (falls 
ein solcher iiberhaupt existirt) héchstens den Index m hat. Es sind 
also auch diejenigen beiden den Nullpunkt enthaltenden Zweige ‘der 
algebraischen Curve (1), deren Schnittpunkte mit jedem Kreise von 
hinreichend kleinem Radius r die Stellen liefern, welche den extremen 
Werthen von G,(, y) auf diesem Kreise entsprechen, in der Form (2) 
durch einen unabhingigen Parameter x darstellbar, so lange wenigstens, : 
als es sich nur um die unmittelbare Umgebung des Nullpunktes, d. h. 
um geniigend kleine Werthe von x handelt. Wir wollen jene Zweige 
kurz die beiden ‘Extremcurven der Function G,(a, y) nennen. 

Es ist jetzt der Fall, wo (ausser etwa fiir vereinzelte Werthe 
von r) die Extremwerthe von G,(z, y) beide von Null verschieden 
sind, von dem andern, wo einer derselben bestiindig gleich Null ist, . 
zu trennen. Sind beide Extremwerthe von Null verschieden, so wird 
der Ausdruck G, (x, y), falls man fiir 7 und y die einer Extremcurve 
entsprechenden Reihen (2) einsetzt, mit einer Potenz Ax™ beginnen, 
welche fiir geniigend kleine Werthe von x sowohl das Vorzeichen als 
auch die Ordnung der Kleinheit des ganzen Ausdrucks bestimmt. 
Diese Ordnung ist die m'*, wofern man x als Grdésse erster Ordnung, 


und die =e, wofern man 7 als Grosse erster Ordnung betrachtet und 


mit w den niedrigsten in den Reihen (2) wirklich vorkommenden Ex- 
ponenten von x bezeichnet. Die Zahl mw ist, wie schon erwihnt, bei 
geeigneter Wahl der Parameterdarstellung (2) héchstens gleich n. Ent- 
sprechende Gréssen A’, m’ und wp’ erhilt man fiir die zweite Extrem- 
curve, Sind nun die Zahlen m und m’ nicht beide gerade, so kann 
von einem Minimum oder Maximum der Function G,(2, y) im Null- 
punkte keinenfalls die Rede sein, da die Function dann jedenfalls auf 
einer Extremcurve das Vorzeichen mit x wechselt. Das Gleiche gilt, 
wenn zwar m und m’ gerade Zahlen sind, A und J’ aber entgegen- 
gesetzte Vorzeichen haben, da alsdann auch die Function G, (a, y) auf 
den beiden Extremcurven verschiedene Vorzeichen aufweist. Ist endlich 
m und m’ gerade und zugleich A von gleichem Vorzeichen mit J’, 
so tritt ein Maximum oder Minimum der Function G,(z, y) ein, je 
nachdem dieses Vorzeichen das positive oder das negative ist. In 
allen drei Fallen lasst sich offenbar eine Grosse a’ und eine obere 
Grenze g’ des Radiusvectors r so bestimmen, dass fiir r < g’ die Werthe 
von G, (x, y) auf beiden Extremeurven tiberall absolut grésser als a'r? 


werden, wo mit die gréssere der beiden Zahlen = und _ bezeichnet 


ist, und zwar ist dieser Exponent p (der aber natiirlich nicht noth- 
wendig eine ganze Zahl zu sein braucht), zugleich der kleinste, 
fiir welchen ein Ausdruck a’? mit der angegebenen Eigenschaft 
existirt. 
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Ist dagegen der Werth von G,(x, y) auf einer der beiden Extrem- 
curven bestindig gleich Null, so findet selbstverstiindlich kein Maximum 
oder Minimum im Nullpunkte statt; und noch weniger giebt es einen 
Ausdruck a'r? von der eben verlangten Art. Dieser Fall kann aber 
nur dann eintreten, wenn die Function G,(z, y) einen quadratischen 
Factor enthailt, durch dessen Nullsetzen eine den Nullpunkt ent- 
haltende reelle Doppelcurve definirt wird, da sonst mit dem Ver- 
schwinden der Function G,(z,y) beim Fortgange auf irgend einem 
Kreise r ein Zeichenwechsel verbunden sein miisste. Nun kann man 
sich allemal im Voraus durch elementaralgebraische Operationen Gewiss- 
heit hinsichtlich der Existenz quadratischer Factoren iiberhaupt ver- 
schaffen. Wir wollen daher in der Folge der Hinfachhe:’ wegen an- 
nehmen, dass die Function G,(«, y) solche quadratische Factoren, 
durch welche reelle Doppelecurven definirt wiirden, jedenfalls nicht 
enthalt. 

Unter dieser Voraussetzung, deren Eintreffen man bei jedem ein- 
zelnen Beispiele in erster Linie zu priifen haben wird, giebt es, den 
vorher angestellten Ueberlegungen zufolge, immer eine kleinste Zahl p, 
zu welcher sich eine Constante a’ und eine obere Grenze g’ des Radius 
y so bestimmen lisst, dass auf jedem Kreise r < g’ beide Extremwerthe 
der Function G, (x, y) absolut grésser als a'r? werden, und zwar driickt 
jene Zahl p (wenn man die Ordnung von y¢ als Einheit nimmt) die 
Ordnung der Kleinheit der Function G, (x, y) auf derjenigen der beiden 
Extremeurven aus, auf welcher diese Ordnung die héhere ist. Ist p 
héchstens gleich », so ist a'r? fiir kleine r nicht kleiner als a’r*, 
die beiden Extremwerthe von G,(x, y) sind daher sicher auch absolut 
grésser als a'r"; ist dagegen p grodsser als m, so wird fiir kleine r 
mindestens einer der Extremwerthe von G, absolut kleiner als ar*, 
wie auch die Constante a gewihlt werden mag; denn »p ist der kleinste 
Exponent, fiir welchen die Extremwerthe absolut noch grésser als ein 
Ausdruck a’y? bleiben. Je nach dem Verhalten auf beiden Extrem- 
curven tritt im Nullpunkte ein Maximum oder ein Minimum der Func- 
tion G,(x, y) oder weder eins noch das andere ein. Indessen ist nach 
unserem Fundamentaltheorem die Function G,(z, y) fiir eine Func- 
tion f(z, y), aus deren Entwickelungsgliedern 1'* his n'* Ordnung 
sie besteht, hinsichtlich des Maximums oder Minimums nur dann 
massgebend, wenn der charakteristische Exponent p héchstens gleich 
m 1st. 

2. Wollte man im einzelnen Falle die Function G,(z, y) auf 
dem Wege, welchen die vorstehenden allgemeinen Ueberlegungen ge- 
nommen haben, discutiren, so miisste man die Coefficienten in den 
Reihen (2) wirklich berechnen und alsdann diese Reihen in die Func- 
tion G,(2, y) einsetzen. Ein solches Verfahren wiire, da jene Coef- 
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ficienten von uniibersichtlichen Gleichungen héheren Grades abhingen, 
aiusserst schwerfallig. Nun lasst sich aber ein Algorithmus aufstellen, 
der aus lauter elementaren Operationen besteht und indirect schliess- 
lich zu demselben Ziele fiihrt, welches bei den vorstehenden Ueber- 
legungen direct ins Auge gefasst wurde. Dieser Algorithmus ist in 
seinen wesentlichen Ziigen als Newton-Cramer’sche Regel aus der 
Theorie der Singularitiiten algebraischer Curven lingst bekannt. 

Der Grundgedanke, durch welchen man zu diesem Algorithmus 
hingeleitet wird, ist folgender: Man denke sich zunichst die Reihen 
(2) mit ihren unbestimmten Coefficienten a,, a,,... b,, b.,... in die 
Function G,(a, y) eingesetzt und diese nach Potenzen von x entwickelt. 
Dann nehme man fiir die Coefficienten a,, a,,...0,, b,,... alle 
iiberhaupt méglichen Werthe an und untersuche jedesmal die niedrigste 
in der Entwickelung von G,(a, y) auftretende Potenz von x. Jedes 
System von Werthen der Coefficienten a,, a,,...0,, 0, ... stellt 
eine bestimmte Curve dar, und die niedrigste Potenz von x charakte- 
risirt jedesmal das Verhalten der Function G,(x, y) auf derselben hin- 
sichtlich des Maximums oder Minimums. Unter den unendlich vielen 
Curven kommen dann jedenfalls auch die beiden Extremcurven vor, 
welche die endgiiltige Entscheidung der gestellten Fragen liefern; die 
Discussion derselben wird daher in der Discussion aller tiberhaupt 
méglichen Curven implicite erhalten sein. 

Es lisst sich aber weiter zeigen, dass man auf diesem Wege 
jedesmal schon durch eine endliche Anzahl einzelner Untersuchungen 
zu sicherer Entscheidung gelangen kann. 

Man erkennt dies am besten, wenn man die Form der Reihen (2) 
von Anfang an noch beschriinkt, Jede beliebige Einschrinkung nam- 
lich ist fiir unsern Zweck zuliissig, sobald nur die Gewissheit vorliegt, 
dass durch dieselbe keine der beiden Extremcurven ausgeschlossen wird. 
Nun lasst sich jeder Zweig einer algebraischen Curve n‘* Ordnung, 
welche den Nullpunkt enthalt, immer durch Gleichungen von der Form 


(3) 


ikea, 
y = bg? + Dpprxet + --- 


ausdriicken, wo sowohl @ als auch der Index # des ersten von Null 
verschiedenen Coefficienten bg (falls ein solcher iiberhaupt existirt) 
héchstens gleich m ist. Unter den Curven von der Form (3) miissen 
daher nothwendig auch die beiden unbekannten Extremcurven ent- 
halten sein. 

Enthalt nun, wie wir angenommen haben, die Function G, (2, y) 
keinen quadratischen Factor, dessen Nuilsetzung eine reelle Doppel- 
curve definirt, so beginnen die den beiden Extremcurven (3) ent- 
sprechenden Entwickelungen von G,(z, y) mit Potenzen Ax”, resp. 
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A'x™. In die Coefficienten A und A’ dieser Potenzen kinnen die 
Gréssen 6 jedenfalls héchstens bis zum Index m, resp. m’ eingehen. - 
Es wird daher, um das Verhalten der Function G,(z, y) in der Um- 
gebung des Nullpunktes und speciell auf ihren beiden Extremcurven 
zu erkennen, geniigen, dass man, unter M die grésste der Zahlen 
m und m’ verstanden, nach Einfiihrung der unbestimmten Reihen 


L = Agx", 
y=bx+d,x?+--- 
in die Function G,(x, y) nur den ersten M Grissen B,, b,, -.. alle 


mdglichen Werthe giebt; denn die Werthe der folgenden sind ohne 
Einfluss auf das Verhalten der Function. Nun kennt man allerdings 
die Zahl M nicht im Voraus; dieselbe ergiebt sich indessen im Laufe 
der Untersuchungen von selbst. Denn fiir beliebig angenommene 
Werthe einer gewissen Anzahl von Coefficienten ) kann man, wie in 
der Folge ausfiihrlich gezeigt werden soll, jedesmal entscheiden, ob 
die héheren Coefficienten noch Einfluss auf das erste Glied der Ent- 
wickelung von G,(x, y) haben kénnen, oder nicht; zieht man also 
der Reihe nach immer mehr Coefficienten } in Betracht, so erkennt 
man den Moment, wo die Zahl M erreicht ist, ganz genau, 

Durch die vorangehende Ueberlegung sollte zunichst nur nach- 
gewiesen werden, dass man schliesslich immer zu einer Zahl M mit 
der Eigenschaft gelangen muss, dass die Coefficienten Dy41, Daye, ..- 
fiir die Beurtheilung des Verhaltens von G,(#, y) auf den beiden 
Extremcurven unwesentlich sind, 

3. Wir gehen jetzt dazu iiber, das in den Grundziigen angedeutete 
Verfahren schrittweise im Kinzelnen durchzufiihren. 

Setzt man nach (3) 


L = Agr", 
y= by x? + be+1 yxfb+1 +-:- 


und lasst die Coefficienten a, bg,... unbestimmt, wiihrend man den 
Zahlen « und # irgend welche Werthe giebt, so werden im Allgemeinen 
nicht alle Glieder der Function G,(x, y) bei der Entwickelung nach x 
Beitrage zu der niedrigsten Potenz liefern. Man gewinnt einen Ueber- 
blick tiber die verschiedenen méglichen Fille vermittelst der Ne wton- 
Cramer’ schen Regel. 

Es sei nimlich 2*y” ein Potenzausdruck mit unbestimmten Ex- 
ponenten £, 4; wir fragen zuniichst nach den simmtlichen Werthen 
—, y, welche denselben, wenn darin 
(4) eae xt, y= xi 
gesetzt wird, in eine gegebene Potenz x” verwandeln, Offenbar haben 
diese Kigenschaft alle diejenigen Zahlen &, 4, welche der Gleichung 
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af + by=m 

geniigep, und nur diese. Deuten wir § und y als rechtwinklige 
Coordinaten eines Punktes, so definirt jene Gleichung eine gerade 
Linie, welche, wofern a, B, m positive Zahlen sind, sowohl die &- 
wie die »-Axe auf der positiven Seite schneidet. Fixirt man einen 
beliebigen Punkt (&y) im Innern des von jener Geraden und den 
Axen & und y gebildeten Dreiecks, so ist fiir denselben immer a& +- By 
kleiner als m, d. h. 2*y" wird durch die Substitutionen (4) einer 
niedrigeren als der m' Potenz von x gleich; umgekehrt wird fiir 
jeden, ausserhalb des Dreiecks in dem von der + &- und der -+- 4-Axe 
gebildeten Winkel gelegenen Punkt @& + Bm grodsser als m, d. h. 
at y" wird einer hdheren als m'” Potenz von x gleich. 

Wir denken uns nun simmtliche, den einzelnen Gliedern 2* y” des 
Ausdrucks G,(z, y) entsprechende Punkte €y construirt und fixiren 
von diesen Punkten (die siimmtlich zwischen (oder auf) der + &- und 
der -++ y-Axe liegen) zuniichst denjenigen, welcher der y-Axe am 
niichsten (resp. auf derselben) liegt, und, falls deren mehrere existiren, 
speciell denjenigen, welcher die kleinste Ordinate 4 hat. Um diesen 
Punkt P, drehen wir eine gerade Linie aus einer durch die negative | 
y-Axe bestimmten Anfangslage gegen die Richtung der positiven —-Axe 
hin, bis sie einen der tibrigen Punkte (P,) trifft (oder gleichzeitig 
mehrere, in welchem Falle unter P, der am weitesten von P, entfernte 
zu verstehen ist) und verbinden P, mit P, durch eine Gerade. Hierauf 
drehen wir die bewegliche Linie in demselben Sinne so lange um den 
Punkt P,, bis sie einen der tibrigen Punkte (P,) trifft (wobei, wenn 
gleichzeitig mehrere getroffen werden, wiederum unter P, der am 
weitesten von P, entfernte verstanden werden soll) und ziehen die 
Gerade P, P,. Dies ist so lange fortzusetzen, bis derjenige der Punkte 
P erreicht ist, welcher der §-Axe am niichsten (resp. auf derselben) 
liegt und, falls mehrere solche existiren, unter diesen zugleich die 
kleinste Abscisse § hat. Auf diese Weise entsteht eine aus geradlinigen 
Stiicken bestehende Curve C, deren convexe Seite gegen den Anfangs- 
punkt des Coordinatensystems gerichtet ist. 

Nimmt man nun in den Reihen (3) fiir @ und # irgend welche 
bestimmte Zahlen an, wahrend die Coefficienten a und b noch un- 
bestimmt bleiben sollen, so riihrt die niedrigste Potenz von x in der 
Entwickelung der Function G,(x, y) auf den Curven (3) zuniichst nur 
von den Substitutionen z= a,%*, y= bgx? her. Es kénnen ferner 
zu dieser niedrigsten Potenz immer nur solche Glieder von G,(z, y) 
beitragen, deren entsprechende Punkte P auf der Curve C liegen. 
Denn ist P, = (& 4) ein beliebiger jener Punkte, der nicht auf C 
liegt, so bildet, wie wir gesehen haben, die durch P, gelegte Gerade 


a& + By = a& + Bry 
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mit der §- und der y-Axe ein Dreieck von der Beschaffenheit, dass 
jedes Glied z*y", dessen Exponenten einem imnern Punkte des Dreiecks 
entsprechen, eine niedrigere Potenz von x liefert, als das dem Punkte 
P, selbst entsprechende Glied; bedenkt man aber, dass die durch P, 
gelegte Gerade (da a wie B positiv ist) sowohl die §-Axe als die 7-Axe 
auf der positiven Seite trifft, so itiberzeugt man sich durch den Augen- 
schein leicht davon, dass von den auf der Curve C gelegenen Punkten 
P immer mindestens einer ein innerer Punkt des betrachteten Dreiecks 
ist. — Aber auch von denjenigen Gliedern der Function G,(#, y) 
welchen Punkte auf der Curve C entsprechen, kénnen nicht alle gleich- 
seitig Beitrige zu der niedrigsten Potenz von x liefern; vielmehr 
betheiligen sich daran, je nach der Wahl der Zahlen « und £, ent- 
weder nur ein einziger der vorher mit P,, P,, P,,... bezeichneten 
Eckpunkte, oder doch héchstens die Gesammtheit aller derjenigen 
Punkte, welche auf einer und derselben in der Curve C enthaltenen 
Geraden liegen. Denn verbindet man irgend zwei nicht auf derselben 
Geraden befindliche Curvenpunkte (P und P’) mit einander, so ent- 
steht wiederum ein Dreieck, in dessen Innerem das ganze Stiick der 
Curve C von P bis P’ verliuft; und da dieses Curvenstiick sicher 
einen Eckpunkt enthilt, d. h. einen Punkt, dem ein Glied der Func- 
tion G, entspricht, so hat man fiir dieses Glied wiederum eine niedrigere 
Potenz von x, als fiir die den Punkten P und P’ entsprechenden 
Glieder. 

Andrerseits betheiligt sich, wie sogleich gezeigt werden soli, jeder 
beliebige Eckpunkt von C und jede beliebige in C enthaltene Gerade 
bei richtiger Wahl der Zahlen @ und £ auch wirklich an der niedrigsten 
Potenz von x in der Entwickelung von G, (x, y); und zwar kann man 
nach Belieben bewirken, dass diese niedrigste Potenz nur von einem 
einzigen (einem Eckpunkte entsprechenden) Gliede herriihrt, oder 
aus mehreren (einer Geraden entsprechenden) Gliedern zusammenge- 
setzt ist. 

4. Wir ziehen zuniichst einen beliebigen Echkpunkt (oder auch 
einen der beiden Eckpunkte) der Curve C in Betracht und legen durch 
denselben irgend eine Gerade, welche sowohl die positive §-Axe als 
die positive y-Axe schneidet und zugleich zwischen diesen beiden 
Schnittpunkten niemals auf die concave Seite der Curve C iibertritt. 
Ist @& + By = y die Gleichung einer solchen Geraden, wobei offenbar 
in Anbetracht des Spielraums, den wir derselben gelassen haben, fiir 
« und 6 ganze positive Zahlen angevommen werden diirfen, so liefert, 
wenn wir «= x*, y =x? setzen, einzig und allein das jenem Eck- 
punkte entsprechende Glied von G,(z, y) die niedrigste Potenz von x; 
und zwar ist dies die Potenz x**+*", wenn £ und y die Coordinaten 
des Eckpunktes sind. Denn alle anderen Punkte P liegen wiederum 
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ausserhalb der von der Linie e& + By —~y und den Axen € und y 
gebildeten Dreiecks. Man sieht nun, dass auf den Curven 
Gem xt, ye xf, 
t= “*, yo—x, 
©) t——x, y= x, 
C= — xX, yo — xh 

und iiberhaupt auf allen Curven von der Form (3) fiir die angenom- 
menen Werthe von « und # im Nullpunkte nur dann gleichzeitig ein 
Minimum oder gleichzeitig ein Maximum der Function G,(~, y) statt- 
finden kann, wenn in dem betrachteten Gliede 2 y" dieser Function 
die Exponenten § und y beide gerade sind; und zwar findet alsdann, 
wenn der Coefficient jenes Gliedes positiv ist, ein Minimum, wenn er 
negativ ist, ein Maximum statt; ist dagegen mindestens einer der 
beiden Exponenten § und y ungerade, so hat die Function G,(2, y) 
an der Stelle (0, 0) weder ein Maximum noch ein Minimum. 

Betrachten wir zunichst den letzten Fall eingehender! Offenbar 
wird bei geeigneter Bestimmung einer positiven Constanten a’ die 
Function G,(x, y) auf den Curven (5) fiir geniigend kleine Werthe 
von x sowohl grésser als a’x*+#", als auch kleiner als —a’x*&+é%, 
Nennen wir nun é die kleinere der beiden Zahlen @ und B, und 7, wie 


friiher, den Radiusvector /z? + y?, so ist + auf den betrachteten 
Curven von der Ordnung «* und das Anfangsglied in der Entwickelung 
af+xy 

der Function G,(z, y) von der Ordnung r * . Es wird daher 

(wiederum bei geeigneter Bestimmung einer positiven Constante a”) 
a&+8n 

die Function G,(x, y) auf den Curven (5) sowohl grosser als a”r ° 

a&+Bm 

als auch kleiner als — a”r “* . Nun ist klar, dass die Veriinderung 

der Function G,(2, y) auf den beiden unbekannten Extremcurven min- 

destens ebenso rasch vor sich gehen muss, d. h. dass auf einer der- 

a§+An 
selben G,(z, y) sicherlich auch grésser als a”r “° , auf der andern 
a+Bn 

kleiner als —a”r ‘ _ sein wird. Ist die Grésse str ba héchstens 

gleich », so sind damit tiberhaupt alle hinsichtlich der Function G,, 

gestellten Fragen erledigt; denn es folgt in diesem Falle, dass das 

Verhalten der Function G,(x,y) deutlich genug ist, um fiir eine be- 

liebige Function f(x,y), von der sie die Entwickelungsglieder 1‘ bis 

n' Ordnung bildet, massgebend zu sein. Ist dagegen stthn grésser 


als %, so zeigt die Untersuchung des einzelnen Eckpunktes zwar, dass 
die Function G(x, y) selbst kein Maximum oder Minimum hat, aber 
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sie entscheidet nicht die Frage, ob die Aenderung auf den Extrem- 
eurven geniigend stark ist, um fiir die Function f(z, y) den Ausschlag 
zu geben. Indessen ist es méglich, dass man durch Ausnutzung des 
Spielraumes, den die Gerade a& + By =—y und mit ihr die Zahlen 


a&+6n 
& 


« und B haben, auch dann noch die Grosse gleich n ‘oder 


kleiner als m machen kann, wenn dieses bei der zufillig getroffenen 
Wahl von « und £ nicht der Fall war. Offenbar entspricht (fiir eine 
wirkliche Ecke) der grdsste und der kleinste Werth jenes Quotienten 


sithn den beiden: zur Curve C gehérigen Geraden, die in der be- 


trachteten Ecke zusammenstossen. Da wir aber diese Geraden nach- 

her noch besonders untersuchen werden, ist die Erérterung der ent- 

«§+6n 
é€ 


sprechenden Werthe von an dieser Stelle unnéthig; wie wir 


denn iiberhaupt den Quotienten sbt Pa hier nur zum Zwecke einer 


vorliufigen Orientirung tiber die verschiedenen Méglichkeiten erwihnt 
haben. 

Im andeven Falle, wenn beide Exponenten & und y in dem be- 
trachteten Gliede von G,(x, y) gerade sind, erkennt man aus der 
Untersuchung der einzelnen Ecke noch weniger als in dem eben 
besprochenen Falle. Man sieht niimlich alsdann nur erstens, dass auf 
den jenem einen Eckpunkte von C entsprechenden Curven (5) gleich- 
zeitig ein Minimum, resp. Maximum von G,,(z, y) im Nullpunkte statt- 


findet, und eventuell, wenn set Pn héchstens gleich nm ist, noch 


zweitens, dass das Verhalten auf eimer der beiden Extremcurven aller- 
dings die geniigende Deutlichkeit besitzt. Dagegen bleibt das Verhalten 
auf der anderen Extremcurve durchaus ungewiss, man kann nicht 
einmal iiber das Vorzeichen auf derselben irgend einen Schluss ziehen, 
geschweige denn auf den Grad der Deutlickkeit. In diesem Falle muss 
man also die Discussion schon weiter fiihren, wenn man tiberhaupt 
nur die Antwort auf die erste der beiden Hauptfragen, nimlich die 
Frage nach dem Maximum oder Minimum von G,(z, y) erhalten will. 
Es sind dann zunichst der Reihe nach alle Eckpunkte der Curve 
C einzeln zu untersuchen, und, falls sich unter ihuen keiner findet, 
von dessen Coordinaten §, 4 wenigstens eine ungerade ist, und fiir 

den zugleich . 

a 

+ Bn < n 


werden kann, die Ergebnisse dieser Einzeluntersuchungen mit einan- 
der zu vergleichen. Sind die Coordinaten irgend einer Ecke nicht 
beide gerade (ohne dass sich jedoch die obige Ungleichung erfiillen 
liesse), oder aber kommen unter den’ Gliedern von G, (a, y), welche 
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Eckpunkten entsprechen, wenigstens zwei cay" und ¢ 2*'y" vor, in 
denen alle Exponenten gerade Zahlen und die Coefficienten ¢ und ¢ 
von entgegengesetztem Zeichen sind, so zeigt dies wenigstens, dass 
G, (2, y) weder ein Maximum, noch ein Minimum im Nullpunkte 
besitzt. Sind dagegen in allen denjenigen Gliedern ca*y” von Gy (2, y), 
welche Ecken der Curve C angehéren, beide Exponenten € und 
gerade und zugleich die Coefficienten ¢ simmtlich von demselben Vor- 
zeichen, so bleibt auch schon unsere erste Hauptfrage vorliiufig noch 
unentschieden. 


5. Unter Umstinden kénnen aber dann die Endpunkte der Curve 
C dieselbe entscheiden. Auch fiir sie werden die angedeuteten Unter- 
suchungen auszufiihren sein, und zwar in derselben Weise, wie fiir 
die eigentlichen Eckpunkte. . Es tritt diesen gegeniiber nur der eine 
Unterschied ein, dass in jedem Endpunkte bloss eine einzige Gerade 
der Curve C ausmiindet und man daher in dem Werthe, welchen die 


Ordnungszahl sitén fiir diese Gerade annimmt, nur entweder den 


groéssten oder den: kleinsten von den, im Eckpunkte ihr gestatteten 
Werthen erhiilt. Offenbar wird man aber den andern Extremwerth 
jener Zahl fiir den einen Endpunkt (den Ausgangspunkt unserer Con- 
struction) dadurch erhalten, dass man (in dem entsprechenden Gliede 
von G, (x, y)) «=O, fiir den zweiten dadurch, dass man y = 0 setzt. 
Verschwindet dieses Glied hierbei nicht, so giebt seine Ordnung un- 
mittelbar jenen anderen Extremwerth an. Liegt dagegen der erste 
Endpunkt nicht auf der y-Axe oder der zweite nicht auf der x-Axe, 
so enthalt G,(x, y) den Factor ~ oder y und wird also durch jene 
Substitution identisch Null, sodass in diesem Falle etwa von einer 





unendlichhohen Ordnungszahl cet Pa gesprochen werden und von 


einem Maximum oder Minimum der Function G,(z, y) keinenfalls die 
Rede sein kann. Indem wir iibrigens in dieser Weise bei der Dis- 
cussion der beiden Eckpunkte von C gleich die Curven 2 =O und 
y = 0 in Betracht ziehen, werden wir in die Lage gesetzt, spiater die 
beiden Coefficienten a, und bg in den Reihen (3) immer von Null ver- 
schieden anzunehmen. 


6. Hat auch die Untersuchung der beiden Eckpunkte noch keine 
vollstindige Entscheidung der gestellten Fragen gegeben, so sind nun 
diejenigen Werthe von @ und # in Betracht zu ziehen, fiir welche . 
gleichzeitig mehrere Glieder von G,(x, y), deren entsprechende Punkte 
auf einer und derselben in der Curve C enthaltenen Geraden liegen, 
Beitriige zu der niedrigsten Potenz von % liefern. Wie sind die Zahlen 
« und # einer hestimmten jener Geraden entsprechend zu wihlen? 
Offenbar muss, wenn £y und §'» zwei Punkte der Geraden sind, 
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af + Bymab’+ py, ah, a: B=y—y:8'—§ 
werden; und durch diese Proportion ist @ und # vollstindig definirt, 
wenn man noch festsetzt, dass diese beiden ganzen positiven Zahlen 
frei von gemeinschaftlichen Divisoren sein sollen. Wir bestimmen 
jetzt der Reihe nach die Zahlen a, B fiir alle in der Curve C ent- 
haltenen Geraden. Bilden wir dann jedesmal die Ausdriicke 


3 L = Ag", 
®) Y = bg? + deyixlt + .--- 
und lassen die Coefficienten ac, by, ... zunichst unbestimmt, so riihrt 


(nach Nr. 3) in der Entwickelung der Function G, (a, y) die niedrigste 
Potenz von x immer nur von denjenigen Gliedern dieser Function her, 
welche Punkten der in Betracht gezogenen Geraden entsprechen; und 
zwar treten darin, wie bereits friiher bemerkt wurde, von den in (3) 
vorkommenden Coefficienten nur die ersten, namlich a, und bg auf. 
Es ist nun jedesmal zu untersuchen, wie jene niedrigste Potenz sich 
fiir ganz beliebige Werthe der Gréssen a, und bg, von denen jedoch 
keine gleich Null sein darf, verhalt: ob sie bestindig positiv oder 
bestandig negativ oder beider Zeichen fahig ist, oder ob sie endlich 
zwar verschwinden, aber nicht das Vorzeichen wechseln kann. Tritt 
einer der drei ersten Fille ein, so ist die Untersuchung fiir die be- 
treffende Gerade abgeschlossen; auf allen Curven (3), die der betrachteten 
Geraden «, 6 entsprechen, beginnt dann die Entwickelung der Function 
Gn(z,y) sicher mit der Potenz x*+#" und die Function selbst wird 
also, wenn wieder ¢ die kleinere der beiden Zahlen « und f bezeichnet, 


auf jeder dieser Curven in der Nihe des Nullpunktes von der Ordnung 
a§+3y 
yr * . Im letzten Falle hingegen wird, falls nicht die fiir eine 
andere Gerade angestellte Untersuchung bereits definitive Ergebnisse 
hinsichtlich des Verhaltens der Function G, zu Tage geférdert hat, 
die Hinzufiigung der héheren Coefficienten b,,:,... nothwendig. 
Wir wollen zunichst den Fall in Betracht ziehen, dass man fiir 
alle den verschiedenen Geraden von C entsprechenden Exponenten 
a, B, auch ohne Beriicksichtigung der héheren Coefficienten bs+1,... 
abgeschlossene Resultate erhalten hat, also nirgends dem letzten Falle 
begegnet ist. Dann ist die Untersuchung iiberhaupt beendet. Denn sie 
ist bei der Betrachtung der Ecken und der Geraden von C fir alle 
in der Form (3) darstellbaren Curven durchgefiihrt worden, die nicht 
mit der z- oder y-Axe zusammenfallen, und bei der Discussion der 
beiden Endpunkte von C auch fiir die Curven 2 = 0 und y = 0 selbst, 
und unter allen diesen Curven miissen sich auch die beiden Extrem- 
curven befinden, welche fiir das Verhalten der Function G, (x, y) ent- 
scheidend sind. Es ergiebt sich nun entweder, dass alle jene Curven 
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bei der Entwickelung von G,(x,y) ein positives Anfangsglied, oder 
dass alle ein negatives Anfangsglied, oder dass einige ein positives, 
andere ein negatives Anfangsglied liefern. Im ersten Falle hat G, (z, y) 
im Nullpunkte ein Minimum, im zweiten ein Maximum, im dritten 
endlich weder Minimum noch Maximum. In allen drei Fillen aber ~ 
ist das Verhalten von G,(”, y) auf jeder der beiden Extremcurven 

durch eine Potenz von r gegeben, deren Exponent einer der im Laufe 
der Untersuchung vorgekommenen Ordnungszahlen set by ist, Findet 


ein Maximum oder Minimum statt, so gelten fiir die beiden Extrem- 
curven offenbar der grésste und der kleinste aller im Laufe der Unter- 
suchung vorgekommenen Werthe von sits, tritt weder Maximum, 
noch Minimum ein, so git fiir die eine Extremcurve der kleinste vorgekom- 
mene Werth von setts, welcher einem positiven Anfangsgliede ent- 
spricht: fiir die andere der kleinste Werth derselben Zahl, welcher ein 
negatives Anfangsglied geliefert hat. In allen Fallen sind die Werthe 
von ott Pa fiir die beiden Extremcurven jetzt mit Sicherheit fest- 
gestellt und damit die Deutlichkeit des Verhaltens von G,(«, y) erkannt; 
dasselbe ist fiir eine beliebige Function f(«, y), deren Eatwickelungs- 
glieder erster bis »'** Ordnung G, bildet, massgebend oder nicht, 
jenachdem beide Werthe jener Ordnungszahl héchstens gleich n sind 
oder nicht. 

Es bleibt aber noch tibrig zu zeigen, wie man fiir eine bestimmte 
Gerade der Curve C entscheidet, welcher von unsern vier Fallen ein- 
tritt. Zur Beantwortung dieser Frage reichen die fiir die Untersuchung 
homogener Ausdriicke angegebenen Hiilfsmittel aus. Der Coefficient 
des Anfangsgliedes in der Entwickelung des Werthes, welchen G, («, y) 
durch die einer bestimmten Geraden @, 6 von C zugehdrigen Sub- 
stitutionen (3) erhialt, ist nimlich aus den Coefficienten derjenigen 
Glieder der Function G,(z, y), welche Punkten der betrachteten Ge- 
raden entsprechen, und aus den beiden unbestimmten Gréssen a, und 
by zusammengesetzt und es handelt sich darum, ihn hinsichtlich seines 
Vorzeichens fiir beliebige Werthe der letzten beiden Gréssen zu priifen. 
Setzen wir aber, was die Willkiirlichkeit derselben nicht beschrinkt, 

a =+ta*, be=—+ di, 
d. h. also: geben wir den Substitutionen (3) die Form 
em tatxut, CH= + Vu + dg xtti+..., 
so wird offenbar der zu untersuchende Coefficient homogen in a und 8, 
und seine Discussion damit zuriickgefiihrt auf die Discussion von vier 
homogenen Functionen der Grossen @ und b (entsprechend den vier 
Vorzeichencombinationen), welche sich auf zwei, resp. auf eine zedu- 
ciren, wenn alle Glieder von G,(x, y), deren Punkte der betrachteten 
Mathematieche Annalea. XXXV. 37 
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Geraden entsprechen, in Bezug auf x oder in Bezug auf y, resp. in 
Bezug auf beide Variabeln von gerader Ordnung sind. Erweisen sich 
diese homogenen Functionen simmtlich als definit oder als indefinit, 
so tritt fiir die betrachtete Gerade einer der ersten drei Fille ein; ist 
aber irgend eine derselben semidefinit, so erhalten wir den vierten 
Fall. 

7. Bevor wir zur Untersuchung dieses vierten Falles tibergehen, 
wollen wir noch zeigen, dass die Untersuchung der eingelnen Ecken, 
mit welcher wir die Discussion begonnen haben, durch die jetzt an- 
gegebene Erérterung der verschiedenen in C enthaltenen Geraden 
ganz und gar iiberfliissig wird. Zu dem Zwecke fassen wir eine der 
beiden Geraden von C ins Auge, welche in einer beliebigen Ecke P 
zusammenstossen, und zwar, um die Vorstellung zu fixiren, diejenige, 
welche von P aus gegen die §-Axe gerichtet ist. Sind « und B die 
derselben entsprechenden Exponenten, so ist x—=--atx* y= -- bx? 
zu setzen, und derjenige homogene Ausdruck der Gréssen a und b zu 
untersuchen, welcher den ersten Entwickelungscoefficienten von G, (x, y) 
bildet. Nun enthalt in diesem Ausdrucke das dem Punkte P ent- 
sprechende Glied zugleich die héchste Potenz von b und die niedrigste 
von @; man wird also dadurch, dass man a sehr klein gegen b macht, 
immer erreichen kénnen, dass der ganze Ausdruck das Vorzeichen 
jenes Gliedes annimmt. Dasselbe kann bei der anderen in dem Eck- 
punkte P miindenden Geraden dadurch bewirkt werden, dass man 


umgekehrt } klein gegen a@ macht. Was aber die vorher mit sbt Pa 
bezeichnete Ordnung betrifft, welche das zur Ecke P gehdérige Glied 
von G,(z,y) im Vergleiche zu r besitzt, so sind, wie schon in Nr. 4 


erwihnt wurde, der grésste und der kleinste aller Werthe, die jene 
Ordnungszahl abt bn in dem Eckpunkte tiberhaupt annehmen kann, 


eben diejenigen, welche den beiden in P zusammenstossenden Geraden 
der Curve C entsprechen. In derselben Weise wird durch die Dis- 
cussion der einen Geraden von C, die in einem Endpunkte miindet, 
sowohl das Vorzeichen des ihm entsprechenden Gliedes von G(x, y) 
als auch (Nr. 5) der grésste oder der kleinste von allen den Werthen 


erkannt, deren stt ha in dem Endpunkte fahig ist. Man braucht 


also in der That schliesslich nur die Geraden der Curve C, sowie (fiir 
x=, resp. y=) die beiden Glieder von G(x, y) eu untersuchen, 
welche dem ersten und dem letzten Punkte dieser Curve entsprechen. 

8. Wir kommen jetzt schliesslich zu dem Falle, wo die Unter- 
suchung der verschiedenen in der Curve C enthaltenen Geraden und 
der Endpunkte von C noch nicht zu abgeschlossenen Resultaten gefiihrt 
hat, indem fiir eine oder mehrere jener Geraden die niedrigste Potenz 
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in der Entwickelung von G,(x, y) ohne. eines Zeichenwechsels ,fahig 
zu sein, doch durch geeignete Bestimmung der beiden Gréssen a, 
und bg, oder, wenn man nach Nr.7, ae = -+ a*, bs = + DP setat, 
bei passender Wahl der Vorzeichen und des Verhiiltnisses a:b, zum 
Verschwinden gebracht werden kann. In diesem Falle wird méglicher 
Weise die eine von beiden Extremcurven, oder unter Umstiinden beide, 
in der Schaar derjenigen Curven (3) zu suchen sein, fiir welche’ jener 
erste Entwickelungscoefficient verschwindet. Existiren mehrere Geraden 
«, B von C oder auch zu einer und derselben Geraden mehrere Werthe 
von a:b, resp. mehrere Zeichencombinationen, welche dieses Ver- 
schwinden bewirken, so wird die Untersuchung fiir jede einzelne solche 
Werth- und Zeichenzusammenstellung weiter zu fiihren sein. Man 
bilde alsdann fiir jeden einzelnen Fall mit den betreffenden bestimmten 
Werthen von «, 6 und a:b und mit den beziiglichen Vorzeichen die 
Substitutionen: 


Lax + atx, 
" yoko) 


und verwandle dadurch die Function G,(a, y) in eine Function G’ (x, x’) 
von x und x’. Dann untersuche man die Function G’(x, x’) der beiden 
Argumente x und x’ genau in derselben Weise, wie vorher die Func- 
tion G,(x,y) der beiden Argumente x und y. Man construire also 
wieder in einem rechtwinkligen Axensystem §' 7’ diejenigen Punkte, 
deren Coordinaten den Exponenten &’ und y/ von x und ~’ in den 
verschiedenen Gliedern des Ausdrucks G’(x, x’) gleich sind, und zeichne 
die zugehdrige Curve C’. Dann untersuche man auf die friihere Weise 
die verschiedenen Geraden, welche diese Curve bilden, sowie den- 
jenigen (End-) Punkt von C’, welcher auf der §’-Axe oder ihr zuniichst 
liegt. Der andere Endpunkt (der Anfangspunkt) der Curve C’ kommt 
nimlich hier nicht mehr in Betracht, weil der Fall x —0 nach (6) 
xz =0, y=0O nach sich ziehen wiirde und daher auszuschliessen ist, 
wihrend der Fall x’ — 0 nicht tibergangen werden darf. Man erhiilt 
so, den verschiedenen Graden von C’ entsprechend, eine Reihe von 
Substitutionen 
wm taen', Cm Eve HE, 
welche, in G’(x, x’) eingefiihrt, bei unbestimmten Werthen von a’b’, 
jedesmal ein Anfangsglied 
Al @E+8 


der Entwickelung dieser Function liefern. Dieses Anfangsglied ist in 
Bezug auf x von der Ordnung: 

@ +69 

x“ a 
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und in Bezug auf r also von der Ordnung: 
@ E+ 


r ? 


wenn &, wie vorher, die kleinere der beiden Zahlen a und £ bedeutet. 

Es kommt dann zur Entscheidung des Maximums oder Minimums von 

G,(a,y) wieder auf den Coefficienten jenes Anfangsgliedes, zur Ent- 

a’ §’ + Bn’ 
aé 


scheidung des Deutlichkeitsgrades auf den Quotienten an. 


Ausserdem ist noch das Verhalten der Function G’(x, x’) fiir « —0 
zu untersuchen, welches sich durch das dem letzten Punkte von C’ 
entsprechende Glied der Function offenbart. 

Treten auch hier wieder unbestimmte Resultate auf, so ist das 
Verfahren in derselben Weise fortzusetzen. Den in Nr. 2 angestellten 
Ueberlegungen zu Folge muss die Untersuchung nach einer endlichen 
Anzahl von Operationen schliesslich von selbst ihren Abschluss finden, 
falls nicht G,(z, y) einen quadratischen Factor enthilt, durch dessen 
Nullsetzen eine den Nullpunkt enthaltende reelle Doppelcurve definirt 
wird. Es lassen sich also — wenn man diesen Fall ausschliesst — 
die beiden Fragen nach dem LEintreten oder Nichteintreten eines 
Maximums oder Minimums und nach dem Grade der Deutlichkeit, 
welchen das Verhalten der Function G,(” y) zeigt, auf dem ap- 
gegebenen Wege jedesmal mit Sicherheit entscheiden. 


§ 8. 
Beispiele. 


1., Gz, y) = 9 — (w+ 9)a*y + pega 
(Beispiel von Peano). Die den einzelnen Gliedern von G, (a, y) ent- 
sprechenden Punkte der §y-Ebene sind (02), (21), (40); die Curve C 
verbindet dieselben in der Reihenfolge, in welcher sie eben genannt 
wurden, und zwar ist C hier eine einzige Gerade. Es sind zuniichst 
die den Endpunkten entsprechenden Glieder y? und p*q’* einzeln zu 
untersuchen, und zwar das erste fiir = 0, das letzte fir y= 0; es 
zeigt sich, dass beide positiv und resp. von der Ordnung r* und r* 
sind. Es bleibt nun noch iibrig, die Gerade C selbst zu untersuchen. 
Die Gleichurg derselben ist § + 27 — 4; ihr entspricht die Proportion 
«:8 —1:2 und es ist daher 
= ax, y= + 0?x? 
za setzen, wodurch G,(x, y) in: 


(b* + (p?-+-")a?b? + p*g?at) 


iibergeht. Zur Untersuchung des homogenen Ausdrucks 
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b¢ + (p-++g%)a*b? + pP gra! 
lést man denselben am Einfachsten in seine Factoren auf. Dies giebt 
zunichst (b? -++ p? a) (b?-+ qg?a*); und fir das untere Vorzeichen 


weiterhin 
(b + pa) (6 — pa) (6 + ga) (6 — ga). 
Es sind also, wenn das untere Vorzeichen gewihlt wird, reelle ein- 
fache Linearfactoren vorhanden, die Form ist daher indefinit und es 
findet kein Maximum oder Minimum der Function G,(a, y) statt. 
Da auch die der Geraden C entsprechende Potenz x‘ von der 


Ordnung r* ist (“ETP2 — +4), so verhiilt sich zugleich die Function 


G,(x, y) gentigend deutlich, um massgebend fiir jede beliebige Func- 
tion f(x, y) zu sein, deren Entwickelungsglieder 1‘ bis 4‘ Ordnung 
sie bildet, d. h. jede Function, welche aus G,(z, y) durch Vermehrung 
um Glieder von 5'* und héherer Dimension entsteht, theilt mit G, (x, y) 
die Eigenschaft, im Nullpunkte weder ein Maximum noch ein Minimum, 


zu haben. — 
2., G(x, y) =—y + xy. 

Die den beiden Gliedern der Function entsprechenden Punkte £7 sind 
(02) und (21): die Curve C besteht aus der sie verbindenden Geraden. 
Fiir den ersten Endpunkt ist z = 0, fiir den andern y = 0 zu setzen. 
dies giebt fir G,(x, y) resp. die Werthe y? und 0, und man sieht 
schon, dass ein Maximum oder Minimum jedenfalls nicht stattfinden 
kann. Um den Grad der Deutlichkeit zu erkennen, welchen das Ver- 
halten der Function aufweist, ist noch die Linie 'C in Betracht zu 
ziehen. Dieselbe hat die namliche Gleichung § + 27 —4, wie im 
ersten Beispiel; man muss also wieder = ax, y= -—+ bx? setzen, 
wodurch G,(, y) in (b¢ + a?b*)x* tibergeht. Die dem unteren Vor- 
zeichen entsprechende Form 6‘ — a?b* oder b*(b?—a?*) ist offenbar 
indefinit, G,(x, y) kann daher sowohl positiv als negativ werden. In- 


dessen ist x* von der Ordnung r* (sit Pn _ +), also von héherer 


Ordnung als r*. Es hat daher die Function G,(z, y) auf allen den- 
jenigen Curven, wo sie negativ wird, eine héhere Gréssenordnung als 
ry’, woraus folgt, dass das Verhalten jener Function fiir eine beliebige 
Function f(z, y), deren Glieder 1 bis 3'¢* Dimension sie bildet, nicht 
massgebend ist. In der That hat z. B. die Function 
f(@,y)=y + ay + a 
im Nullpunkte ein richtiges Minimum (siehe das folgende Beispiel). 
3., G,(a,y)=y? + y+ 2. 

Dass diese Function ein Minimum hat, erkennt man leicht, wenn man 
sie in der Form (y + *y + + x‘ schreibt, Aber ist das Minimum 
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deutlich genug, um massgebend fiir eine beliebige Function f(x, y) 
zu sein, die in den Gliedern 1'* bis 4" Ordnung mit jener Function 
iibereinstimmt? 

Um hiertiber zu entscheiden, mtissen wir unsere allgemeine Methode 
in Anwendung bringen. Die Punkte §y und die Curve C sind die- 
selben, wie im Beispiel (1). Die Endpunkte geben fiir G,(z, y) die 
positiven Werthe y? und x‘, deren Ordnung resp. r? und r*, also jeden- 
falls nicht héher als r* ist. Fiir die Gerade C ist wieder z = ax, 
y = + b?x? zu setzen, wodurch 


Gy(w, y) = (4 + ab? + atx! 


wird. Die Formen b*+ a?b?+ a* und b‘—a?b?-+-a!' sind beide definit 
und positiv, was man am leichtesten durch die Transformation 


bt + a? + at = (8? +4 0%) + 3a! 


erkennt. Es findet also ein Minimum statt, und da auf keiner Curve 
die Ordnung von G,(z, y) héher als r* ist, so haben auch alle Func- 


tionen f(x,y), deren Glieder 1'* bis 4" Dimension gleich G,(x, y) 
sind, im Nullpunkte ein Minimum. 

4., Gy(a,y) = y? — 2x*y + at + y'. 
Schreibt man G,(z, y) = (y — 2? + y*, so sieht man unmittelbar, 
dass ein Minimum stattfindet, es ist indessen nicht erkennbar, ob 
dasselbe einen geniigenden Grad der Deutlichkeit besitzt, um fiir be- 
liebige Functionen f(z, y), deren Glieder 1' bis 4'* Dimension mit 
G,(“, y) tibereinstimmen, massgebend zu sein. Wir fiihren daher die 
Untersuchung nach unserer allgemeinen Methode durch. 

Die Punkte &y sind hier (02), (21), (40), (04). Die Curve C 
besteht hier wieder aus der einen Geraden, welche die drei Punkte 
(02, (21), (40) verbindet und die Gleichung § + 29 —4 hat. Der 
Punkt (04) kommt, da er nicht auf C liegt, zuniichst gar nicht in 
Betracht, Ftir die beiden Endpunkte von C wird, wie vorher, G,(x, y) 
resp. gleich y* oder gleich x‘, also positiv und héchstens von der Ord- 
nung rv’. Setzt man, der Geraden C entsprechend, x-+ax, y=-+-b?x’, 
so enthilt das Anfangsglied der Entwickelung von G,(#,y) nach 
Potenzen von x die Gestalt 

(b* - 2a?b? + a‘) x. 
Der Coefficient von x‘ ist hier fiir das untere Zeichen definit und 
positiv, fiir das obere hingegen semidefinit, indem er zwar (fiir a? =b*) 
verschwinden, aber nicht negativ werden kann, Es lisst sich also 
vorlaufig nur behaupten, dass die Function G,(x, y) positiv und 
héchstens von der Ordnung r* auf allen denjenigen Curven ist, welchen 
bei der Darstellung durch einen Parameter x nicht die Anfangsglieder 
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+ ax fiir x und a*x? fiir y (resp. + ax™ fiir 2 und a?x™ fiir y, da 
nur das Verhiltniss der Exponenten @ und # bestimmt ist) zukom1 en. 
Fiir diese speciellen Curven muss die Untersuchung weiter geftihrt 
werden. 

Wir setzen, entsprechend unsern allgemeinen Vorschriften , 


=e, yor (1+ x), 
indem wir x statt ax schreiben, wodurch offenbar die Allgemeinheit 
nicht beeintrichtigt wird. Dann geht G,(x, y) iiber in: 
G (x, x") = xtx'? + 08(1 + x’)$, 

Der Ausdruck G’(x, x’) kénnte nun auf demselben Wege, wie vorher 
der Ausdruck G,(x, y) gepriift werden. Man tibersieht indessen direct, 
dass derselbe immer positiv ist, da ja der Fall « = 0 hier ausgeschlossen 
werden muss. 

Die Function G,(x, y) hat also auf allen Curven der letzen Art, 
ebenso wie auf allen friiheren und somit sicher auch auf den beiden 
massgebenden Extremcurven ein Minimum im Nullpunkte, woraus folgt, 
dass ein Minimum iiberhaupt stattfindet. Indessen ist die Gréssen- 
ordnung der Functionswerthe auf einer der beiden Extremeurven durch 
eine sehr hohe Potenz von r (die 8'°) gegeben; denn die Entwickelung 
von G’(xx’) fingt, sobald x’ der zweiten oder einer héheren Potenz 
von * proportional gesetzt wird, mit x® an, und x hat selbst die Ord- 
nung des Radius ry, Das Verhalten der Function G,(x, y) ist daher, 
obschon dieselbe selbst ein deutliches Minimum zeigt, fiir eine beliebige 
Function f(x, y), deren Glieder 1'** bis 4'¢* Dimension sie bildet, nicht 
massgebend. In der That hat z, B. die Function 

f(x,y) = y? — 2ary + at + yt — a8 
kein Minimum. Denn nihert man sich dem Nullpunkte auf der Curve 
y — x? =0, auf welcher f(@, y) = 2§(a@? — 1) am so tritt im Null- 
punkte sogar ein Maximum ein. 

5., Wir geben noch ein Beispiel, bei ahliom die Curve C nicht, 
wie in den vorhergehenden Fallen, aus einer einzigen Geraden, sondern 
aus mehreren geradlinigen Stiicken besteht. Es sei 

Gy (x,y) = ay! — Baty + ay? — day’ + y® — 10aly + 5a", 
Von den 7 Punkten, welche man, entsprechend den 7 Gliedern des 
vorstehenden Ausdruckes, in der §7-Ebene zu construiren hat, fallen 
5 auf die Curve C, nimlich der Reihe nach die Punkte (0, 8), (2, 4), 
(4, 3), (6,2), (12,0), die beiden iibrigen Punkte (1, 7) und (10, 1) 
kommen iiberhaupt nicht in Betracht. Den Endpunkten von C ent- 
sprechen die Ausdriicke y® und x'?, welche positiv und resp. von der 
Grdéssenordnung r* und r!? sind. Die drei in C enthaltenen Geraden 
haben resp. die Gleichungen 
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2+ n= 8, 
§+ 2y=— 10, 
Fiir die erste derselben ist also x = a?x?, y = bx, 
fiir die zweite z= ax, y=-+ b*x?, 
fiir die dritte z—=ax, y= b'x' 

zu setzen. Dies giebt fir G,.(x, y) die drei Anfangsglieder: 

(D8 + atb*)x§ = bt (bt + a*)x§, 

(a2b8 = 3a‘b® + a®b)x'? = a?b!((a?  b2)? F a2b?) x". 

(a°b® + 5a!?) x! = a®(b° + 5a®)x!?, 
Dieselben sind resp. von den Gréssenordnungen r°, r'°, r!?; das erste 
und dritte ist ferner durchaus positiv, das zweite hingegen wird bei 
der Wahl des oberen Vorzeichens auch negativ (z. B. fiir b? — a*). 
Es kann daher weder ein Maximum noch ein Minimum stattfinden, und 
zwar wird G,,(x, y) auf einer der beiden unbekannten Extremcurven 
.sicher das der ersten Geraden von C entsprechende Verhalten zeigen, 
nimlich in der Nahe des Nullpunktes positiv und proportional 7° sein, 
auf der anderen Extremcurve hingegen entsprechend der zweiten jener 
Geraden, schliesslich negativ und proportional r'° werden. Das Ver- 
halten der Function ist also geniigend deutlich, um den Schluss zu 
motiviren, dass jede beliebige Function f(a, y), deren Glieder erster 


bis 12 Dimension G,(x, y) iibereinstimmen, ebenfalls weder ein 
Maximum noch ein Minimum im Nullpunkte haben kann. — 














Ueber die Entwickelung der doppelt periodischen Functionen 
dritter Art in trigonometrische Reihen. 
(Vierte Abhandlung). 


Von 


Martin Krauss in Dresden. 


In einigen Arbeiten gleichen Titels*) ist gezeigt worden, dass das 
Problem, die doppelt periodischen Functionen dritter Art in trigono- 
metrische Reihen zu entwickeln, darauf reducirt werden kann, die 
Functionen: 

&, (mv + ma, mt) 
i 


a @,(v— a) 
me av — b)-B, (mv, me) 
durch Reihen der genannten Art darzustellen. Fir die erste Kategorie 
ist dieses Problem auf mehrfache Weise gelést worden. Der Zweck 
der folgenden Betrachtungen ist es, die analogen Untersuchungen fiir 
die zweite Kategorie von Functionen anzustellen. Zuerst soll eine 
indirecte Methode angegeben werden, mit deren Hiilfe die Functionen: 
#,,(v—a) 
o,(v — bd) (mo, mt) 





in trigonometrische Reihen entwickelt werden kénnen. Diese Methode 
beruht auf der Theorie der Restfunctionen, die von Herrn Appell 
zuerst aufgestellt worden ist, und die sich hier von ganz besonderer 
Kinfachheit zeigt. Die andern Methoden sind directe und fihren auf 
systematischem Wege zu den Appell’schen Restfunctionen. 


§ 1. 
Indirecte Methode, die Functionen @.(v—a):%3(v—b).8,(mv, mr) 
in trigonometrische Reihen zu entwickeln. 


Da a und b villig willkirliche Gréssen sind, so kénnen auch die 
Indices a und # beliebig gewahlt werden. Wir wollen sie gleich Null 
setzen. y kann die Werthe 0,1, 2,3 annehmen. Die Betrachtungen 


*) Vergl. diese Annalen Bd, 30, 32, 33. 
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bleiben in jedem der Falle ganz analog. Wir wahlen yO, betrachten 
also die Function: 


je (0) — sye= Fh aa 


9,(0—D) - & (mv, mr) 





Hierbei wollen wir 6 der Beschrinkung unterwerfen, dass es von 2. 


verschieden sein muss (k eine ganze Zahl). Die Function f(v) geniigt 
nun den Gleichungen: 


2 fe+l) =f), 
( ) f(v+r) = — e-2%i(b—a)+aim@e+e) . f(v), 
wird iiberdies unendlich gross an denjenigen Stellen, an denen ent- 
weder : ; 
a, (v—b) =0 
oder 
3, (mv, mt) = 0 
wird und zwar iiberall von der ersten Ordnung. 

Es soll nun versucht werden, Functionen herzustellen, die den- 
selben beiden Bedingungsgleichungen Geniige leisten und iiberdies an 
den definirten Stellen von derselben Art unendlich gross werden, wie 
die vorgelegten Functionen. Dieselben setzen sich aus gewissen Rest- 
functionen linear zusammen, die zuerst von Herrn Appell in die 
Analysis eingefiihrt worden sind. 

Wir definiren dazu erstens: 


Fs Qnibmn mn(n-+1) ,2niv 2nin(a—d) 
e . - Ae. 
(3) @(ve) = Sa(— 1 4 . 





eeaid Gini -2atio 


Als Function von v betrachtet, hat dann g(v) die Unendlichkeits- 
punkte — von ganzen Zahlen abgesehen: 
v=b+ Gates ' 
Ferner ist: 
p(v+1) = 9(v) 
p(v-+t)= 


ae enue 5 (1) e2aibmn , gm(nt+n-+1) eitiv 2nin(a -», ebaibm , qin(2n-+1) 
- cenid. antl _ -2nio 





Um diesen Ausdruck in eine tibersichtlichere Form zu bringen, bilden wir 
e2ai(a—b)--nim(2e+*) — (y) an 


i +e eaziomn | gntat+h . aniv | Aain(a—d) | ,2aime 
=e eo > 1)" air as ais ° 





Addiren wir die beiden Ausdriicke, so ergiebt sich nach einigen leichten 
Reductionen : 
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(4) 9 (0-2) + ealeOtminiaet « (9) = 


m-1 


ee qq - etila—dj+nim(2e—0), SS} g—anir(o-2) . §, (a+-(m ~1)b-+-rz, mx) . 
0 


Nun nehmen wir zweitens die Functionen: 
_ mn(n-+1) mie ,2nin(a—b) 
(5) px(v) -> (—IP)- 4 a,. ger ees ’ 


bei welchen gesetzt ist: 





2aik 
q%—=e™ , 


Diese Functionen werden dann unendlich an den Punkten: 
diate = 4 Qn + 1 t, 
wenn man wiederum von ganzen Zahlen absieht. 
Ferner ist: 
9x (v-+ 1) = gn(v), 


- min-n-+1) ,2aiv 2nin(a—d) m 
pe (v-+ 2) —=—etnita—0), Sa(— 1) q anh. . 





al" qrest) 


a, . get — gtio 





Wir bilden nun analog wie vorhin: 
e27i (a—b)+-mim (2041) , gx (v) a 


== 2 Qniv 2nin(a—b) {27% 
=x gtni(a-2), te 1). (he tet)) erie ¢ pis )  gtime 
> a,. gett — etiv 





Addiren wir die beiden Ausdriicke, so erhalten wir nach einfachen 
Reductionen: 


(6) Pr(O-+ 8) + A*He-H-tamltots) . —, (9) om 


§ m—1 
— m 


li i i : q* - ei 2(a 6) . gtaime Setar. ar 8, (a—b + rt, mt). 
0 


Denken wir uns nun die Function f(v) um den Punkt 
va=b+ = 


herum entwickelt, so lautet der Factor von 
1 


t 
o—b— z 
1 téat(m—1)s) #,(b—a) 
(7) Buze © Bread, wey 
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Denken wir uns ferner die Function f(v) um den Punkt: 
k t 
oma t 7 


herum entwickelt, so lautet der Factor von 





k t 
~—-—> Se 
= 3,(a@— — 
(8) R = ‘ . emi (a—>) ° q* -— . *e =) 


wobei unter ©, der Werth des ersten i von 
#,(mv, mt) nach seinem Argument fiir den Nullwerth des letzteren 
verstanden ist. 

Setzen wir nun: 


(9) 9(0) = R-y(v) + >! Re - (0), 


so folgt leicht, dass m(v) der Gleichung Geniige leistet: 
g(v-+rt) == —— e—22%i(a—b) +-Aim (204+) . g(v). 
Der Beweis kann auf allgemeine Siitze der Functionentheorie gestiitzt 
werden, iihnlich wie es Herr Appell gethan hat. Wir kénnen den- 
selben aber auch mit Hiilfe einiger bekannter Thetarelationen geben. 
In der That, in einer Arbeit von Enneper*) findet sich fir 
ungerade m die Formel: 








& 
m . O, . &(v-+-my, mr) . F(a, t) = Se Ris. (etyt+ a *) - 
O, . Bo (my, mr) . Fo(a, mr) (y += ) 
m J 


Setzen wir an Stelle von 2:2 —™", y:y+—— 


i 3» 80 erhalten wir: 








. m= 9,(a+y+— t) 
“syeiaes th — A 


oder wenn wir an Stelle von x und y die Gréssen a und b durch die 
Gleichungen einfthren: 





? 


a=a—b, y=b, 


t) 


m . _ he ah ti mt). 0 (a—b, 2) _ BiAae- 
. O, (mb, mt). O(a b, mt) : . a, (0 - 





a 


s|> al 








*) Géttinger Nachrichten. 1883. 











Elliptische Functionen dritier Art, IV. 581 


Setzen wir endlich an Stelle von b:b — rt, so erhalten wir die all- 
gemeine Formel: 


m . 0, . #, (a+ (m—1)b+ rz, mt) . #,(a—B, 2) 
@, . 3,(mb, mr). #,(a—b+ rz, mt) 
; k 
m—1 2kr2i a, ¢——) 
== e—2nird Dre __ m be 
k 
86-4) 
Eine aiknliche Formel gilt fiir gerade m. 
Hieraus folgt dann unmittelbar die Richtigkeit der Gleichung, 
welcher o(v) Geniige leisten soll. 
Somit leistet g(v) denselben Gleichungen Geniige wie f(v). Da 
auch die Unendlichkeitspunkte tibereinstimmen und die Art des Unend- 
lichwerdens eine analoge ist, so folgt: 


(10) 





m—t1 
a (v —a) 


(11) @, (v—b).%(mv,mt) aL (0) +2) | 


Die Constante c folgt leicht gleich 
(12) c= — 2ni. 
Hiermit ist das Problem gelést, und es bleile nur noch iibrig, die 


Gréssen g(v) in Doppelsummen zu verwandeln. 
Es ist nun: 





+o P 
1)". er tiomr P r(r+1) . etziv z et tir(a—b) 
9 (v) ->? G2 ran _ ene : 


Wir greifen zuniichst die Glieder heraus, die sich auf negative Werthe 
von r beziehen. Dieselben kénnen geschrieben werden: 


(—1)"-¢ —2aib (mr) +1) gmetad , eitio 22 i(r+1) (a—d) 
-3 es Sa get. —- 42 ; 
Diesen Ausdruck — wir nach Potenzen von 
em 2aid , gir , giaiv 


entwickeln, Das Resultat bringen wir in die folgende Form: 


An . eF (2a+1—m)e 
mt 


wobei A, gesetzt ist gleich: 
mrt Crt i eth _m 


A,=— > (— 1’. e~ A Rmrturt intl) |g 2 e~ 2ilr+1) (a—0) 
iu) 
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Hierbei ist m als ungerade Zahl angenommen. Der Fall eines geraden 
m kaun ganz analog behandelt werden. 

Aehnlich nehmen die Glieder, die sich auf den Nullwerth und die 
positiven Werthe von r beziehen, die Form an: 


> B,, . e-Set—a)e, 
sa 


wobei B, gesetzt ist gleich: 


—! mr? (r+) @a+l) _ m 
B,=— > (— 1y , @rtid(2mr—m-+-2n-+1) q 2 2 eitir(a—d) | 
0 


Wir kénnen demgemiiss die ganze Summe auch folgendermassen 
schreiben : 


(13) p(v) = -> 2 (1) genet (2) — mr fen (»-»-<) 


en tir (2a-+2 (m—1)d-+mz) 


“gicr gmrtr (ant) — oi errant m) (c o-0- 5) 


: en" (24-+2(m—1)d-+me) 
Hieraus folgt die Form: 


“) tani (-e}s4+— ~ 
(14) 9(v) om — >t . ( ;) + (— 1). gmr’ . extir (2a-+2(m 1)b-+-mt) 
0 0 


+> > (—1).qg™*+*"" . sin wz, 
1 1 


w = 2n(v—b — =) — r (2a -+2(m—1)b+ mr). 


Hiermit ist das Problem fiir die Function g(v) vollkommen durch- 
gefiihrt. Auf die etwaigen Convergenzbedingungen braucht nicht niher 
eingegangen zu werden. 

Genau so wird 


mi(2mf1—m) ( ~ $) 


(15) gx (v) -23ev mrt (2a+l)— mre m 2 


. en mr (2a- 2b-+-mrt) 


S30 eel ot oe 


» tair(Re—2-+me) | 











Elliptische Functionen dritter Art, IV. 583 


oder auch: 


(16) gx(v) = -> : (Crt +3) +> [r+ gmr* emir(2a - 20-+me) 
0 0 


+ 21> > (— 1)". gut" sin w, 2, 
1 1 


w, = 2n(v — + <) — r(2a—2b+-mrz). 


§ 2. 
Erste directe Methode, die Primfanctionen in trigonometrische Reihen 
zu entwickeln. 


Es soll nun eine directe Methode angegeben werden, mit deren 
Hiilfe die Primfunctionen in trigonometrische Reihen entwickelt werden 


kénnen. Wir nehmen dazu an, dass b = + ist, setzen tiberdies fest, 


dass m eine ungerade Zahl sei. Es braucht kaum hervorgehoben zu 
werden, dass in allen anderen Fiillen durchaus analog verfahren wer- 
den kann. 


Unter den gemachten Voraussetzungen kénnen wir setzen: 





e (v—a) i 1 k-+- * ( ) +) 
1 fA aes 1 
(1) x _(v) . (mv, mz) — 2H  m.0/.% (2). sin x(v—*) 
+i" gale 





@,' . 8,(0, mz) . cos x0 


2 


+>" Compa « em amte , 


—-@ 


Die Richtigkeit der Behauptung folgt leicht, wenn wir die Un- 
endlichkeitspunkte links und rechts betrachten und um dieselben die 
entsprechenden Reihenentwickelungen herstellen. 


Setzen wir links und rechts an Stelle von v: v + > so erhalten wir: 


e 





ri(meter) ——_a4(0—a) -3 ili. ~z) 


” “ge. O4(v). By (mv, mt) m.0;.% (£). sinx(o— = +4) 


ant! 
(—, yr rel tate emi Qn-+1)0 q 2 2 
”,9,(0, mt) cosa(v + 
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Durch Entwickelung des reciproken Sinus und Cosinus ergiebt sich: 








. m—1 ) 
$)(v—a) 23.67%" > k pino(2n-+i—m) 
@) Sap ened We a rm 
. © 
Qntl m —iak(2nl) g (2-= 
oe ee? ’ m 
e ” k — 
(5) 
m—1 





—- @ 
3 2 
- ian « en Xia, >: ( We 1)". eizto(2n-+1—m) 
i-%2") 
0 





Sutil om 
2 4 
-q 
oo . 2a-+1 m 
+ e- mia, > Cents exiv(2npi—m) | q 2 sta 


0 


Andrerseits sind wir aber berechtigt, anzusetzen: 


1 3, (v—a) -> iv(2n-+1—m) 
(3) x &,(v) . (mv, mt) m Dan . extra ms 


Mithin folgt durch Vergleichung fiir den Nullwerth und fiir positive 
Werthe von n: 








: k 
™ 2n-+1 . = m—t — imk(2n-+-1) a 46— —— 
."' 5° Or > - pa ( 7 
Se. <n k(—1)*. ae POSE... 
(4) Den ° q m 0, ( 1) é ® ( k ) 
° Nm 
T—1 
ea 
— e-mia, __92(a) ~ni 
+ 2( 1) é . a, ,(0, m zt) + e—™4 Ce n+l 


Ist dagegen m negativ, so wird: 

2.2 
(5) ban qQ* =e 4. iy, 
Die Gréssen b und ¢ hiingen jedenfalls von a ab, wir wollen sie unter 
solchen Umstiinden bezeichnen durch: 

ben(@) und Cen41(a). 
Dann folgt fiir alle Werthe von n: 

Con+1(@) = C_2n-1 (—a), 

ban—2-+2m(@) = b_2n(— a), 
also vermége Gleichung (5): 
= 

(6) Conpi(@)—=q ©  * .€-** Denton 
fiir 


n= (,1,..., 00. 
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Setzen wir diesen Werth in Gleichung (4) ein, so nimmt dieselbe 


die Form einer Recursionsformel an, welcher die Gréssen 6 Geniige 
leisten. 


Aus ihr ergiebt sich fiir b,, der Werth: 


mnt — ink(2n+1) ( “= *) 


(7) ben.q* ’ —21 Shy ow ae ) Bows 


“i qa trGe+h 





m—1 


€ hale 2 — tia 2 (a) 5 r p—2aira 
42(—1) emia. 5, Gee) > (lye 
0 


r gh atran+)), 


Die Formel gilt fiir » = 0 und fiir alle positiven Werthe von n. 


Fiir negative Werthe von m sind die Gréssen b bestimmt ver- 
modge der Formel: 


b_2n(— a) = ben—2+9m(a). 
Die Uebereinstimmung der soeben gefundenen Resultate mit den im 
vorigen Paragraphen entwickelten braucht nicht niher nachgewiesen 
zu werden, 
Somit sind wir auf systematischem Wege zur Aufstellung der 
Appell’schen Functionen gekommen. 


§ 3. 


Zweite directe Methode, die Primfunctionen in trigonometrische Reihen 
zu entwickeln. 


Die zweite directe Methode, mit deren Hiilfe die Primfunctionen 
in trigonometrische Reihen entwickelt werden sollen, hat viele Aehn- 
lichkeit mit der ersten. Sie unterscheidet sich von derselben im 
wesentlichen dadurch, dass wir uns von vornherein die Entwickelung 
nach Poterzen von e*‘* und e**@ angesetzt denken. 

Wir setzen nimlich : 


m—1 _ 71 er 
1 #,(v—a) i yr .% (« =) 


8 GE SY, Me m.@,'. a, (+ z sin x (ov —“) 
a—? 
(—1) * (a) 
+38, (0, 


mt) . COS TY 
fe 


+ Ae Crntier - emi2ntietaiertiia, 
—@ 
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(1) 
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und ahnlich: 
+e +o 
(2) a Fe wo on > >? bon, gr « EtAMH—m)e+2zira, 
‘ ; } 


—-o —@ 


Dann folgt genau so wie bei der ersten Methode fiir » =O und fiir 
positive Werthe von n: 


1 
m  2n-+1 “F) 


m_ righ 
(3) q¢° *  banar = are Siw. 


m—1 2r+-1\? 

"=", ( 2 ) 

2(—1) q +6 

®, . 3, (0, mz) ani, Sr+i- 


tf n-+27r+-2) 


a) 














Fiir negative Werthe von n wird: 








m _ 2n+1 
(4) q* ming ben, Qr = Conti, 2rfi- 
Andrerseits ist: 
op ett 
Conti, 2ri = q . bontom, 2r+2 


fiir n = 0 und positive Werthe von n. 

Setzen wir diesen Ausdruck in Gleichung (3) ein, so erhalten 
wir wieder eine Recursionsformel, welecher die Gréssen 6 Geniige 
leisten. 

Dieselbe nimmt durch die folgende Erwiigung eine besonders ein- 
fache Gestalt an. 

Fassen wir den Ausdruck: 


3)(v—a) 
x. 3,(v). Fo(mv, mrt) 





als Function von @ auf und bezeichnen ihn als solche durch (a), 
so ist: 


v(a-+r) == et i(20—2a—*) | w(t), 


also: 

Dan, or = Dante, ere» g?*—? 
oder: 
(5) bon, 2r = Dantero + Qs 


Hieraus folgt, dass wir berechtigt sind, in Gl. (3) von vornherein 
ry = ( anzunehmen. 
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Dieselbe erhailt dann die Gestalt: 








m _ 2mHt , mt , a ents) 
(6) q‘ sill b =e 2q i (—1)".¢ = 
2n, 0 m. 0, k 
yr  . %(G5) 
of. 
2(—1) ? ¥5 ri rte + 





+ @, .3,(0, mt) +4 - bantomts,o+ 


Hiermit sind wir wiederum am Ziel. Der fertige Ausdruck fiir ben,o 
folgt unmittelbar, braucht aber nicht weiter hingeschrieben zu werden. 


Dresden, den 17. Juni 1889. 
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Sur les cartes géographiques. 
Par 


A. Korxtye & St. Pétersbourg. 


Quand on se propose de représenter une partie d’une surface = 
sur une autre surface =’, on rapporte tous les points de = aux coordon- 
nées u, v, choisies & volonté et de méme les points de X’ aux coordon- 
nées quelconques w, v, Si l’on fait maintenant wu et v fonctions de 
u,v’, de maniére que réciproquement w’ et v’ soient aussi des fonctions 
de u, v, & tout point (w, v) de la surface £ correspondra un point 
(u’, *’) de X et réciproquement. Une partie de la surface = aura sa 
correspondante sur £’; celle-ci sera la représentation, ou la carte de 
celle-la, 

Pour avoir une carte de caractére détérminé on l’assujétit a de 
certaines conditions. Ainsi on demande souvent que les angles sur la 
carte soient égaux 4 leurs correspondants. On obtient de la sorte des 
cartes, qui ont tout d’abord attiré l’attention des géométres et dont 
la théorie est suffisamment connue. 

On demande aussi souvent que le rapport de toute partie de = a 
sa correspondante soit constant pour toute la carte. On connait quel- 
ques cas particuliers trés-remarquables de telles cartes, mais on s’est 
trés-peu oceupé de leur theorie générale. 

M. O. Bonnet dans sa thése de docteur*) a posé une question 
générale de ce genre pour la représentation d'une sphére sur un plan, 
ayant ajouté la condition, que les méridiens et les paralléles sur la 
carte soient perpendiculaires entre eux. Il réduit le probléme a l’inté- 
gration d'une certaine équation aux différences partielles du second 
ordre. Comme cette intégration n’est pas effectuée, la question est 
restée sans solution, 

Cependant les cartes de M. Bonnet jouissent des propriétés simples 
trés-remarquables et méritent l’attention sous le rapport théorique et 
pratique. 


*) Sur la théorie mathématique des cartes géographiques Journ. de Liouville 
tome XVII. 1852. 
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Comme personne jusqu’a présent n'a repris la question, j’en 
donnerai la solution générale et au lieu d’une sphere je vais prendre 
une surface quelconque de révolution. 

1. Supposons d’abord que = et &' soient des surfaces quelconques 
et désignons respectivement par ds, ds’ les élements linéaires de ces 
surfaces; alors on aura 


d? = Edw +2Fdudv + Gav’, 
ds’? = E’ dw? + 2F'dwdv + G'dv®, 
E, F, G &ant des fonctions données de u, v; E’, F’, G’ celles de wu’, wv’. 
L’élement superficiel de =’ pour le point (w’, v’) est 


du dv VE'G’ — F’; 
celui de la surface X relatif au point (w, v) exprimée en w’, v’ et leurs 
différentielles prend la forme 


du av YEG=F (24 25 E830) 


Si Pon veut maintenant que le rapport de toute partie de la sur- 
face X & sa correspondante sur X’ soit constanie et égale & un nombre 
donné k, il faut et il suffit que le rapport de deux élements super- 
ficiels se réduise & k. 

Il résulte de 14 cette équation 
(1) du dv _ du dv _y.. VEG —F? 

ou ov ov ow VEG_F* 

Ajoutons encore la condition que sur ~’ les lignes correspondantes 
aux lignes « = const., v = const., soient perpendiculaires entre elles, 
Pour lexprimer analytiquement considérons w’ et v’ comme fonctions 
de wu et v, de sorte que tous les points de & soient déterminés par 
les coordonnées u,v; alors le coefficient de dudv dans la nouvelle 
expression de ds’? doit étre nul. Cela donne l’équation 


a Ow Ow vf ou av +2 av’ q’ ae ov 
L ou av + Ou =? s +4 au ovo = 0. 


Or en désignant par A le déterminant 


ou dv Ou Gv 
ou av’ ov Ow 
on a 
du’ sav ow Sr ov Sr dv’ ou. 
4 du ov’ 4 do0té‘(‘éOw’ 4a = ou’ 4 dv ou 


En vertu de ces valeurs l’équation précedente deviendra 


‘ 1 OU a ou “ov ee ge 47 ou ov 
(2) E’ - ov ~aL — ( ou + oF 2 )+G ou ow = (), 





On trouvera toutes les cartes qui ie les deux conditions 
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mentionnées en déduisant des équations (1) et (2) les expressions 
générales de u et v en fonctions de u’ et v’, ou bien, en exprimant 
de la maniére la plus générale u, v, wu’, v’ en fonctions de deux variables 
indépendantes quelconques. 

2. Supposons maintenant que = soit une surface de révolution et 


>’ un plan; alors en déterminant les points de = par leur latitude u 
et longitude v on aura 


ds? = dw? + [p(u)]? dv’, 
gy (u) étant une fonction donnée de wu, qui ne dépend point dev. Done 


E=1, F=0, G=([p(w), WEG—F? = glu). 


Soient x et y les coordonnées rectangulaires rectilignes d’un point sur 
le plan &' et faisons 


w=eaty~—l, o=«—y/-l, 
alors il viendra “ 
ds? =dw' dv’, 
et par conséquent 


F=-0, Pai, @=-0, (FO—-Fi-'. 


Faisons encore 


(3) U = =f vw) aus 


alors les équations (1) et (2) deviennent 


, ow Oe ow ow 
a4 aU ae 4 Uw 
: Ow ov dv Ou 
De la on tire 
ae aU _ 1 
® aw Io? a ~— Fo 
; “ dv du 
‘équation 
or (28) = 2 
étant développée devient 
1 @v ev 
jy? out + rey nw™ 
ou \av 


Il est évident que U satisfait & une équation pareille; par 


conséquent en désignant par Z indifféremment U ou v, on obtient 
l’équation 


Cy awe + Cazy 5: 0. 
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Faisant pour abréger & la maniére ordinaire 





eZ eZ eZ aeZ eZ _ 
ow ™?P) ry =; ou? ceesisk ou ov —= 3, av? =, 
on a donc 
r t 
(5) , + Se eG. 


C’est de l’intégration de cette équation que dépend la résolution 
du probléme. 

3. Avant de l’entreprendre remarquons d’abord que toute solution 
Z de l’équation (5) peut étre multipliée par une constante; le produit 
sera une autre solution. 

Ensuite il est évident qu’on peut remplacer les variables JU, v, wu’, v’ 
par U— U,, v—%, Ww — Wy, v — v% les quantités U), v9, ty, Vo 
étant des constantes arbitraires. 

Remarquons encore que dans l’ensemble de solutions U et v des 
équations (4) il faut distinguer celles, qui donnent pour u et v des 
valeurs réelles en x et y, de celles dont résultent des valeurs imaginaires, 

Les premiéres fournissent des représentations ou des cartes réelles 
dont on peut tracer les canevas; les autres ne conduisent immédiate- 
ment & rien, quoiqwelles puissent aussi é@tre utilisées pour obtenir 
des cartes réelles, comme nous le fairons voir dans un des numéros 
suivants. 

Supposons que nous ayous une solution Z de |’équation (5), qui 
étant exprimée en fonction de « et y a une valeur réelle, D’abord 
on peut faire v= Z. Des équations (4) on déduira alors pour U une 


certaine valeur w= , Y étant réel. 
L’équation (3) donnera 
J yp (u) du = Ld Y, 


ce qui avec 





v=Z 
déterminera une carte réelle. 
Ensuite on peut au lieu de Z prendce la solution — =; et 
a aa équations (3) et (4) donneront alors 


V—1 
Jfowdu=—*z, v= f. 


Ces deux équations déterminent une autre carte réelle, que nous 
nommerons conjuguée de la premiére. 

Dans celle-ci Z = const. est l’équation des méridiens et Y—const. 
celle des paralléles; dans sa conjaguée réciproquement Z = const. 
représente les paralléles et Y = const. les méridiens. 
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Tout canevas des cartes dont nous nous occupons a done une 
double signification. 
4, Pour faire lintégration de l’équation 


(5) ety 


nous allons distinguer deux cas: d’abord quand il existe entre p et q 
une équation quelconque, de sorte que p et qg soient des fonctions 
d’une seule variable 4; ensuite quand p et q sont deux variables in- 
dépendantes entre elles. 

Dans le premier cas soient 


p= (4), g= (A), 
A étant une fonction de uw’ et v'. Comme on a 





op _. oq ° 
ov sti ? 
il viendra 
. ’ or , oa 
(6) 9 (4) a7 = ¥ (4) a 


Or nous avons 


é ' da 0 ' aL 
r= = (4) ow’ t= ae eat (4) 3 
done en portant ces valeurs avec celle de p et qg dans l’équation (5), 
on obtiendra 


1 , oa 1 , oa 


De 1a, en ayant égard & l’équation (6), on déduit 


(a) ]? yf oC)? 
[a0] +[ sa] oe 


Il résulte de cette équation 
g(a) = A[w(a)]FY—, 
A étant une constante arbitraire. 
En substituant cette valeur dans |’équation (6) on aura 
aa A aa 


aw ~ Sylar w—° 
Si A n’est pas une constante, on obtient en intégrant cette équation 


(7) uw + ya@ptvs.v = 0a), 


@(a) étant une fonction arbitraire de A. 
De l’équation (8) on trouvera toutes les valeurs variables de A. 
5. Supposons que A soit une constante et avec elle aussi les 
quantités p= (A), gq = (A). Faisons 
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p=heV-1, g=—he-*V=1 
ot hk et « sont des constantes et prenons Z = v. 
Alors nous aurons 


v = h(eeV-1w + e-*V-iy’), 

Comme u’ = «-+y/— 1, ov =2—yY—l1 sont deux imaginaires 

conjuguées et v est réel, h et «@ sont aussi réelles. On a donc 
v = 2h (xcos a—y sin @). 
D’aprés les équations (4) on aura encore 
U=/—1- 5 (wsina + y cos a). 

En ayant égard & l’équation (3) et aux remarques du n° 3 et 

désignaut par 2, Yo, M%, Yo des constantes arbitraires on obtient 


v — v% = 2h [(x—2) cos a — (y—y) sin a], 


= iJ ow) du => [(a@— ay) sin & + (y— yp) cos a]. 
Uo 


Si l’on prend le point (a, y)) pour lorigine des coordonnées et 
qu’on tourne convenablement les axes, on peut écrire ces équations 
plus simplement 


v—y=—2h2, — + fouyau =Fy- 
“to 


Elles donnent des cartes dont le canevas consiste en droites paralléles 
pour les méridiens et pour les paralléles en droites perpendiculaires aux 
méridiens. 

Les conjuguées de ces cartes leur sont parfaitement semblables, 

6. Comme de deux fonctions m(A), ~(A) lune est complétement 
arbitraire, faisons 

W(A) = et t4V—1, A = ea(ttV-1), 

a étant une constante, et prenons les signes supérieurs ou inférieurs 
simultanement avec ceux de la formule 
Nous aurons 
(8) p= eFvai, ge ett taV-1, 

L’équation (7) deviendra done 

w + Y— Let#V-1.y = a(A). 

Faisons maintenant 


w= ge°V—1, oy == ee-°V-!," 








594 A. Korxine. 


et l’équation précédente s’écrira plus simplement 


(7) ecos (AF O 4+ 2)— Qa), 


Q(4) étant une fonction arbitraire de 4. 

Pour avoir toutes les valeurs réelles de Z dans le cas dont nous 
nous occupons, il suffit de prendre toutes les valeurs réelles de 4, qui 
satisfont & l’équation (7) et de supposer la constante « aussi réelle. 

Soit, par exemple, Q2(4) = 0; alors on tire de l’équation (7) une 
des valeurs de A 


A=O+4--. 


Pour cette valeur de 4 on doit prendre les signes supérieures dans les 
équations (8). En faisant Z—v on aura on vertu des équations (4) 


pe. Ea a ee a 
de = Owe ov de 8 §=4 €e P Ge 
D’aprés les valeurs précédentes de a’, v', p et g on aura 
- ee 2 a 
i V—1C-e-9, 


C étant une constante réelle. De la méme maniére on obtiendra 


eu — 
76 V—1 Coe-°. 
Done xs 
=— V—- 7. Cee-®. 
D’une maniére absolument semblable on aura 


Z=0= + ee°. 
Ainsi d’aprés l’équation (3) et n° 3 on obtient 


9 
V—% = | Oe, 


fow du = = ee~?. 
Uo 


Le canevas de ces cartes est donc composé de spirales logarithmiques 
orthogonales. 

Les cartes conjuguées sont semblables. 

7. Considérons maintenant le cas général, savoir, celui oi p et g 
sont deux variables indépendantes entre elles. 

Pour faire l’intégration de l’équation (5) nous allons prendre au 
lieu de wu’ et v deux nouvelles variables indépendantes — et y en les 
déterminant par les équations 


(9) p =e H-E-9VAT, gg = ot)-G-n =i, 
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La nouvelle fonction inconnue ¢ sera définie par l’équation 
(10) ui = et. g, 
Les équations (9) donnent immédiatement 


op re Mt 5 mee +n) - E91. (1 4-1) 


ag 

(1) =—p(il+/Y—)), 
PE 4 92% —_p(1—y=1), 

(12) 4m Oe 4 tS —g(1—y—1), 
C4 ag OE (ty). 


En désignant par @ le déterminant 


ou’ av’ ov ou 


on tire des équations (11) 


rm —% oe) +V=1 T c)); 
sa 5 OB) ay 10 4 


et de méme des équations (12) 


-4| G-p-- sb rat 
HL Gea) 49 ae +30) 


En comparant les deux valeurs de s il viendra 


o[( —% D- in al im 





(18) eu 

= »(($ -* +1 +6)]. 
L’équation 

t 
(5) w+ 
en y substituant les valeurs grea de r et ¢, deviendra 
al me PAG +) 

(14) ou 


-»|-Gr- 3) +1 4 38)) 
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Des équations (13) et (14) on déduit facilement 


a a 
_ ies y—1 q on’ 
FE ae ae 
og Soa q o& 


En vertu des valeurs (9) de p et g et de léquation (10) on aura 


av’ —> ein (08, . 
\ on = V— 1 e (+) Ge aa ), 
(15) th eel 
tie GE exes ae — (§-+-9) g). 
38 V—1le-e Gi + 2) 


Maintenant pour déterminer Z comme fonction de & et » nous 
avons 


eZ ow ov 
7 “Fe +4 an? 
OZ ow au’ 


ae? oe 19 og" 
En vertu des équations (9), (10), (15) on tire de la 


eZ Th) et 1. (94 4 | 
oy A V= Deer. (Z + 2), 
eZ —— & Oz 

oe (L—-V— Dee wrt. (3 +2). 


En substituant dans l’égalité 


at (Ga) = an Ge) 


(16) 





' a ae 

les valeurs (15) de ad ‘ 7 il viendra 
. 

(17) db0n 


On aurait le méme résultat en développant |’équation 
@ (92) _, 0 (92), 
of Gr - én er: 
et en ayant égard aux équations (16). 

Ainsi la résolution des équations (4) ou celle de l’équation (5) 
se réduit définitivement a l'intégration de l’équation (17). Or cette 
derniére est bien-connue et son intégrale générale s’exprime, comme 
on sait, au moyen des intégrales définies. Poisson |’a discutée en 
détail dans son grand ouvrage sur la théorie mathématique de la 
chaleur ainsi-que dans ses mémoires. 


Ayant une valeur quelconque de z on la portera dans les équa- 
tions (15) et on aura v’ par quadrature comme fonction de & et y. 
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Ensuite on substituera la méme valeur de ¢ dans les équations (16) 
et on obtiendra Z aussi par quadrature. Enfin l’équation (10) donnera 
la valeur de w’. 

Les expressions de uw’ = « + yVf—1 et vo = #2 — yY¥—1 en 
— et » conduiront 4 celles de x et y. Sil’on trouve pour Z une valeur 
réelle, on faira comme dans le n° 3 et on obtiendra de deux maniéres 
différentes u, v, 2, y comme fonctions de & et ». 

Comme on connait l’intégrale générale de |’équation (17), si l’on 
y ajoute encore les considérations des n° 4 et 5, on aura toutes les 
représentations possibles d’une surface de révolution sur un plan qui 
jouissent de deux propriétés énoncées au commencement. 

8. Pour éclaircir la théorie par quelques exemples prenons d’abord 


(18) ous = Est ef—) V=1 ‘ 


ce qui est évidemment une solution de ]’équation (17). 
Afin d’avoir wu et v en x et y exprimons pet q en w et v’. Nous 
avons d’aprés l’équation (10) 


e- (Sn —— * 
u 
et l’équation (18) nous donne 


. ait a 
—(§—9) V=1 — — y- ik 
ad fe ° 


done en vertu des équations (9) on aura 


3 gw 2 V=1 Vai 
= —; == C- ”) . -_ —4) v- 1 '=--_ — _—_— —_ - —e 
P Ow ad ie u eo. 20’ 


De méme les équations (15) d’aprés la valeur (18) de ¢ donnent 


es 1-V—1 e— (+n) + (E—9) y= 
on 2 
a0 tt 1 eter: 
ag s 


done il vient 
1, 1 1 
See — — ] e- +H(E-) V-1 SO 1. —. 
v 5 V— Le States sV—1 = 
Il suit de Ja — 
2% Vi. 
q ov Qu 


Prenons maintenant suivant le n°3 hZ au lieu de Z, en désignant 
par h une constante queleonque; nous aurons 
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az _ 
ow au? 
aZ_ Ss sh 1, 
ov ° 
par conséquent 
aZ = 2 2 au + 22 of =m pp 249-948 | 





De la il vient 
Z=h arctg (“) + Const. 


En faisant Z = v — v, on aura d’aprés les équations (4) 








aU _ ee oe 

oe le 
ev 

; JO 2V—1 |. 

aa Oe 
ou 

donc 
U=— s)— er v + Const. 


Si lon prend les coordonnées polaires 9 et © au lieu de x et y, 
en faisant z = g cosO, y= sin 9, et que l’on désigne par g,, 9p, 
Uy, Vo des constantes arbitraires, on aura d’aprés le n° 3 


v—% =h(O—8,), 
Jowan=s a) ~(¢? Qo") - 


Ces deux équations définissent les cartes dont les méridiens sont des 
droites issues du pdle et les paralléles sont des cercles concentriques 
ayant le pole pour centre. 

Les cartes conjuguées sont données par les équations 


v — % =1(9?—@,"), 


fomau— i (0--0,), 


1 étant une constante. 

Il est facile de voir que tous les cas dans lesquels le systéme de 
méridiens oy celui de paralléles est représenté par des droites sont 
renfermés dans les formules précédentes et dans celles du n° 5. 
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. ’ 

Ti x’est pas difficile non plus de démontrer que les cartes du n° 
actuel sont les seules dans lesquelles les méridiens ou les paralléles 
sont représentées par un systéme de cercles, 

9. Faisons 


—2m(m—1) (§+-n) — (2m—1) (S—n) V—1 
zg=A-e m? +-(m—1)* 





ot A est une constante, et nous aurons une solution de |’équation 
(17). Si lon prend 


mig (2m— 1) — (2m—i)igm 
lg A= m + (m— ip ’ 





on déduira de la comme dans le n° précédent 


m 
Z aii uy 2m—1 


Pour m= 5 au lieu de cette valeur de Z on aura 


1 
Z=u'* eo, 
a étant une constante. 

Or w et v étant deux imaginaires conjuguées, il faut pour avoir 
une valeur réelle de Z, que m soit ou zéro, ce ne conduit & aucune 
carte, ou l’unité, ce qui donne le cas discuté au n° 8, ou bien 
imaginaire et de la forme « + Ya(l—a) Y~—1, @ étant une con- 
stante positive, qui ne surpasse pas l’unité. 

Faisons donc 

m=-+ VYa(l—a)-Y—1, Z=v—y, 


et nous aurons 


v— Vo = h (u’ —u,")e+Vel—a)- V-i (v' —v,')*- Va(i—a) V—1 





h, Uy, vo étant des constantes. 
De la en vertu des équations (4) on obtient facilement 


Fate ate HST 


, (v’ ta vy )'-a+Vali=a) . v-i a. Const. 





Si nous faisons 
wu — uy = geeV—!, 


v — vy =ee—°V-!, 


nous exprimerons w et v en coordonnées polaires g et O par les 
équations 
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v — 1) = hotee-2Vall—a)- 0, 
k 


: Peer sn 8(1—a) 22 Vali—a) -e. 
| ncaa ali 


Nous aurons donc les cartes dont les méridiens et les paralléles sont 
des spirales logarithmiques. 
Les cartes conjuguées sont pareilles. 
10. Nous allons maintenant montrer comment on peut employer 
les solutions imaginaires de |’équation (5) pour trouver des cartes réelles. 
. Supposons que nous ayons une solution 


=—X+Yy-—i, 
X, Y étant des fonctions de wu’ et vo qui sont réelles quand on les 
exprime en & et y; alors on aura une autre solution 
Z,=X—Yy—i. 
Appliquons & l’équation (15) la transformation connue sous le nom de 
celle de Legendre. 
Pour cela on prendra p et qg pour variables indépendantes et une 
certaine variable w, définie par ]’équation 
w=putq’—Z 
sera la nouvelle fonction inconnue. Alors on aura 


~<a a 
L’équation (5) deviendra 
1 1 Ow 
(19) ia oe 1 oF Og 
et sera linéaire. 
La valeur Z = Z, fournira une solution w, de l’équation (19), 


qui sera determinée par les équations 


= 0) 





. ’ ’ eZ OZ. 
w,=pu +qv—Z,, p=3y Gas ae 
En éliminant «’ et v' on aura w, comme fonction p et q. 
De méme les équations 
OZ, 0Z 
=p +qv—Z,, pear, I= Ge 
donneront une autre solution w, de l’équation (19). 
Or cette derniére étant linéaire, la somme w, + w, et la différence 
VY — 1 (w,—w,) sont aussi ses solutions. En désignant l'une ou Vautre 
par w,, on trouvera la valeur correspondante Z = Z, en fonction de 
wu’ et v si lon élimine p et g des équations 
OWs »__ OW; | 
op’ 





Z,=pw+qv’—w, w= 

















* So ee 
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La fonction Z, sera la solution réelle de l’équation (5) et donnera 
deux cartes conjuguées comme dans le n° 3. 


Par exemple, supposons que la constante m soit réelle dans la 
fonction 


oe 
*2m—1 


Z, = umy 





Ld ® a 2. 1 * * . . . 
mais différente de zéro, de = et de lunité, Alors Z, est imaginaire 


et la valeur conjuguée sera 
m 


Z, =u ?™*y'm, | 


Conformément & ce que nous avons dit, prenons d’abord Z, et 
nous aurons 





m 
p= Oy - mu"! y 2-1 wrt mL, ; 
(20) ou . u 
—m-+i 
, = OZ, == ae. sited u m4,’ 2m—1 = ba Ay 
ov z2m—1 (2m—1)v'? 





’ ° 2m? e m - 
pue+tq= Wei Z4,, v= TA 


ot la constante / désigne, pour abréger, la quantité 


m(2m— 1) 


‘me + (m—1) 
Il reste d’exprimer Z, en p et q pour avoir w,. 
Or en désignant par K une constante telle-que 


l l 
lg K = =~ —; lg (2m —1)—— lym 


on obtient des équations (20) 
t 
mZ, = pu = Kp’; » 
on a par conséquent 


t 
Ww, == = _ xy _ ’ 


Absolument de la méme maniére on déduit 
i 
K 2m—1 


w= Pp q'. 


En désignant par a une constante arbitraire et multipliant la somme 
am 
w, + w, par —-- on peut prendre 


U U 


w, = - (vig oe atte «') 
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Des équations 





t i 
, am 2m—1 1 2m—1 
nasiiieons > (vq ek ju—il “), 
(21) 
t I 
’ am 1 2m—1 2m—1 
pon Bt oil I 
v qd ( 2m—1 p q +p ') ? 


Z,= pu + qv — w, 
on déduira facilement 
i i 


P 1 2m—1 2m—1 
4, = = 3 = 4 (v'g mtb p ‘q). 


Faisons Z, =v et nous aurons d’aprés les équations (4) 


a ae 

iS ieee - Goma 
par conséquent 

oU 1 @w 1 @v’ 

pq op — P op” 

eU 1 dw 1 év 

oq 4g Ogsp (Og 


En portant ici les valeurs des dérivées de w’ et v' tirées des 
équations (21), on aura facilement 


i i 
eu | re he : a 
op ™ *e—1 (v’ fl , “ee tp g~") 
i i 


aU al m Ss = -2) 
oq am—1 ((2m—1p ‘i ail q ss 


De 1a on obtient 





i é 
y 1 2m— “ 2n—1- : 
eee ee). 
Faisons 
p=ReV-', g=Re-9V-1, w= geeV-', vo = ge-eV-1 


et nous aurons 
2? 
‘ 2 =i)? 2m (m-—1) 
— 2 R” +im :08 Sem—t) 
we . m* -+- (m— 1)? P| 
— 2(m—i)? 
U “ne 2? V — i am F Rute sin E= 1) | : 


m—1 m? + (m—1)® 


! 


Pour avoir les variables R et m comme fonctions de coordonnées 


polaires g et © nous allons nous servir des équations (21). Elles 
donnent facilement 
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2m-1 
3 m2 + (m—1)* 2 —1 
le cos (p-++ 0) = SS 1 RET". cos [ ee eee : ar 
(22) 


—1 


|, sin (p+ 0) = jen(e pete sin E 2m(m—1) | : 


2m — m? -+- (m —- 1)? 





De la on déduit pour déterminer cette équation 
m—1 2m(m — 1) 
tg (p+ 9) = am te | aera |: 


La variable R se trouvera de l’une des équations (22). 
Les valeurs de v et U en vertu des équations (22) deviennent 





2m — 


v= + oR cos (p+9), 


ee, 
U=—V—1 ar & 8 (+0). 
Done la carte sera définie par les équations 


2m 


v— ==" @ Ros (p+), 





u 
, 2m—1 ik 
fo du Gar ‘> sin (P+ 9), 


(m 


et les équations (22). 

Je vais enfin remarquer qu’on peut aussi se servir de la symétrie 
de nos variablés U, v, uw’, v' pour obtenir de nouvelles solutions des 
équations (4) lorsqu’on en a déja quelques-unes. En effet en faisant 
U, = + U et regardant u’ et v' comme fonctions de U, et v on aura 
en vertu des équations (*) du n° 2 

ee He ue 

ou, ov Gv ou; ay 

ow’ em 
OU, 0 + Oe 90, = 
Ces équations sont absolument semblables a celles du n° 2; done on 
peut remplacer U, => Uetv respectivement par w’ etv’ et réciproquement. 


Supposons que nous avons 
1 , ’ , ’ 
U, = = U= (u,v), v= y(w,v), 
et que de Ja on tire 
w=@(U,,v), v =Q(U,, 2); 
alors, en vertu de ce que nous avons dit, on aura 


U=a(w,v), v= Q(u,v). 


39* 
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Par exemple les valeurs du n° 8 


U,; fee. ey 


a log (”. 
ui = (2Y— 1h)? U 


v’ = (2/—1h)* Ute 


te an AFB? —1 
En faisant done la transposition mentionnée et remplacant — par «, 
il viendra 


donnent 


-V- la” gue’ 


v=/- f—1w? e-@, 


Ces deux équations détinissent une carte imaginaire, mais elles donneut 


une nouvelle solution 
1 


Za=u'® er? 
de l’équation (5) indiquée au n’ 9. On en tirera une carte réelle en 
se servant des considérations exposées ci-dessus. 


2. Aout 1889. 








